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Yorwort. 

Die  Grundsätze,  die  ich  bei  der  Ausarbeitung  des  der  Differential- 
rechnung gewidmeten  und  im  Jahre  1910  erschienenen  ersten  Teiles 
meiner  Aufgabensammlung  befolgte,  waren  für  mich  auch  bei  dem  vor- 
liegenden zweiten  Teile,  der  die  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Integral- 
rechnung enthält,  maßgebend.  Da  diese  Grundsätze  im  Vorwort  zum 
ersten  Teüe  erwähnt  sind,  kann  ich  mich  nun  auf  diesen  Hinweis  be- 
schränken. 

Besonderen  Dank  sage  ich  dem  Studierenden  der  Elektrotechnik 
Herrn  Paul  Hammerschmidt,  der  die  Figuren  63,  64,  70,  71,  74  und 
95  gezeichnet  hat. 

Ferner  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht  Herrn  Privatdozenten 
2)r.=Sng.  Victor  Blaeß  und  Herrn  Professor  Dr.  Jakob  Hörn  meinen 
herzlichsten  Dank  auszusprechen  für  ihre  bereitwillige  und  sorgfältige 
Hilfe  bei  der  Korrektur.  Herr  Blaeß  hat  das  ganze  Buch  im  Fahnen- 
satz durchgesehen,  Herr  Hörn  hat  die  zweite  Korrektur  gelesen;  beiden 
verdanke  ich  zahlreiche  Anregungen  und  Verbesserungen. 

Auch  der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  sage  ich  meinen 
besten  Dank  für  die  mustergültige  Drucklegung  und  die  schöne  Aus- 
stattung des  Buches. 

Darmstadt,  den  22.  Mai  1913. 

F.  Dingeldey. 
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§1. 

Einige  allgemeine  Regeln.  Integration  der  Potenz. 

1.  Bedeutet  a  eine  beliebige  Konstante,  so  ist 

J  af{x)  dx  =  ajf(x)  dx. 

2.  Sind  in  endlicher  Anzahl  n  irgend  welche  Funktionen  u^^u^,. .  .u^ 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x  gegeben  und  werden  diese  Funk- 
tionen der  Reihe  nach  mit  beliebigen  positiven  oder  negativen  Konstan- 
ten (Koeffizienten)  a^,  «,>  •  •  •  öt„  multipliziert  und  alsdann  addiert,  so 
gilt  für  die  Integration  der  so  entstehenden  Summe  von  Funktionen 
die  Regel: 

/  («1«!  -j-  a2^<2  +  •  •  •  +  ttj^u^dx  =  /  a^ w^  dx  +  / aoU^dx  +  •  •  •  -}- / a^u^dx 

=  a^  ju^dx  -\-  a^  ju^dx  -{-•■■  -{-  a^^Ju^dx. 

3.  Hat  das  „unbestimmte"  Integral 

Jf(x)  dx 

den  Wert  F(x)  -\-  C,  wo  (7  eine  willkürliche  Integrationskonstante  be- 
deutet, so  gilt  für  das  von  x  =  a  hia  x  =  h  erstreckte  bestimmte  Integral 
des  Differentials  f(x)dx  die  Formel 

b 

ff(x)dx  =  F(b)-F(a). 

a 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  f(x)  und  F{x)  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  b  einschließlich  der  Grenzen  endlich  und 
stetig  sind. 

Die  Berechnung  von  F{b)  —  F(a)  wird  im  folgenden  häufig  durch 

{F{x)^^^^    oder  noch  kürzer  durch  \_F{x)\  angedeutet. 

4.  Bei  Vertauschung  der  Grenzen  eines  bestimmten  Integrals  be- 
steht die  Formel 


Jf{x)dx  =  —jf(x)dx. 


b 

Dingeldey:  Differential-  u.  Integralrechnung.  LL 
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5.  Ist  m  eine  zwischen  a  und  h  gelegene  Zahl,  so  gilt  die  Gleichung 

b  m  b 


Jf(x)dx  =Jf(x)dx  -\-  jf{x)dx. 


6.  Ein  ebenes  Flächenstück  sei  begrenzt  durch  den  ganz  auf  einer 
Seite  der  rt^- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  gelegenen 
Bogen  AB  der  Kurve  y  =  fix),  durch  die  zu  den  Endpunkten  A,  B  des 
Bogen s  gehörigen  Ordinaten  MA,  NB  und  das 
Stück  31N  der  a;-Achse  (Fig.  1).  Haben  die  Punkte 
A,B  die  Abszissen  a  bzw.  h,  so  besteht  für  den 
Inhalt  F  des  so  begrenzten  Flächenstücks  ^)  die 
Formel 


Pig.  1. 


=J  f(x)d: 


Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  f(x)  in  dem  Inter- 
valle von  a  bis  h  einschließlich  der  Grenzen  eindeutig,  endlich  und 
stetig  sei. 

Ist  die  Gleichung  der  Kurve  auf  schiefwinklige  Koordinaten  mit 
dem  Achsenwinkel  a  bezogen,  so  ist  der  Inhalt  F  des  durch  den  Bogen 
AB,  die  zur  y-Achse  parallelen  Ordinaten  3IA,  NB  und  das  Stück 
MN  der  Abszissenachse  begrenzten  Flächenstücks  durch  die  Formel 


sm 


CO  I  f{x)  dx 


gegeben. 

Bei  den  später  folgenden  Beispielen  wird  für  ein  in  der  soeben  an- 
gegebenen Weise  begrenztes  Flächenstück  der  kurze  Ausdruck  „Fläche 
der  Kurve  y  =  f(x)  für  das  Intervall  von  a  bis  b"  gebraucht. 

7.  Für  die  Integration  der  Potens  x",  deren  Exponent  n  eine  be- 
liebige konstante  Zahl,  n  =  —  1  ausgenommen,  bedeutet,  gilt  die  Formel 


/ 


x^dx  = 


w.»  +  l 


n  -\- 


,  +  0 


(n  +  -  1). 


Im  FaUe  w  =  —  1  besteht  die  Formel 


/  x'^dx  =  I  —  dx  =  Ina;  -1-  C, 


1)  Ausführlicher  wird  die  Berechnung  des  Inhalts   ebener  Flächenstücke  in 
§  15  behandelt. 


Integration  der  Potenz, 
in  der  x  positiv  vorausgesetzt  ist^);  bei  negativem  x  müßte  man 


schreiben. 


/ 


\  dx  =  \xi{- X)  -^  C 


Beispiele. 

1.  Jx^dx  =  \x^  ^CJ) 

2.  flxhlx  =  x\ 

3.  J  («^^  +  2&ä;  +  c)  dx  =  \ax^  -\-  hx^  +  cx\ 


insbesondere  ist 


J  cdx 


ex. 


4.  Welche  Funktion  F{x)  hat  die  Ableitung  3  a;-  —  5  a;  +  8   und 
nimmt  für  a;  =  2  den  Wert  5  au  ? 

,      F(x)  =/(3a;2  -  5a;  +  8)  i^a;  =  a;^  -  |  a;^  +  8a;  +  C. 

Da  für  X  =  2  diese  Funktion  gleich  5  werden  soll,    findet  man 
C  =  —  9,  somit 

F{x)  =  x^—^x^+  8a; -9. 


5.  I  -^dx  =  I  x~^dx  = 

6.  I  —  dx  = -  -  -T  >     falls  w  =(=  +  1  ist. 

r;         Aa;'  — 8a;*  — 3a;4-4  ,  5     „        ,    o       o       i     ^i 

i.      I ' — dx  =  —  a;^—  4c  x^  —  3a;  +  4  Ina;. 

J  X  3 


8.  Welche  Funktion  F{x)  hat  die  Ableitung f-  5  und  für  a;  =  1 


den  Wert  2? 


X 


F(x)  =  1  (-^  +  5Wa;  =  31na;  +  5a;  +  C, 


wobei  C  =  —  3  gefunden  wird. 


9.  fox^dx  =  [|^']^^'=  1(32  -  1) 


18 1 


1)  Es  werde  daran  erinnert,  daß  In  x  den  natürlichen  Logarithmus  von  x 
bedeutet,  während  der  zur  Basis  10  gehörige,  also  der  gewöhnliche  Logarithmus 
durch  log  X  bezeichnet  werden  soll.     Vgl.  Teil  I,  Fußnote  zu  S.  6. 

2)  Bei  den  folgenden  Aufgaben  wurde  die  willkürliche  Integrationskonstante 
C,  die  den  ausgerechneten  Integralwerten  eigentlich  hinzuzufügen  wäre,  der  Ein- 
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10.  Wie  groß  ist  der  Flächeninhalt  AM  NB  der  Parabel  y  =  2x^  für 
das  Intervall  von  x  =  1  his  x  =  2  (Fig.  2)? 


F  =f2x'dx  =  1  [x^f=^  4| 


0     1 
rig.  2. 


Betragen  die  Längeneinheiten,  in  denen  die  Ab- 
szissen X  =  1  und  a;  =  2  gegeben  sind,  Dezimeter, 
so  beträgt  der  Flächeninhalt  4|  qdm. 

11.  Die  gleiche  Aufgabe  für  die  Kurve  y  =  \x^ 
und  das  Intervall  von  x  =  0  bis  x  =  2. 

Man  findet  F=l. 

12.  Man  bestimme  den  Flächeninhalt  der  Kurve 
2^^—*-^y-\-^x^—6x'  =  0  für  das  Intervall  von  a;  =  0   bis 

x  =  2  (Fig.  3). 


F=3jl2x^'-x'')dx  =  3[ 


3  ^ 


m 


13.  Man  bestimme  die  Inhalte  F^  und  F^  der  zu  den  Intervallen 
von  X  =  1  bis  x  =  2  bzw.  von  x  =  2 


>a: 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


bis  x  =  i\  gehörigen  Flächenstücke  der  Kurve  y  =  {x  —  \){x  —  2){x  —  3) 
=  x»-6a;^+ 11^-6  (Fig.  4). 
Man  findet 

Warum  ist  F^  negativ?  Die  Summe  der  absoluten  Werte  der  beiden 
Flächenstücke  wird  F  =  F^  —  F2=  j-  Warum  würde  es  falsch  sein, 
bei  direkter  Berechnung  der  Summe  F  die  Integration  über  ydx  von 
a;  «=  1  bis  a;  =  3  zu  erstrecken? 


Flächeninhalt  ebener  Kurven. 


14.  Wie  groß  ist  der  Inhalt  der  auf  ihre  Asymptoten  als  Koordi- 
Datenachsen  bezogenen  Hyperbel  y  =  —  für  das  Intervall  von  x^  bis  x^, 
wenn  co  der  Winkel  der  beiden  Asymptoten  und  0  <  ar^  <  oTj  ist? 

Man  findet 

i*'  =  sin  03  /  —  fZa;  =  m^  sin  o?  In  —  • 

J      X  Xi 

Insbesondere  im  Falle  x^  =  1 ,  x.^  =  X,  m  =  1,  a  =  \%  ergibt  sich 

i^=luX. 

b 


15. 


—  =ln  — 
X  a 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  a  und  h  positiv  seien. 

16.  Welche  Wärmemenge  ist  nötig,  um  10  kg  Eisen,  das  eine  Tem- 
peratur von  20°  C  hat,  auf  lOO*'  zu  ervs^ärmen,  wenn  die  spezifische 
Wärme  c^  des  Eisens  bei  der  zwischen  0°  und  200°  gelegenen  Tempe- 
ratur t  durch  die  Formel 

c,  =  0,1053  +  0,000142 1 

gegebön  ist?    Wie  groß  ist  die  zur  Erwärmung  aufgewandte  Arbeit  in 
Kilogrammetern  ? 

Zunächst  werde  daran  erinnert,  daß  man  unter  der  spezifischen 
Wärme  eines  Körpers  gewöhnlich  die  Wärmemenge  versteht,  die  not- 
wendig ist,  um  bei  der  Gewichtseinheit  des  Körpers  eine  Erwärmung 
um  1°  C  hervorzubringen.  Wählt  man  als  Gewichtseinheit  das  Kilo- 
gramm, so  wild  als  Einheit  der  Wärmemenge  eine  „große  Kalorie'^  oder 
Kilogrammkalorie  angenommen,  d.  i.  diejenige  Wärmemenge,  die  ein 
Kilogramm  Wasser  von  14-1"  auf  15|  "^  erwärmt  (vgl.  Teil  I,  S.  34). 
Wählt  man  als  Gewichtseinheit  das  Gramm,  so  legt  man  als  Einheit  der 
Wärmemenge  die  Grammkalorie  zu  Grunde,  d.i.  diejenige  Wärmemenge, 
die  ein  Gramm  Wasser  von  14|^°  auf  15|^°  erwärmt.  In  beiden  Fällen 
hat  Cf  denselben  Zahlenwert. 

WiU.  man  aber  die  Änderung  berücksichtigen,  die  die  spezifische 
Wärme  bei  Änderung  der  Temperatur  erfährt,  was  bei  der  vorliegenden 
Aufgabe  geschehen  soll,  so  definiert  man  die  spezifische  Wärme  durch 
die  Formel 

_  dQ 

wo  dQ  die  Wärmemenge  bedeutet,  die  notwendig  ist,  um  eine  Gewichts- 
einheit des  Körpers  von  der  Temperatur  t  um  dt  zu  erwärmen. 
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Bei  der  gestellten  Aufgabe  ist 

c^  =  ^  =  0,1053  +  0,000142 1, 
für  1  kg  wird  daher 

100 

Q  =/(0,1053  +  0,000142  t)dt  =  [0,1053 1  +  0,000071  ^']'^ '""=  9,1056, 

20  ^  ~ -^ 

für  10  kg  Eisen  ist  die  gesuchte  Wärmemenge  gleich  91,056  Kilogramm- 
kalorien. 

WiU  man  die  dieser  Erwärmung  gleichwertige  Arbeit  L  in  Kilo- 
grammetern ausgedrückt  wissen,  so  ist  die  gefundene  Anzahl  von  Kilo- 
grammkalorien mit  427,  dem  sogenannten  mechaniscJien  Wärmeäquiva- 
lent zu  multiplizieren,  denn  einer  großen  Kalorie  entspricht  ein  Arbeits- 
wert von  427  kgm  (vgl.  Teil  I,  S.  34  f ). 

Im  vorliegenden  Beispiel  findet  man  L  =  38880,9  kgm. 
1'^-        I  Yxdx  =  I  x^ dx  =  jx^  =  jxYx. 
18.         Tfl/P  dx  =  a;  3  =  xVx^ 

19-    fy^dx 

Vx^  dx  =  — -, —  a;  "    =  — *! —  x  Vc 
'  m  -f-  n  m  -j-  «      ' 

'^yx^"dx  =  x'^=V^. 

/■-  ■ 

3  1 

-ya;2"+12a;2^=]/^(ya;*-|-a;2-f  6i/^-y.^  +  12) 


n  +  l 

n        — —         n        n/— 
—  ,  ^  a;  "  =  — r—x  yx. 

m  +  n 

n 

XVX" 


9.5 


22  /  -^ — ^ -^  dx  =  —  x^  —  —  x^  +  6x^ 

Yx  y  ö 


0 


23.  Welchen  Flächeninhalt  hat  das  Segment,  das  von  der  Parabel 
y  =  — x^-}-lx  —  10    durch    die  a;- Achse    abgeschnitten    wird    (vgl. 

^y  Fig-5)? 

Die  Kurve  schneidet  die  a;- Achse  an  den  Stellen 
a;  =  2  und  a:  =  5;  daher  wird 
5 

F  =/(-  x^'+lx-lO)  dx  =  U  ■ 


Flächeninhalt  der  Parabel. 


24.  Mau  soll  zeigen,  daß  die  Fläche  der  Parabel  y^  ==  px  für  das 
Intervall  von  x  =  0  bis  x  =^x^  gleich  ^^x^y^  ist,  wo  y^  die  zur  Abszisse 
^1  gehörige  positive  Ordinate  +  ^px^  bedeutet. 


F  =  Vpfx^ dx  =  IV p x}  ^ix,V^,  =  lx, 


Vi- 


2b.  Wie   groß   ist   der  Inhalt  F  des  den  zwei  Parabeln  ?/-=  2px 
und  X-  =^  2py  gemeinsamen  Flächenstücks  (Fig.  6)V 

Der  Schnittpunkt  P  der  beiden  Kurven  hat  die  Koordinaten 


<laher  Avird 


x  =  y  =  2p', 


Fig.  6 


Diese  Aufgabe  ist  ein  besonderer  Fall  der  fol- 
genden: 

2ix  Zwei  kongruente  Parabeln  haben  denselben  Scheitel,  und  ihre 
Achsen  bilden  miteinander  den  Winkel  a.  Wie  groß  ist  der  Inhalt  F 
des  den  beiden  Parabeln  gemeinsamen  Flächenstüeks  (Fig.  7)? 

Ist  y- —  2px  =  0  die  Gleichung  der  einen  Parabel,  so  hat  die  an- 
dere eine  Gleichung  von  der  Form  Y" —  2pX  =  0,  wo  X  und  Y  die 
Abkürzungen 

X  =  X  cos  u  ~  y  sin  cc,      Y  =  —  x  sin  a  -^  y  cos  cc 

bedeuten,  denn  diese  beiden  Gleichungen  sind  bekanntlich  die  Formeln 
für  die  Transformation  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  bei 
Drehung  des  Systems  in  positivem  Sinn 
<  dem  Sinn  derjenigen  Drehung,  die  die  po- 
sitive Richtung  der  :r- Achse  auf  kürzestem 
Wege  in  die  positive  Richtung  der  y-Achse 
überführt  I  um  den  Winkel  a.  Bezogen  auf 
das  durch  die  Achsen  X  und  Y  gebildete 
Koordinatensystem  hat  die  zweite  Parabel 
offenbar  die  Gleichung  Y-—  2pX  =  0. 

Die  beiden  Kurven  schneiden  sich  im 
Koordinatenanfang  0  und  in  einem  Punkte 
P,  der  auf  einer  durch  0  gehenden,  unter 
dem  Winkel  l  u  segen  die  rc- Achse  oreneigten  Geraden  liegt,  denn  die 
Parabeln  und  ihre  Achsen  bilden  eine  Figur,  die  die  Halbierungslinie 
des  Winkels  a  der  beiden  Parabelachsen  zur  Symmetrielinie  hat.  Die 
Koordinaten   des  Punktes  P  sind  daher  von   der  Form   x^  =  q  cos  j  a, 


Fig. 
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yi=  Q  sin  2  cc,   wo   Q   einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet,   den   man 
leicht  gleich 

2p  cos  2  a  :  sin^  ^  ^ 

findet.    Daher  hat  P  die  Koordinaten 

Xi  =  2p  cot^  1-  a,     yj^=  2p  cot  ^a. 

Die  Hälfte  des  gesuchten  Inhalts  F  des  den  beiden  Parabeln  ge- 
meinsamen Flächenstücks  ist 

\F=Jy2^x  dx-A  OMP, 

0 

wo  AOMP  den  Inhalt  |-a:i?/i  des  Dreiecks  OMP  bezeichnet. 

Unter  Rücksicht  auf  das  Ergebnis  Ton  Aufgabe  24  ist  daher 

somit 

F==\x^y^  =  ^p^coi^a. 

27.  Den  Inhalt  der  zu  dem  Intervall  von  a;  =  0  bis  :r  =  8  gehörigen. 
Fläche  der  Neilschen  Parabel  y^  =  ^x^  zu  bestimmen  (vgl.  Fig.  26  in 
Teil  I,  S.  67). 

Man  findet 

F  =ßy2x'^dx  =  ^]/2  [x^\  =  12,8. 

0 

28.  Die  Gleichung  ?/'"  =  l'x"  stellt,  wenn  w  und  n  ganze  positive 
Zahlen  sind,  eine  durch  den  Koordinatenanfang  gehende  Kurve  dar,  die 
man  als  Parabel  höherer  Ordnung  bezeichnet  (je  nachdem  m  >  n  oder 
n  >  m  ist,  heißt  die  Parabel  von  der  tn^^"  oder  w*"""  Ordnung).  Dabei 
werde  der  Einfachheit  halber  angenommen,  daß  /.•  eine  positive  Zahl  ist^ 
alsdann  liegt  ein  Teil  der  Kurve  jedenfalls  im  ersten  Quadranten  des  Ko- 
ordinatensystems. 

Ist  Pj  (x^,  y^)    ein   in   diesem  Quadranten  be- 
findlicher Punkt   der  Kurve  und   sind  P-^M^   und 
^     P]^Nx   ^^^  "^^^  -^1   ^^^  ^i^  Koordinatenachsen  ge- 


A^ 


f  äUten  Lote  (Fig.  8),  so  wird  das  Rechteck  OM^  P^  N^ 

durch  den  Kurvenbogen  OP^  in  zwei  Teile  zerlegt^ 

und  die  Inhalte  F^,F^  dieser  an  die  t- Achse  bzw.  ?/- Achse  anstoßenden 

Teile  verhalten  sich  zueinander  wie  in  zu  w,  es  ist  F-^^:  F.2  =  m  :  n.    Dies 

soll  bewiesen  werden. 

Man  findet 

1      p   n 

Fl  =  /c'"  /  x'"  dx  =  — ~ —  X,  y, ,     usw. 


Flächeninhalt  der  Parabel. 


9 


Es  werde  noch  bemerkt,  daß  die  Kurve  im  ersten  Quadranten  der 
positiven  Richtung  der  ^-Achse  die  konkave  oder  konvexe  Seite  zukehrt, 
je  nachdem  n  >  m  oder  w  <  m  ist.    Vgl.  Teil  I,  S.  96. 

29.  Man  soll  den  Inhalt  der  Parabel  y  =  ax-  -{- 2bx  +  c  für  das 
Intervall  von  x  =  0  bis  a"  =  2//  bestimmen  und  in  das  Ergebnis  an  SteUe 
der  drei  Koeffizienten  a,  h,  c  die  zu  den  Abszissen  0,  h,  2h  gehörigen 
Ordinaten  y^,  y^,  y^  einführen. 

2A 

F=f{ax^  +  2hx  +  c)(lx  =  ^aP  +  4hh'^  +  2ch. 


daher 


Nun  ist 

r 

yi  = 

ah- 

+  2hh  +  c, 

yo  =  4a 

h-  +  4&//  +  c, 

c  =  2/o. 

2ah'  = 

=  2/o 

-  ^yi  +  y2> 

4hh  =  - 

-  3?/o  +  4!/,  - 

F 

-V>(yo  +  -^yi  ■^-y2)- 

und 


Offenbar  ist  diese  Formel  von  der  Lage  der  y-Achse  völlig  unab- 
hängig, so  daß  sie  auch  für  den  Inhalt  eines  Flächenstücks  der  Parabel 
y  ^  ax^  -T  2hx  -\-  c  gilt,  das  zu  dem  Intervall  von  x  =  XQh\s  x  =  XQ-\-2h 
gehört,  wenn  yo,  y^,  y^  die  den  Abszissen  x  =  x^,  x^  =  x^+h,  x.2  =  XQ-\-2h 
entsprechenden  Ordinaten  bezeichnen. 

Der  für  F  abgeleitete  Ausdruck  bildet  eine  Grundlage  für  die  näJie- 
rungsiveise  Bestimmung  des  Inhalts  einer  Fläche,  die  durch  einen  be- 
liebigen Kurvenbogen  P^  P,  die  Ordinaten  y^  und  y  seiner  Endpunkte 
und  das  zugehörige  Stück  J/qJ/  der  Ab- 
szissenachse (Fig.  9)  begrenzt  ist;  dabei 
muß  die  Kurve  keineswegs  durch  ihre 
Gleichung  gegeben  sein,  es  genügt,  wenn 
sie  gezeichnet  vorliegt.  Um  einen  an- 
genäherten Ausdmck  für  den  Inhalt  der 
Fläche  Poi)7oJ/PPo  zu  erhalten,  teilt 
man  die  Strecke  M^M  in  2n,  also  in 
eine  gerade  Anzahl  gleicher  Teile;  jeder 

derselben  habe  die  Länge  //.  Durch  Ordinaten,  die  man  in  den  Teil- 
punkten errichtet,  wird  alsdann  die  ganze  Fläche  in  2n  Streifen  oder 
in  n  Doppelstreifen  zerlegt,  und  diese  Doppelstreifen  sind  oben  durch 
die  Kurvenbogen  PqPo,  F^F^,  .  .  .  F^„_»F  begrenzt  (Fig.  9). 

Würden  diese  Bogen  mehreren  Parabeln  angehören,  deren  jede  eine 
Gleichung  von  der  Form  y=^ax^-j-2hx-{-c  hat,  so  würden  die  Inhalte 
der  Doppelstreifen  vöUig  genau  der  Reihe  nach  durch 

\h{y^+4y,  +  y^),     ^h{tj.,  +  4y,  +  yj,  ■■■  l  Ky^^..-^  ^y-,n-i  +  ^Jn) 

ausgedrückt,  wobei  die  Ordinate  y  des  Punktes  P  durch  y.,^  ersetzt 
worden  ist. 


>"ig.  9. 
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Gehören  die  Bogen  P^^P^,  P^P^, .. .  P,  „_  2  P  irgend  welchen  anderen 
Kurven  an,  so  stellen  die  eben  angeführten  Ausdrücke  die  Inhalte  der 
Doppelstreifen  nur  angenähert  dar. 

Durch  Addition  der  angegebenen  Ausdrücke  findet  man  folgende 
Näherungsformel : 

^  =  YII/o  +  y^n  +  4(?/i  +  2/3  +  •  •  •  +  2/2n-l)   +  2(i/2  +  y^  +  •  •  •  +  2/o„_o)  }, 

die  nach  dem  Engländer  Thomas  Simpson,  der  sie  im  Jahre  1743 
veröffentlichte,^)  als  Simpsonsche  Regel  bezeichnet  wird. 

Liegt  die  Kurve  P^P  gezeichnet  vor,  so  sind  die  Ordinaten  y^, 
Vi,  '  ■  '  y^n  mit  einem  Maßstab  zu  messen.  Ist  die  Kurve  durch  ihre 
Gleichung  y  =  f{x)  gegeben,  so  muß  man  die  zu  den  Abszissen 

Xq,  x^  =  Xf^-{-  h, .  .  ■,x^„_^  =  X(,-{-  (2n—  l)h,   x^^=  Xq\  2nh 

gehörigen  Ordinaten  y^yVi^  •  •  -,  Vin-u  y^2n  berechnen.  Nach  dem  letzten 
Verfahren  kann  man  überhaupt,  ganz  abgesehen  von  seiner  geometri- 
schen oder  irgend  einer  anderen  Bedeutung,  angenähert  den  Wert  des 

X 

/,  2  n 
f{x)dx  finden.   Ein  Beispiel  hierzu  wird  in  §  6, 

Aufg.  37,  S.  81  gegeben. 

Es  werde  bei  dieser  Gelegenheit  noch  auf  eine  andere  Formel  hin- 
gewiesen, die  zur  näherungsweisen  Berechnung  eines  Integrals  oder  zur 
Bestimmung  eines  Flächeninhalts  dienen  kann. 

Der  Anfangspunkt  Pq  des  Kur- 
^  venbogens  PqP^  habe  die  Abszisse 
x^,  der  Endpunkt  P„  die  Abszisse  x^. 
Teilt  man  nun  das  zu  PqP^  gehörige 
Stück  Mq  ilf„  der  Abszissenachse  in 
n  gleiche  Teile  von  der  Länge 

'^'  ^^'  und  errichtet  man  in  den  Teilpuukten 

die  Ordinaten  M^P^,  M^P^^,...,  so  wird  die  Fläche  Pq3IqM^P,^P^^  in  n 
Streifen  zerlegt  (Fig.  10).  Man  kann  nun  angenähert  den  Inhalt  dieser 
Fläche  ersetzen  durch  die  Summe  der  Inhalte  der  Trapeze 

P,M,3I,P„   P,3I,M,P„..., 

die  entstehen,  wenn  man  die  Kurvenpunkte  Pq,  P^,  P^,...  durch  Sehnen 


1)  Der  Gedanke,  der  der  Simpsonschen  Regel  zugrunde  liegt,  findet  sich 
übrigens  schon  im  Jahre  1668  bei  J.  Grregory.  Vgl.  G.  Heinrich  in  der  Zeit- 
schrift Bibliotheca  mathematica  (3)  1  (1900),  S.  90—92, 
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verbindet.    Hat  irgend  ein  Teilpunkt  M^  die  Ordinate  y,^,  so  kann  daher 
der  Inhalt  der  Fläche  PqJI^M^F^P^  oder  das  Integral 

ff{x)dx, 

wo  ?/  =  f{x)  die  Gleichung  der  Kurve  PqP,,  bedeutet,  angenähert  durch 
die  Formel 


h 

2   >- 


F-  ':  [yo-^ !/i  +  yi  +  y2+  ■  ■  ■  +  yn-i  +  Vn) 


\/'  {^0+  2^1  +  2t/,+  .  .  .  +  2z/„_,  +  yj 


dargestellt  werden,  die  man  als  Trapezformel  bezeichnet.  So  lange  die 
Kurve  nach  oben  konvex  ist,  gibt  diese  Formel  einen  zu  kleinen  Wert 
für  den  Inhalt  der  entsprechenden  Fläche,  so  lange  die  Kurve  nach  oben 
konkav  ist  einen  zu  großen  Wert. 

SO.Die  Simpsonsche  Regel  wird  z.B. beim  Bau  eines  Schiffes  benutzt, 
um  die  Inhalte  der  vertikalen  Querprofile,  der  in  gleichen  wagrechten 
Abständen  recldivinldig  zur  Schwimmebene  (Konstruktions- Wasserlinie) 
und  rechtwinklig  zum  Kiel  gelegten  Schnittebenen  oder  Spanten  zu  be- 
rechnen, oder  auch  zur  Berechnung  der  in  gleichen  senkrechten  Abständen 
parallel  zur  Ebene  der  Konstruktions-Wasserlinie  gelegten  horizontalen 
Schnitte  oder  W^asserlinien,  falls  man  nicht  vorzieht,  diese  Bestimmungen 
bei  den  in  verkleinertem  Maßstabe  vorliegenden  Zeichnungen  der  Schnitte 
mit  Hilfe  eines  Planimeters  auszuführen. 

Diese  Ergebnisse  kann  man  nun  als  Ordinaten  y  von  Kurven  auf- 
fassen und  wieder  mit  Hilfe  der  Simpsouschen  Regel  das  Volumen  der 
verdrängten  Wassermasse,  die  Wasserverdrängung  (das  Deplacement) 
berechnen,  indem  entweder  die  Inhalte  der  Spantflächen  oder  (zur  Kon- 
trolle) die  Inhalte  der  Wasserlinienflächen  benutzt  werden. 

Man  berechne  z.  B.  den  Hauptspant  (d.  i.  den  an  der  Stelle  der 
größten  Breite  des  Schiffes  befindlichen  Spant)  bei  einem  kleinen 
SchrauTjendampfer,  wenn  die  halbe  Breite 
ÄqBq  des  Hauptspantes  in  der  Konstruk- 
tions-Wasserlinie  2,46  m  beträgt  (Fig.  11). 
In  der  Tiefe  iv  =  0,393  m  unter  dieser 
Wasserlinie  sei  die  halbe  Breite  ^^  B^ 
=  2,35  m;  es  gehören  ferner  zusammen  die 
Werte  2  iv  und  Ä^  B^  =  2,04  m ,  3  iv  und 
A2B^=  1,41  m,  4w  und  Ä^B^=  0,60  m. 
Hier  sind  die  Längen  Ä.B^  (i  =  0, 1, 2, 3, 4) 
die  bei  der  Simpsonschen  Regel  in  Aufg.  29  mit  y^  bezeichneten  Größen. 
Die  unten  am  Kiel  übrig  bleibende  Fläche  A^B^K  soll  als  rechtwink- 


•ZAOni 


A, 

0,393  m 

B 

A„ 

/lo 

y 

yhi 

0,00  m 

B4 

^li-ä 

A, 

i- 

4 

0.3'Jm 

^ 

K 

Fig.  11. 
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lio-es  Dreieck  betrachtet  und  für  sich  berechnet  werden;  die  Katheten 
haben  die  Länge  0,60  m  und  0,39  m. 

Die  Figur  stellt  die  rechte  Hälfte  des  Hauptspantes  dar;   man  er- 
hält mit  Hilfe  der  Simpsonschen  Regel  für  ihren  Inhalt: 


5 


0-393  ,  2^46  ^  0,(30  +  4(2,35  -f  1,41)  +  2  •  2,04 }  +  2^^j^ 


1 

2   "  3 

=  2,906  +  0,117  =  3,023. 


Die  ganze  Fläche  hat  hiernach  einen  Inhalt  S=  6,046  qm;  die  Tiefe 
A^K  beträgt  1,962  m. 

31.  Die  Wasserverdrängung  V  des  Schraubendampfers  in  Aufg.  30 
zu  berechnen,  wenn  15  Spantenflächen  ausgerechnet  wurden,  deren 
jede  von  der  benachbarten  einen  Abstand  /i  =  1,5  m  hat.  Mit  z^  {%  =  0,  1, 
2,  .  .  .,  14)  werde  der  /mZ6e  Inhalt  einer  solchen  Spantenfläche  bezeichnet 

In  Fig.  12  sind  die  Beträge  z^ 
durch   Ordinateu    dargestellt; 

^i-^ — '^'^ — '    ■     ' — • — ■ — • — • -p — ^   die    erste   Spante    habe    yom 

j^ig  12.  nächstgelegenen  Ende  ilf  des 

Schiffes    den    Abstand    MF^ 

=  1,37  m,  die  letzte  Spante  habe  vom  nächsten  Ende  iV^  den  Abstand 

F^^N  =  1,48  m.    Die  halbe  Wasserverdrängung  -|  V  soll  mit  Hilfe  der 

Simpsonschen  Regel  bestimmt  werden,  die  nun  in  der  Form 

geschrieben  werden  möge.  Zu  diesem  Ausdruck  hat  man  den  vor  der 
ersten  und  hinter  der  letzten  Spante  gelegenen  Raumteil  hinzuzufügen^ 
der  ano;enähert  als  halbes  Rechtflach  betrachtet  werden  kann. 


^0 

0,50 

4- 

0,25 

^1 

1,20 

2 

2,40 

^i 

1,87 

1 

1,87 

"S 

2,42 

2 

4,84 

^i 

2,76 

1 

2,76 

z. 

2,97 

2 

5,94          i 

''6 

3,01 

1 

3,01 

2, 

2,97 

2 

5,94 

h 

2,81 

1 

2,81 

2,53 

2 

5,06 

■^10 

2,19 

1 

2,19 

^11 

1,74 

o 

3,48      ; 

^18 

1,26 

1 

1,26 

~1S 

0,77 

2 

1,54 

^14 

0,31 

i 

0,15 

43,50 

Die   zweite  Spalte  der  vorstehenden  Tafel   enthält   die   Werte  z^^ 
in   Quadratmetern,  die  dann  folgende  Spalte  die  Faktoren  l    oder  2 
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oder  1  entsprechend  dem  Ausdruck  (1);   die  vierte  Spalte  enthält  die 
Produkte  dieser  Faktoren  und  der  zugehörigen  Werte  ^.^). 

Für  den  Ausdruck  (1)  findet  man  y-  1,5-43,50  =  43,50  cbm;  die 

beiden  anderen  oben  erwähnten  Raumteile  haben  das  Volumen 

1,37    0,50        rvQl      u  i.  1,48    0,31        ^  oo     r 
^ =  0,34  cbm     bzw.     ^ — ~—  =  0,23  cbm  . 

So  ergibt  sich  f  F=  43,50  +  0,34  +  0,23  =  44,07  cbm  und  F=  88  cbm. 
Die  Länge  des  Schraubendampfers  beträgt 

14  •  1,5  +  1,37  -f  1,48  =  23,85  m. 

32.  Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  befindet  sich  zur  Zeit 
^  =  0  an  der  Stelle  0  im  Abstand  a  von  der  Oberfläche  der  ruhend 
gedachten  Erde  und  hat  die  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtete 
Geschwindigkeit  v^.  In  welchem  Abstand  s  von  0  befindet  sich  der 
Punkt  zur  Zeit  f  und  wie  groß  ist  alsdann  seine  Geschwindigkeit  v,  wenn 
g  die  dem  Punkt  durch  die  Anziehungskraft  der  Erde  erteilte  Beschleuni- 
gung der  Schwere  ist?  Die  Änderung,  die  diese  Beschleunigung  bei 
Änderung  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  der  Erde  erfährt,  soll  ver- 
nachlässigt werden,  auch  werde  angenommen,  daß  die  Bewegung  im 
luftleeren  Räume  erfolgt. 2)    Vgl.  Aufg.  13,  S.  51  und  Aufg.  1,  S.  142  ff. 

Wie  in  den  Anfangsgründen  der  Mechanik  gezeigt  wird,  ist  die  Be- 

schleuuigung  gleich  der  zweiten  Ableitung  ^  ^  der  gesuchten  Funktion 

s  =  f  (t),  die  die  Abhängigkeit  der  von  dem  Punkt  durchlaufenen  Weg- 
strecke s  von  der  Zeit  t  darstellt.   Die  Geschwindigkeit  v  ist  gleich  der 

ds 
ersten  Ableitung  y^  (vgl.  Teil  I,  S.  17);  sie  hat  die  Richtung  der  senk- 
recht nach  unten  wirkenden  Beschleunigung  der  Schwere  und  ist  positiv^ 
da  dieser  Richtung  der  positive  Sinn  beigelegt  werden  soll. 

Das  Produkt  aus  der  Masse  m  des  materiellen  Punktes  F  und  der 
ihr  erteilten  Beschleunigung  ist  nun  nach  einem  Grundgesetz  der  Dyna- 
mik gleich  der  auf  P  wirkeijden  Kraft,  die  im  vorliegenden  Fall  die 
Schwere  mg  ist.    Man  hat  somit 

d-s 
m  ^^,  =  mg 


1)  Die  in  Aufg.  30  und  31  vorkommenden  Zahlen  werte  stammen  aus  einer 
Vorlesung  über  Schiffsbau  von  Herrn  Professor  W.  Riehn  in  Hannover;  ich  ver- 
danke sie  meinem  verehrten  Kollegen  Herrn  Professor  Dr.  ing.  E.  Heidebroek, 

2)  Die  Beschleunigung  g  der  Schwere,  d.  h.  der  Zuwachs,  den  die  Geschwin- 
digkeit eines  im  luftleeren  Räume  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  fallenden 
Körpers  in  der  Sekunde  erfährt,  beträgt  am  Äquator  978  cm/sek-,  in  mittleren 
geographischen  Breiten,  z.  B.  in  der  Breite  von  Berlin,  981  cmsek",  an  den  beiden 
Polen  983  cm  sek^ 
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und 

wo  c^  eine  Konstante  bedeutet,  die  sich  bestimmen  läßt,  wenn  man  be- 
achtet, daß  zur  Zeit  ^  =  0  die  Geschwindigkeit  v  gleich  Vq  sein  soll. 
Daher  wird  c^  =  v^  und 

(1)  |?  =  ^  =  ^^  +  ^o- 
Eine  zweite  Integration  liefert 

wo  die  Konstaute  c,  sich  bestimmen  läßt,  wenn  man  beachtet,  daß  zur 
Zeit  ^  =  0  auch  s  =  0  ist.    So  findet  man  c^  =  0  und 

(2)  s=^gt'  +  v,t. 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  noch: 


(3)  '=^7^'  ^  =+y2^^+v- 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  stellen  die  Gesetze  des  freien 
Falls  dar.  Wäre  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zur  Zeit  ^=0  vertikal 
nach  oben  gerichtet  greweseu,  so  hätte  man  in  den  vorstehenden  Formeln 
^0  durch  —  Vq  zu  ersetzen.  Der  Punkt  P  würde  alsdann  zunächst  steigen 
während  einer  Zeit  t,  die  aus  0  =  gt  —  Vq  folgt,  also  gleich  Vq  :  g  ist; 
für  die  von  ihm  hierbei  zurückgelegte  Weglänge  erhält  mau  s  =  —  VQ^:2gy 
und  zwar  ist  diese  negativ,  da  der  senkrecht  nach  unten  erfolgenden 
Bewegung  der  positive  Sinn  beigelegt  wurde.  Nach  Verlauf  der  Zeit 
t  =z  Vq  :  g  beginnt  der  materielle  Punkt  zu  fallen.  Wie  man  sieht,  ist  die 
Bewegung  des  Punktes  von  m  unabhängig,  in  Übereinstimmung  mit  der 
Tatsache,  daß  im  luftleeren  Raum  alle  Körper  gleich  schnell  fallen,  welche 
Masse  sie  auch  haben  mögen.  ^) 


1)  Schon  G.  B.  Benedetti  (1530 — 1590)  kannte  die  Beschleunigung  beim 
freien  Fall  und  behauptete,  daß  Körper  desselben  Stoffes,  aber  von  verschiedener 
Größe,  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fallen.  Jedoch  glaubte  er,  daß  die  Fallgeschwin- 
digkeit gleich  großer  und  gleich  gestalteter  Körper  dem  Gewicht  dieser  Körj^er  pro- 
portional sei.  Etwa  im  Jahre  1590  fand  G.  Galilei  (1564 — 1G42),  der  als  Begründer 
der  Dynamik  angesehen  werden  kann,  daß  alle  Körper  gleich  schnell  fallen  müßten, 
wenn  der  Widerstand  der  Luft  nicht  vorhanden  wäre.  Zur  experimentellen 
Bestätigung  dieses  Satzes  ließ  er  Steine  von  dem  schiefen  Turme  in  Pisa  herab- 
fallen. Diese  erreichten  nahezu  gleichzeitig  den  Erdboden,  einerlei  ob  sie  einzeln 
fielen  oder  ob  mehrere  Steine  zusammengebunden  fielen.  Vgl.  hierzu  E.  Mach, 
Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  historisch  -  kritisch  dargestellt,  6.  Aufl., 
Leipzig  1908,  S.  125—149  und  S.  270—276;  F.  Eosenberger,  Die  Geschichte 
der  Physik,  2.  Teil,  Braunschweig  1884,  S.  16—26;  G.  Galilei,  De  motu,   abge- 
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33.  Ein  im  luftleeren  Raum  befindlicher  materieller  Punkt  P  von 
der  Masse  w  wird  zur  Zeit  t  =  0  von  der  Stelle  0  (dem  Koordinaten- 
anfang) aus  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  v^  weggeschleudert,  deren 
Richtung  gegen  die  Horizontalebene  unter  dem  Winkel  a  (Elevations- 
winkel)  geneigt  ist.  Man  soll  zeigen,  daß  unter  Einwirkung  der  Schwere 
der  Punkt  P  zur  Zeit  t  die  Koordinaten  hat 

X  =  tüQ  cos  a ,  ij  =  fvQ  sin  «  —  l  gt^ . 

Hierbei  ist  die  a;- Achse  die  wagrechte  Gerade,  die  man  in  der  durch 
die  Richtung  a  der  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmten,  durch  0  ge- 
henden Vertikalebene  ziehen  kann;  die  positive  Richtung  der  ^- Achse 
erstrecke  sich  senkrecht  nach  oben,  der  Winkel  u  werde  von  der  posi- 
tiven Richtung  der  .r- Achse  aus  gerechnet. 

Es  wird  sich  zeigen,  daß  die  Bahnkurve  des  Punktes  in  der  soeben 
näher  bestimmten  Yertikalebeue  (x?/- Ebene)  liegt;  da  dies  aber  noch 
nicht  bewiesen  ist,  werde  zunächst  durch  0  rechtwinklig  zur  x- Achse 
eine  wagrechte  0- Achse  gelegt. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Mechanik  bestehen  die  Gleichungen 
,^s  d^x        ^^  d-y        ^^  d-z         „ 

(1)  '''dt^-^^  "^z^^  =  ^'   "^rf?  =  ^' 

wenn  auf  einen  frei  im  Raum  beweglichen  Punkt  von  der  Masse  m 
Kräfte  wirken,  deren  Resultante  (Mittelkraft)  die  den  Koordinaten- 
achsen parallelen  Komponenten  (Seitenkräfte)  X,  Y,  Z  hat.  Im  vor- 
liegenden Falle  wirkt  auf  den  Punkt  P,  sobald  er  aus  dem  Koordinaten- 
anfang weggeschleudert  ist,  nur  die  Schwerkraft  mg,  und  zwar  in  der  ne- 
gativen Richtung  der  «/-Achse.    Man  hat  somit 

(^)  '^S  =  ^'      m'^'j._  =  -mg,     >«^.  =  0; 

durch  Integration  erhält  man  die  den  Koordinatenachsen  parallelen 
Komponenten  der  Gesch^vindigkeit  des  Punktes  zur  Zeit  t,  nämlich 

Die  Konstanten  q,  c^,  c^   lassen  sich  bestimmen,   indem  mau  die  Glei- 


druckt  in  Le  Opera  die  Galileo  Galilei,  Edizione  nazionale  (direttore  A.  Fa- 
varo)  Bd.  1,  Florenz  1890,  S.  -JiSff.;  vgl.  ferner  für  die  Fallgesetze  G.  Galilei, 
Discorsi  e  dimostrazioni  matematiclie  intorno  a  due  nuove  scienze  attinenti  alla 
meccanica  e  i  movimenti  locali,  Leiden  1638,  abgedruckt  in  den  eben  erwähnten 
Opere  di  G.  Galilei,  Bd.  8,  Florenz  1898,  S.  1900".,  ins  Deutsche  übersetzt  von 
A.  von  Oettingen,  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  *24, 
Leipzig  1891,  insbesondere  S.  9—26.  Vgl.  ferner  H.  E.  Timerding,  Die  Fall- 
gesetze, Leipzig  und  Berlin  1912. 
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«hungen  (3)  für  den  Anfangszustand  der  Bewegung  (^  =  0)  hinschreibt; 
alsdann  folgt 

(4)  Vq  cos  k  =  Cj  ,     Vq  sin  a  =  c^ ,     0  =  Cg . 

Die  Integration  der  Gleichungen  (3)  ergibt  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(5)  X  =  v^t  cos  a  -{-  dj^,     y  =  — l  gt-  -f  Vq ^  sin  ß  +  cl-,,     z  =  d^, 

und  hier  findet  man  für  jede  der  drei  Integrationskonstanten  d^,  d^,  d^ 
den  Betrag  NuU,  wenn  man  beachtet,  daß  der  Punkt  P  zur  Zeit  ^  ==  0 
die  Koordinaten  x  =  y  =  s  =  0  hatte.  Der  Punkt  P  befindet  sich  also 
zur  Zeit  t  an  der  Stelle  (vgl.  Teil  I,  S.  180): 

(6)  X  =  Vq t  cos  cc,     y  =  v^t  sin  a  —  ^^gt'^,     z  =  0. 

Die  Komponenten  seiner  Geschwindigkeit  sind  nach  (3)  und  (4)  oder 

nach  (6): 

,_.  dx  dy  .  dz        ^ 

^^)  ^  =  ^ocosa,     -j-^=VQsma  —  gt,     -^  =  0 , 

die  Geschwindigkeit  selbst  wird: 


Wie  man  aus  (6)  ersieht,  verläuft  die  Bewegung  des  Punktes  in 
der  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmten  Ver- 
tikalebene (a;y- Ebene).  Die  Bahnkurve  ist  von  der  Masse  m  des  Punktes 
unabhängig,  sie  hängt  nur  ab  von  der  Größe  und  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit sowie  von  der  Beschleunigung  der  Schwere.  Durch 
die  Gleichungen  (6)  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Bahnkurve 
als  Funktionen  des  Parameters  t  dargestellt.  Ausdrücklich  sei  noch  ein- 
mal hervorgehoben,  daß  der  Widerstand  der  Luft  nicht  berücksichtigt 
wurde;  auch  wurde  angenommen,  daß  die  Beschleunigung  der  Schwere 
konstant  ist  und  längs  der  ganzen  Bahnkurve  in  derselben  Richtung 
wirkt,  Annahmen,  die  nur  innerhalb  eines  beschränkten  Raumes  gemacht 
werden  können. 

Durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (6)  erhält  man  die 
Gleichung  der  Bahnkurve  in  der  Gestalt 

(9)  y  =  xiga~  —  ^'^~^^-x''    oder   gx''-VQ^xsin2a-\-2vQhjcos-a  =  0 . 
Eine  nähere  Untersuchung  ergibt  für  die  Bahn  eine  Parabel^)  mit 


1)  Daß  der  materielle  Punkt,  wenn  kein  Widerstand  vorhanden  ist,  eine 
Parabel  beschreibt,  fand  G.  Galilei;  vgl.  dessen  schon  S.  15  erwähntes  Werk 
Discorsi  e  dimostrazioni  matematiche,  abgedruckt  in  den  Opere  di  G.  Galilei,  Bd.  8, 
Florenz  1898,  S.  268 ff. ,  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  24, 
Leipzig  IS'Jl.  S.  80  ff. 


Wurfparabel. 
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vertikaler  Aclise  (Fig.  13).  Die  Kurve  schneidet  die  j;- Achse,  vom  Koordi- 
natenanfang abgesehen,  an  der  Stelle  x  = ,  und  dieser  Ausdruck 

stellt  daher  die  Wurfueitc  dar.  Diese  wird  offenbar  gleich  groß  für  die 
zwei  Elevationswinkel  a  und  90^  —  a  und  erreicht  für  a  =  45°  ihren 
größten  Wert. 

Bei  Bestimmung  des  Scheitels  der  Parabel,  der  höchsten  Stelle  der 
Bahnkurve,  ist  zu  beachten,  daß  für  ihn  die  vertikale  Komponente  der 

Geschwindigkeit  verschwindet.    Da  dies  nach  (7)  für  t  =  - eintritt, 

.  1         .  ^ 

erhält  man  für  den  Scheitel  der  Parabel  die  Koordinaten 


(10) 


X,  = 


sin  2  a 
2^ 


2/i  = 


•  sin-  a 


Seine  Höhe  über  der  a:- Achse  erreicht  ihren  orrößten  Betrag  für 
€c  =  90°,  also  beim  vertikalen  Wurf,  für  den  die  Parabel  natürlich  in 
die  doppelt  zu  zählende  ?/- Achse  ausartet.  Offenbar  ist  die  größte,  für 
a  =  45"  erreichbare  Wurfweite  doppelt  so  groß  wie  die  größte,  für 
(c  =  90*^  erreichbare  Höhe. 

Die  Hiillhurve  der  bei  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  v^  zu  ver- 
schiedenen Elevationswinkeln  a  gehörigen  Wurfparabeln  wurde  schon  in 
Teil  I,  S.  180  bestimmt  (vgl.  Fig.  13).  Auch  wurde  dort  schon  erwähnt,  daß 

1^ 


^x 


Fig.  13. 


alle  diese  Wurfparabeln  eine  gemeinsame  Leitlinie  haben,  während  ihre 
Brennpmikte  auf  einem  Kreis  liegen,  der  den  Ausgangspunkt  0  der  Be- 
wegung zum  Mittelpunkt  hat  und  die  gemeinsame  Leitlinie  berührt. 
Dies  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  die  Gleichung  (9)  in  der  Form 


(11) 


(x-.-,)'+'^»';°-^"(y-j/.)-o 


schreibt,  wo  3\  und  y^  die  in  (10)  angegebenen  Koordinaten  des  Scheitels 
bedeuten.  Die  gemeinsame  Leitlinie  verläuft,  wie  gleichfalls  aus  (11) 
leicht  ersichtlich  ist,  im  Abstand  v^^ :  2(j  parallel  zur  ir-Achse,  sie  liegt 
also  in  derjenigen  Plöhe,  bis  zu  der  sich  der  senkrecht  in  die  Höhe  ge- 
schleuderte materielle  Punkt  erhebt. 


Pingeldey:  Differential-  u.  Iiitegralrechnung.  II. 
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Die  Scheitel  der  zu  gleiclier  Anfangsgescliwincligkeit  v^^  aber  zu  ver- 
schiedenen Elevationswinkeln  a  gehörigen,  in  einer  und  derselben  Ebene 
befindlichen  Wurfparabeln  liegen  auf  einer  Ellipse,  die  das  von  0  auf 
die  gemeinsame  Leitlinie  gefällte  Lot  zur  kleinen  Achse,  eine  doppelt 
so  lange  Strecke  zur  großen  Achse  hat.  Jeder  außerhalb  dieser  Ellipse 
gelegene  Punkt  Q  kann  nur  von  dem  absteigenden  Ast  der  zwei  durch  Q 
gehenden  Wurfparabeln  getroffen  werden  (vgl.  Teil  I,  S.  180  f.). 

Bei  Berücksichtigung  aller  Parabeln,  die  zu  gleich  großen,  aber 
sich  von  0  aus  nach  beliebigen  Richtungen  des  Raumes  erstreckenden 
Geschwindigkeiten  v^  gehören,  erhält  mau  als  Ort  der  Brennpunkte 
statt  des  früheren  Kreises  eine  Kugel,  als  Ort  der  Leitlinien  eine  wag- 
rechte  Ebene,  die  Scheitel  der  Parabeln  erfüllen  ein  Rotationsellipsoid. 

34.  Nach  einem  Satze  der  Hydrostatik  ist  der  Druck  dp,  den  die 
in  einem  Gefäß  enthaltene  Flüssigkeit  auf  ein  Flächenteilchen  dF  der 
Seitenwand  des  Gefäßes  ausübt,  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Gewicht  y 
der  Volumeinheit  der  Flüssigkeit,  dem  Flächeninhalt  dF  und  der  Tiefe  x, 
in  der  das  Teilchen  dF  unter  dem  Wasserspiegel  gelegen  ist.  Gleiches 
gilt,  wenn  dF  nicht  der  Seitenwand  des  Gefäßes  angehört,  sondern  sich 
auf  einer  in  das  Gefäß  getauchten  Fläche  befindet. 

Es  wird  nun  eine  ebene  rechteckige  Fläche  vertikal  in  das  Gefäß- 
getaucht, das  mit  irgend  einer  Flüssigkeit  gefüllt  sei.  Die  eine  Seiten- 
linie des  Rechtecks  liege  im  Wasserspiegel  und  habe  die  Länge  a  =  3  dm, 
die  beiden  vertikalen  Seiten  haben  die  Länge  &  =  5  dm.  Wie  groß  ist  der 
auf  jede  Seitenfläche  des  Rechtecks  ausgeübte  Druck  p '? 

Zwei  in  der  Tiefe  x  und  x  -\-  dx  auf  der  Fläche  des  Rechtecks  ge- 
zogene wagrechte  Geraden  begrenzen  einen  Streifen  vom  Inhalt  dF=ddXy 
daher  ist  dp  =  3yxdx  und 


P 


=  'dy  j  xdx  =  37,5/. 


Die  benutzten  Längeneinheiten  sind  Dezimeter,  somit  p  =  37,5 y  kg,. 
wenn  ein  Kubikdezimeter  der  Flüssigkeit  y  Kilogramm  wiegt. 

35.  Unter  denselben  Voraussetzungen  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  wird  gefragt,  in  welcher  Tiefe  x  =  ^  eine  wagrechte  Gerade 
zu  ziehen  ist,  die  das  Rechteck  derart  in  zwei  Teile  teilen  soll,  daß  der 
auf  den  oberen  Teil  ausgeübte  Druck  so  groß  ist  wie  der  auf  den  unteren 
Teil  ausgeübte  Druck. 

Offenbar  muß  die  Gleichung  bestehen 


3y  /  xdx  =  3y  I  xdx     oder     ^'^  =  25 
ü  s- 

woraus  ^  =  3,535  dm  hervorgeht. 


9fS  —  P 


Druck  einer  Flüssigkeit  auf  eine  ebene  Fläche. 
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36.  In  welchen  Tiefen  sind  wagrechte  Geraden  zu  ziehen,  die  das 
Rechteck  in  Aufg.  o4  derart,  in  n  Streifen  teilen,  daß  die  auf  die  ein- 
zelnen Streifen  ausgeübten  Drucke  einander  gleich  sind?  Die  waor- 
rechten  Seiten  des  Rechtecks  haben  die  Länge  «,  die  beiden  anderen 
Seiten  die  Länge  h. 

Es  seien  x^,  x.^,  .  .  .  Xf.,  .  .  .  x„_i  von  oben  nach  unten  gerechnet  die 
Tiefen,  in  denen  die  Geraden  der  gewünschten  Beschaffenheit  liecren, 
Pi=  p^  =  ---=Pk^  " '  ^ Pn-i^Pn  sei*?^  die  auf  die  einzelnen  Streifen 

ausgeübten  gleich  großen  Drucke.  Alsdann  istp=p^  -j-jJ^  -] \-p/.  -\ 

■j-p„_i-\-p,i  der  Gesamtdruck,  mit  dem  die  Flüssigkeit  auf  jede  Seiten- 

k 
fläche  des  Rechtecks  wirkt;  daher  wird  i^i  -f  Pg  +  •  •  •  +Pyt==  ~i^>   ^^^ 

wenn  man  die  den  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  zugehörigen  Integrale 
anschreibt,  folgt 


/  axdx  +  /  axdx  + 

0  xi 

oder  (nach  Regel  5,  S.  2) 


+ 


/  axclx\  =  —  I  axdx 


und 


So  folgt 


'  I  axdx==  —  /  axdx,     also 

0  0 

Xf^:b  =  yk:yn. 
...x„_,:b=Vl:y2:... 


i^     o_  kb- 
Y  ^*  ~  Jn 


yi:...yn—l:Yn 


Zur  Konstruktion  der  Tiefen  x^,  x^,  .  .  .  Xf., .  .  •  oc^^_i  teile  man  die 
Seite  })  =  AB  des  Rechtecks  in  n  gleiche  Teile  (Fig.  14  gilt  für  »  =  6): 
AA^  =  AiA^=  A^A^=  ■  ■  ■  =  A^_iB,  beschreii)e  über  AB  als  Durch- 
messer einen  Halbkreis  und  ziehe  durch  die  Teilpunkte 
A^,  A^,. . .  A^_^  rechtwinklig  zu  AB  Geraden,  die  die 
Kreisperipherie  in  Xj,  X^,..  .X^_^  treffen.    Alsdann  ist 

kb    ■ 


AX,^^AB-AA,=  h- 


und 


Ax,==by 


37.  Den  Druck  zu  bestimmen,  den  die  Flüssigkeit  rig.  ii. 

auf  die  Fläche  des  eingetauchten  Rechtecks  ausübt,  wenn 
diese  gegen  den  Flüssigkeitsspiegel  unter  dem  Winkel  cc  geneigt  ist  und 
der  obere  Rand  des  Rechtecks  sich  in  wagreehter  Lage  in  der  Tiefe  c 
unterhalb  des  Spiegels  befindet. 
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Beo-renzt  man  in  der  Ebene  des  Rechtecks  einen  Streifen,  indem 
man  in  den  Abständen  .r  und  x  -\-  dx  von  der  Seite  AB  (Fig.  15)  Par- 
allelen 7X\  dieser  Seite  zieht,  so  stellt  yaic  -\-  x  sin  ci)dx  den  auf  diesen 
Streifen  ausgeübten  Druck  dp  dar.    Man   erhält 

somit 


P 


n 

=  ya  I  {c  -{-  X  am  a)dx  =  -^  {2c  -\-  h  sin  cc). 


38.  Ein  dünnes  vollkommen  biegsames  und 
unausdehnbares  Seil,  das  außerdem  homogen  ist 
und  konstanten  Querschnitt  hat,  (oder  ein  Faden 
von  gleicher  Beschaffenheit)  wird  an  seinen  beiden 
Enden  aufgehängt.  Welche  GleichgeuicJitslage 
nimmt  das  Seil  ein,  wenn  auf  jede  Stelle  desselben 
senkrecht  nach  unten  eine  Kraft  oder  eine  Belastung  einwirkt,  die  sich 
über  die  Projektion  der  Seilkurve  auf  eine  wagrechte  Gerade  gleich- 
mäßig verteilen  würde? 

Ist  diese  wagrechte  Gerade  die  :r- Achse  eines  rechtwinkligen  Koor- 
dinatensystems, so  soU  demnach  die  auf  ein  Bogenelement  ds  der  Seil- 
kurve senkrecht  nach  unten  wirkende  Kraft  oder  Belastung  der  Projek- 
tion dx  des  Bogenelements  auf  die  x- Achse  proportional  sein.  Dabei 
werde  angenommen,  daß  die  Enden  des  Seiles  in  der  vertikalen  xy-^hene 
eines  rechtwinkligen  räumlichen  Koordinatensystems  liegen,  bei  dem  sich 
die  positive  Richtung  der  y- Achse  vertikal  nach  oben  erstreckt. 

Es  möge  zuerst  der  allgeyneinere  Fall  betrachtet  werden,  daß  die  senk- 
recht nach  unten  wirkende  Belastung  des  zum  Punkt  P  der  Kurve  gehöri- 
gen Bogenelements  ds  gleich  (p  {x)  dx  ist,  wo  (p  {x)  eine  stetige  Funktion  der 
Abszisse  x  des  Punktes  P  bedeutet.  Würde  das  unter  Wirkung  dieser  Be- 
lastung befindliche  Seil  an  irgend  einer  Stelle  P  durchschnitten,  so  könnte 
nur  mit  Hilfe  von  zwei  gleichen  entgegengesetzt 
gerichteten  Kräften,  deren  jede  die  zu  P  gehörige 
Spannung  darstellt,  das  Gleichgewicht  wieder  her- 
gestellt werden.  Die  in  P  vorhandene  Spannung  S 
ist  jedenfalls  eine  Funktion  der  Koordinaten  von  P 
und  hat  die  Richtung  der  in  P  gezogenen  Tan- 
gente. Im  benachbarten  Punkte  P^  ist  die  Span- 
nung S  -\-  dS.  Auf  das  Bogenelement  PP^  =  ds 
(Fig.  16)  wirken  daher  im  Falle  des  Gleichge- 
wichts folgende  Kräfte:  in  P  die  Spannung  S  in 
Richtung  der  Tangente  von  P  nach  unten,  in  P^ 
die  Spannung  S  -]-  dS  in  Richtung  der  Tangente  von  P^  nach  oben, 
im  Schwerpunkt  des  Bogenelements  die  Belastung  (p{x)dx  senkrecht 
nach  unten. 


s*ds 


Fig.  16. 
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Bildet  die  in  P  gezogene  Tangente  PT  mit  den  Achsen  des  räum- 
lichen Koordinatensystems  (dessen  0- Achse  wagrecht  liegt)  die  Winkel 
a,  ß,  y,  so  hat  S  in  Richtung  der  Koordinatenachsen  die  Komponenten 
—  Scosa,  —Scosß,  — Scosy]  die  Spannung  S -\- dS  hat  die  Kom- 
ponenten 

S  cos  u -\- d  {S  cos  a) ,     S  cos  ß -{- d  (S  cos  ß) ,     S  cos  y -\- d  [S  cos  y) , 

daher  kommen  im  ganzen  folgende  Komponenten  in  Betracht: 

I  X  =  —  Ä  cos  a  -\-  S  cos  a  -{-  d(S  cos  a) 

(1)  Y  =  —  Scosß  +  Scosß  +  d{Scosß)  —  (p{x)dx 
^  Z  =  —  S  cos  y  -\-  S  cos  y  -{-  d{S  cos  y) . 

Da  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  müssen  die  Komponenten  verschwin- 
den, man  hat  also 

(2)  d{S  cos  a)  =  0,     d{Scosß)-(p(x)dx=^0,     d{S cos  y)  ^0. 

Die  erste  dieser  drei  Gleichungen  ergibt  <Scos«  =  q,  die  dritte 
Scosy  =  c^,   wo  c\  nnd  c^  Integrationskonstanten  bedeuten;  daher  ist 

C3  cos  a  =  q  cos  y,  und  wenn  man  beachtet,  daß  cos  a  =  -^ ,  cos  y  =  -j- 

ist,  folgt  durch  Integration  c^x  =  c^s  +  c,  d.  h.  die  Punkte  der  Kurve 
liegen  in  einer  zur  «/-Achse  parallelen  Ebene.  Diese  muß  aber  mit  der 
xy-Woen&  selbst  zusammenfallen,  da  die  Endpunkte  des  Seiles  schon  in 
dieser  Ebene  liegen.  Alsdann  liegen  auch  alle  Tangenten  der  Seilkurve 
in  der  xy-Woenc  oder  y  ist  gleich  90",  cosy  =  0,  somit  cos/l5  =  sina. 
Die  Gleichungen  (2)  können  nunmehr  durch 

(3)  S  cos  a  =  Cy,     d(Ssina)  —  cp{x)dx  ^  0 

ersetzt  werden,  von  denen  die  erste  aussagt,  daß  die  wagi-echte  Kom- 
ponente der  Spannung  in  allen  Kurvenpunkten  gleich  groß  ist.    Ferner 

ist  -,     =  iga,  daher 

(4)  Ssina  =  S cos  a   ,     =  c.    ,    • 
^  ^  dx         ^  dx 

Die  Konstante  c^  ist  offenbar  die  Spannung  H  in  demjenigen  Kurven- 
punkt, dessen  Tangente  wagrecht  verläuft,  denn  für  a  =  0  ergibt  die 
erste  Gleichung  (3)  S  =  c^.    Allgemein  ist  also 

(5)  Scosa  =  H    oder     S  =  H :  cosa. 

Die  zweite  Gleichung  (3)  kann  nunmehr  wegen  (4)  durch 

(6)  H2.  =  ^i.^) 
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ersetzt  werden.  Durch  zwei  Integrationen  und  Bestimmung  der  hierbei 
auftretenden  Integrationskonstanten  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung 
der  Seilkurve. 

Umgekehrt  kann  (6)  dazu  dienen,  die  Art  der  Belastung  (p(x)dx 
zu  bestimmen,  die  vorhanden  sein  muß,  damit  die  Seilkurve  eine  der 
Gleichung  y  =  f(x)  entsprechende  Gestalt  habe.  ^) 

Bei  der  oben  gestellten  Aufgabe  soU  die  Belastung  des  Bogenelements 
ds  seiner  Projektion  dx  auf  die  a;- Achse  proportional  sein;  an  Stelle  von 
<p{x)dx  tritt  also  nunmehr  qdx,  wo  q  eine  Konstante  ist,  nämlich  die 
Belastung  einer  Seillänge,  deren  Projektion  auf  die  a;- Achse  gleich  der 
Längeneinheit  ist.    An  Stelle  von  (6)  tritt  nunmehr 

woraus 

(8)  H^^qx^r,,     By=^f-{-y,x  +  y, 

hervorgeht.  Als  Seilkurve  erhält  man  nunmehr  eine  Parabel,  deren 
Achse  zur  y- Achse  parallel  ist.  Verlegt  man  die  ^- Achse  parallel  zu 
sich  selbst,  bis  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  Kurve  geht,  dessen  Tan- 
gente wagrecht  ist  (Scheitel  der  Parabel),  so  gehören  die  Werte  x  =  0 

und  y^  =  0  zusammen,  es  ist  alsdann  7x  ""  *^>  ^^^^  wenn  man  die  a;- Achse 
parallel  zu  sich  selbst  verschiebt,  bis  sie  durch  den  Scheitel  der  Kurve 
geht,  also  Scheiteltangente  wird,  ist  auch  noch  72  =  ^?  ^^^  ^^^  Glei- 
chung der  Seilkurve  ergibt  sich 

(9)  y-A^'- 

Hat  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  Ä,  B  des  Seiles  die  Länge 
2a  und  ist  sie  zur  a;- Achse  parallel,  bedeutet  ferner  f  die  Pfeilhöhe, 
d.  h.  den  Abstand  der  Sehne  AB  vom  Scheitel,  so  ist 


f 


für  die  wagrechie  Komponente  der  Spannung  eines  jeden  Kurvenpunktes 
folgt  daher 

(10)  ^='0^ 

und  die  Spannung  S  eines  beliebigen  Punktes  Pix,  y)  wird  alsdann 


S  =  R:cosa  =  B"]/!  +  tg'cc  =  fi]/l  +  (^)'=  VH'+q'x' 


1)  Vgl.  L.  Henneberg,  Statik  der  starren  Systeme,  Darmstadt  1886,  S.  63; 
Hj.  Tallqvist,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik,  Bd.  1,  Helsingfors  1903,  S.  407 
bis  411.  Eine  rein  geometrische  Ableitung  der  Gleichung  (7)  gibt  0.  Mohr,  Ab- 
handlungen aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik,  Berlin  1906,  S.  64  f. 
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«der 

(11)  s-{jV^?TW^^. 

Die  vertikale  Komponente  Y  der  Spannung  erhält  man  aus 

F=  qx. 


sie  wird 

(12; 


Hat   z.  B.  die  Kettp.  einer  Hängebrüche  (Fig.  IT)   die  Spannweite 
2a  =  60  m  und  5  m  Pfeilhöhe  und  beträgt  die  wagrechte  Projektion  der 
Belastung   1500  kg  für  ein  Meter  Länge,  so   wird  .ff=  135000  kg 
V  =  löOO'a;,    und    die    Gleichung   y  =  ^x^ 
liefert  die  Länge  der  zu  einem  Kurvenpunkt        a, 
mit  der  Abszisse  x  gehörigen  Hängestange.  /j 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


39.  Über  einen  zylindrischen  Körper  sei  vom  Punkte  A^  bis  zum 
Punkte  A^  eines  zur  Achse  des  Zylinders  rechtwinkligen  ebenen  Quer- 
schnitts ein  Seil  geleert.  Es  wird  ferner  angenommen,  daß  der  Zvlinder 
fest  gelagert,  also  gegen  Drehung  gesichert  ist.  An  dem  einen  Ende  A^ 
des  auf  dem  Zylinder  lagernden  Seilstückes  wirke  eine  in  der  Ebene  des 
genannten  Querschnitts  liegende  tangentiale  Kraft  Pj,  und  es  wird  nun 
gefragt,  welche  tangentiale  in  derselben  Ebene  liegende  Kraft  Pg  an  dem 
Ende  A^  angi-eifen  muß,  um  die  Kraft  P^  zu  überwinden  (Fig.  18). 

Jedenfalls  muß  P^  >  P^  sein,  und  zwar  ist  die  Grenze,  bei  der  noch 
Oleichgewicht  stattfindet,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


<1) 


P.  =  P,  +  TF 


gegeben,  wo  W  den  Reibungswiderstand  des  Seils  und  des  Zylinders 
bezeichnet.  Sobald  Po  >  P^  +  W  ist,  wird  von  P,  die  Kraft  P^  und 
der  Widerstand   W  überwunden. 

Zur  Bestimmung  von  W  betrachten  wir  zunächst  ein  kleines  Ele- 
ment ds  =  M^JM^  des  Seiles.  Die  in  den  Endpunkten  J/^,  ü/,  dieses 
Seiles  wirkenden  Spannungen  S^  =  S  und  S^  =  S  -{■  dS  fallen  in  die 
Richtung  der  in  M^  bzw.  31^  gezogenen  Tangente  M 

des  Elementes  M^M^  (Fig.  19).  Durch  diese  Span- 
nungen wird  gegen  den  Zylinder  ein  Normaldruck 
dN  des  Seilelementes  hervorgerufen,  dessen  Betrag 
sich  ergibt,  wenn  man  in  der  Mitte  31  von  M^M^ 
die  Normale  MC  zieht  und  die  in  Richtung  dieser  Normale  fallenden 
Komponenten  der  Spannungen  S^  und  S^  zueinander  addiert.    Wird  der 


s; 


"J/,^ 


M« 


S: 


C 

Fig.  19. 
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Winkel  M^CM^  mit  d^  bezeichnet,  so  ist  ^M^ CM=^3ICM^==\^dtr 
und  die  Summe  der  beiden  genannten  Komponenten,  also  der  Normal- 
druck dN  wird 

dN={S^  +  S^)  sin  -}  dtl>  =  {2S  -}-  dS)  sin |  ^^. 

Bei  Benutzung  der  Reihe  für  sin  l  di>  (Teil  I,  S.  80)  und  bei  Vernach- 
lässigung der  unendlich  kleinen  Größen  zweiter  und  höherer  Ordnung 
Ordnung  kann  hierfür 

(2)  dN^2S-ldi'  =  Sdtl^ 

gesetzt  werden. 

Der  Reibungs widerstand  d  W  des  Elementes  ds  ist  nach  der  Lehre 
von  der  Reibung  dem  zugehörigen  Normaldruck  proportional,  etwa  gleich 
fidN,  wo  /i  den  Reibungskoeffizienten  bezeichnet.  Diese  Reibungskraft 
ist  im  Grenzzustande  des  Gleichgewichts  gleich  dem  Unterschied 

S^  —  S^  =  dS 
der  in  31^  und  31^  bestehenden  Seilspannungen,  daher  wird 

(3)  dS  =  ^dX=fiSdt. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  bestimme  man  die  Beziehung,  die  zwi- 
schen den  an  den  Enden  A^,  A^  des  Seiles  wirkenden  Kräften  P^,  Pg 
und  dem  Winkel  a  der  in  A^  und  A^  gezogenen  Normalen  (Fig.  18) 
stattfindet. 

Offenbar  ist 

1  -^-  =  I  ^dtjj     oder     \nS  =  ^tl'  -{-  In c, 

somit 

(4)  Ä  =  ce^'/'. 

Hier  bedeutet  natürlich  t^  das  zu  dem  Winkel  xp  gehörige  Bogen- 
maß, d.  h.  die  zu  dem  Zentriwinkel  t/'  eines  Kreises  vom  Radius  Eins 
gehörige  Bogenlänge.  Wird  der  Winkel  a  von  OA^  aus  gemessen,  sa 
gehören  t^  =  0  und  S  =  P^  zusammen;  daher  ist  Pi=  c  und  S  =  P^^e^'^. 
Da  ebenso  tjj  =  a  und  S  =  P^  zusammengehören,  folgt 

(5)  P,  =  P,e^"^. 

Sobald  Pg  >  P^e''"  ist,  wird  die  Kraft  P^  und  der  Reibungswider- 
stand W  durch  die  Kraft  Pg  überwunden.  Die  Gleichung  (5)  zeigt  außer- 
dem, daß  bei  hinreichend  großem  Winkel  a  eine  große  Kraft  P,  durch 
eine  verhältnismäßig  kleine  Kraft  P^  im  Gleichgewicht  gehalten  werden 
kann,  besonders  dann,  wenn  a  >  23r  ist,  also  das  Seil  mehr  als  einmal 
um  den  Zylinder  geschlungen  wird.    So  erklärt  sich  die  Tatsache,  daß 
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ein  Schiff,  das  landen  soll,  am  Zurückgleiten  verhindert  werden  kann^ 
wenn  man  ein  an  dem  Schiff  befestigtes  Seil  mehrmals  um  einen  am 
Land  befindlichen  Pfosten  (Spill)  herumschlingt. 

Für  den  Widerstand  W  ergibt  sich  aus  (1)  und  (5) 

(6)  Tr=P,(e""-l). 

Bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  wurde  angenommen,  daß  das- 
Seil  völlig  biegsam  sei;  ferner  wurde  das  Gewicht  des  Seils  nicht  be- 
rücksichtigt. Die  Betrachtungen  gelten  übrigens  auch,  wenn  statt  des 
Seiles  ein  Lederriemen  über  den  Zylinder  gelegt  ist.  Sie  sind  außerdem 
vo)n  Radius  des  Zylinders  unabhängig ,  gelten  also,  welche  Größe  dieser 
Radius  auch  haben  mag.  Nur  der  Winkel  Ä^  OA^,  den  die  in  den  Enden 
^^,  A^  des  aufgelagerten  Seilstückes  in  der  Ebene  des  Querschnittes 
P^A^A^P^  gezogenen  Normalen  miteinander  bilden  und  der  Reibungs- 
koeffizient it  sind  neben  P^  und  Pg  in  den  abgeleiteten  Gleichungen  ent- 
halten. Überhaupt  gelten^)  diese  Ergebnisse  auch  dann,  wenn  der  Quer- 
schnitt des  Zylinders  ein  konvex  gekrümmtes  Oval  ist. 

Wir  teilen  noch  einige  Werte  des  Reibungskoeffizienten  a  mit.-) 
Für  Hanfseile  auf  eisernen  Scheiben  oder  Eisentrommeln  ist  ju.  =  0,25,. 
auf  Holztrommeln  im  allgemeinen  0,4,  auf  rauhem  Holz  0,5,  auf  polier- 
tem Holz  0,33. 

Um  zu  zeigen,  wie  rasch  Po  mit  P^  wächst,  seien  noch  einige  Werte 
der  Größe  e""  angegeben,  bei  denen  ,a  =  0,4  zugrunde  gelegt  ist.  Es 
gehören  zusammen  die  Werte 

<^  a  =  120°     oder     arc  ß  =  \  %     und     e""  ==  2,57, 
ferner 

arca  =  2n;      und      6""==  12,34,     arcß:  =  |-2;t     und     e""  =  535,43,. 
arc  a  =  I  •  2n;     und     e""  =  6611,4. 


1)  Natürlich  ist  diese  Gültigkeit  insofern  beschränkt,  als  die  abgeleiteten 
Gleichungen  nur  eine  erste  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  darstellen.  Die 
Reibung  ist  ein  sehr  verwickelter  Vorgang,  der  unmöglich  mathematisch  strenge 
verfolgt  werden  kann:  dazu  kommt,  daß  die  Werte  des  Reibungskoeffizienten  ^ 
auch  nur  angenähert  richtig  sind,  über  die  Reibung  bei  Riemen-  und  Seiltrieben 
findet  man  näheres  bei  0.  Kammerer,  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  In- 
genieure, Bd.  51  (1907),  S.  108.5.  Zum  Studium  der  Reibung  in  Lagern  bei  hoher 
Umfangsgeschwindigkeit  verweisen  wir  auf  die  Abhandlung  von  0.  Lasche  in 
den  vom  Verein  deutscher  Ingenieure  herausgegebenen  Mitteilungen  über  For- 
schungsarbeiten, Heft  9,  Berlin  1903.  Vgl.  ferner  R.  Stribeck  ebenda  Heft  7, 
Berlin  1903.  Die  neueste  mathematische  Theorie  der  Reibung,  insbesondere  für 
die  Reibung  eines  Zapfens  in  seinem  Lager,  gibt  A.  Sommerfeld  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  50  (1904),  S.  97 — 155.  Er  setzt  voraus,  daß  sich 
zwischen  den  beiden  einander  reibenden  Flächen  ein  Schmiermittel  befindet  und 
benutzt  hydrodynamische  Betrachtungen. 

2)  Vgl.  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  herausgegeben  vom  akademischea. 
Verein  „Hütte",  21.  Aufl.,  Bd.  1,  Berlin  1911,  S.  261  f. 
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Bisher  war  Pg  >  P^  vorausgesetzt.  Der  entgegengesetzte  Fall 
Pj  >  Pg  tritt  ein,  wenn  z.  B.  eine  Last  P^  mit  Hilfe  eines  über  den 
Zylinder  gespannten  Seiles  herabgelassen  werden  soll.    Dann  muß 

(7)  Pi>P2e"«,     d.h.     P,e-."«>P2 

sein;  für  die  Gleichgewichtsgrenze  ist  P^e"""  =  Pg. 
Überhaupt  findet  Gleichgewicht  statt,  so  lange 

(8)  Pie"«>P2^Pie-^'" 

ist. 

40.  Über  eine  wagrecht  gelagerte  runde  Welle  sei  ein  Hanfseil  ge- 
legt, so  daß  der  Winkel  a  in  Fig.  18  gleich  180"  ist.  Am  einen  Ende 
des  Seiles  hängt  eine  Last  P^  von  300  kg.  Welche  Kraft  müßte  an  dem 
anderen  Ende  ziehen,  um  diese  Last  in  die  Höhe  zu  befördern?  Der 
Reibungskoeffizient  [i  betrage  0,33. 

Pa  =  300  •  ^"'33^  =  300  •  6^'°='«^  =  845,96  kg  ~  846  kg. 

Die  gesuchte  Kraft  müßte  also  größer  als  846  kg  sein. 

41.  Um  dieselbe  Welle  wird  ein  Seil  gelegt,  das  die  Welle  einmal 
ganz  umschlingt  und  dann  noch  längs  des  zu  einem  Winkel  von  90° 
gehörigen  Bogens  berührt.  Wie  groß  darf  die  am  einen  Seilende  ange- 
hängte Last  Pg  sein,  wenn  sie  durch  eine  am  anderen  Ende  wirkende 
Kraft  Pj^  =  15  kg  im  Gleichgewicht  gehalten  wird? 

Hier  ist 

arc  a  =  f  :7:,     P^  =  e  ^ ' °''^ ''=  200,3  kg  ~  200  kg . 

42.  Eine  Last  Pg  von  2400  kg,  die  an  dem  einen  Ende  des 
Tim  eine  eiserne  Welle  geschlungenen  Hanfseiles  zieht,  soll  durch  eine 
Kraft  Pj  =  30  kg  im  Gleichgewicht  gehalten  werden;  wie  groß  ist  der 
Winkel  a,  der  dem  vom  Seil  umspannten  Bogen  zugehört?  Der  Rei- 
bungskoeffizient \i  sei  0,25. 
Hier  ist 

2400  =  30  .  eO'25  a      o,25  a  =  ^^— , 
'        '  löge  ' 

arc«  =  17,528. 
Die  Anzahl  der  Umwickelungen  der  Welle  beträgt  daher 

17,528  :  2;r  =  2,790, 

also  etwas  über  2f ,  d.  h.  man  muß  das  Seil  zweimal  ganz  herum- 
schlingen und  dann  noch  längs  eines  Bogens  anlegen,  bei  dem  der  zu- 
gehörige Winkel  A^^  OÄ^  etwas  mehr  wie  3  Rechte  beträgt. 

43.  Wirkt  auf  einen  prismatischen  oder  zylindrischen  elastischen 
Stab,   der  am  einen  Ende  unbeweglich  befestigt  ist,   am  anderen  Ende 
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eine  Kraft  P  ziehend  oder  drückend,  so  erfährt  er  eine  Vererrößerunsr 
bzw.  Verkürzung  seiner  ursprünglichen  Länge  l  um  einen  Betrag  k,  und 
zwar  ist,  wie  man  empirisch  festgestellt  hat,  diese  Längenänderuug  der 
wirkenden  Kraft  P  und  der  Länge  l  proportional,  hingegen  umgekehrt 
proportional  dem  Querschnitt  g  des  Stabes.  Als  Proportionalitätskon- 
stante tritt  ein  Faktor,  der  DehniingsJcoeffizient  a  auf,  der  von  dem  Stoffe 
des  Stabes  abhängt  und  innerhalb  gewisser  Grenzen  (Belastungsgrenzen) 
konstant  ist.    Man  erhält  daher 

(1)  z  =  «". 

Hierbei  pflegt  man  die  in  dieser  Formel  auftretenden  Längen  in 
Zentimetern,  das  Gewicht  P  in  Kilogrammen  anzugeben;  der  Zahlen- 
wert a  kann  Tafeln  entnommen  werden.  Wenn  P  ziehend  wirkt,  ist 
offenbar  a  das  Verlängerungsverhältnis  X  :  l,  das  bei  einem  Stabe  von 
1  qcm  Querschnitt  einer  Zugkraft  von  1  kg  entspricht  und  Dehnung  ge- 
nannt wird.  Der  Quotient  P :  q  aus  der  Zug-  oder  Druckkraft  P  in  kg 
imd  dem  Flächeninhalt  g  des  Querschnitts  in  qcm  heißt  die  Spannung 
für  einen  qcm  des  Querschnitts;  Avird  sie  mit  6  bezeichnet,  so  hat  man 
die  Formel  für  das  Gesetz  von  R.  Hooke  (gefunden  im  Jahre  16G0,  ver- 
öffentlicht 1678): 

(2)  l  =  aöl, 

das  die  Proportionalität  der  Delinung  und  Spannung  ausspricht. 

In  vielen  Lehrbüchern  der  Elastizität  und  Festigkeit  wird  nicht  der 
Dehnungskoeffizient  cc  eingeführt,  sondern  dessen  reziproker  Wert 
-E  =  1  :  K,  der  Elastizitätsmodul;  an  Stelle  von  (1)  würde  alsdann  die 
Formel 

(3)  '  =  B 

treten.  Ist  der  Stab  auf  Zug  beansprucht,  so  wird  E  als  diejenige  Kraft 
gedeutet,  die  einen  Stab  vom  Querschnitt  q  =  l  um  seine  eigene  Länge 
ausdehnen  würde.-^) 

Übrigens  besteht  die  Änderung  l  der  Länge  l  des  Stabes  eigent- 
lich aus  zwei  Teilen;  die  Zugkraft  P  bewirkt  nämlich  außer  der  elasti- 
schen Ausdehnung,  die  mit  Aufhören  der  Zugkraft  verschwindet,  noch 
eine  bleibende  Ausdehnung.  Diese  ist  aber  innerhalb  einer  gewissen 
Grenze,  der  sogenannten  Elastizitätsgrenze,  meist  so  klein,  daß  man  sie 


1)  Über  die  Gründe,  weshalb  man  statt  des  Elastizitätsmoduls  E  besser 
den  Dehnungskoeffizienten  a  einführt,  vgl.  G.  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit, 
6.  Aufl.,  Berlin  1911,  S.  4—5.  Daselbst  findet  man  auch  S.  92—97  näheres  über 
andere  Annahmen,  die  für  den  Zusammenhang  zwischen  Spannung  und  Dehnung 
gemacht  wurden.  Vgl.  hierzu  noch  R.  Mehmke  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Fhjsik,  Bd.  42  (1897),  S.  327—338;  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  tech- 
nische Mechanik,  3.  Bd.,  Festigkeitslehre,  3.  Aufl.,  Leipzig  1905,  S.  45—52. 
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unberücksiclitigt  lassen  kann.   Bei  Lederriemen  und  Hanfseilen  kann  je- 
doch die  bleibende  Ausdehnung  ziemlich  beträchtlich  werden.^) 

Es   sei  nun  ein  Stab  von  l  cm  Länge  und  q  qcm  Querschnitt  am 
oberen  Ende  vertikal  und  unbeweglich  aufgehängt-,  man  soll  die  Verlän- 
-  gerung  bestimmen,  die  er  durch  sein  eigenes  Gewicht  und 
eine  am  unteren  Ende  wirkende  Zugkraft  von  P  kg  erfährt. 
Auf  ein  vom  oberen  Ende  des  Stabes  um  die  Länge 
X  entferntes  Teilchen  m  vom  Volumen  qdx  wirkt  das  Ge- 
wicht des  unter  diesem  Teilchen  befindlichen  Stab volumens 
q{l  —  X)  und  die  Zugkraft  P (Fig. 20).    Ist  y  das  Gewicht  der 
Yolumeinheit  (1  cdm)  des  Stoffes ,   aus  dem  der  Stab  be- 
steht, in  Kilogrammen,  so  wirkt  an  dem  Teilchen  m  ins- 
gesamt die  Kraft  P  -|-  ^l^^  yq  (J  —  x)  senkrecht  nach  unten, 


und  zwar  muß  hier  yq(l  —  x)   noch  durch^  1000  dividiert 
werden,  weil  die  Längen  in  cm  angegeben  werden  sollten, 
das  Gewicht  sich  aber  auf  ein  cdm  des  Stoffes  bezieht.    Die 
durch  diesen  Zug  entstehende  Verlängerung  des  Teilchens  m  beträgt 


Fig.  20. 


dl^  =  {  P  +  0,001  yq  {l 


X)] 


cidx 


die  gesamte  Verlängerung  des  Stabes  ist  daher 
i 

(4)    ;., _  «-/( p  +  omMi - ^) \d^~^{{P  +  "»^') , 


und  wenn  man  das  Gewicht  G  =  0,001  yqlA.QS  ganzen  Stabes  einführt,  folgt 
(5)  ■       '" 


A.  =  «^(p  +  |e) 


Im  FaDe  P  =  0  ist  A,  =  —  :  die  Dehnung,  die  ein  vertikal  auf- 

^        2      2    '  ®^ 

gehängter  Stab  durch  sein  eigenes  Gewicht  G  erfährt,  ist  daher  balb  so 
groß  wie  die  Dehnung,  die  ein  am  unteren  Ende  des  gewichtslos  ge- 
dachten Stabes  angehängtes  Gewicht  G  hervorbringen  würde. 

Wirkt  am   unteren  Ende   des  Stabes  keine  Zugkraft,   sondern  ein 
vertikal  nach  oben  gerichteter  Druck  P,  so  ist  die  Längenänderung: 


(6) 


>-^  =  l{\<^-P)' 


eine  Verkürzung  der  Stablänge  tritt  daher  erst  für  P^  l  G  ein,  denn 
erst  dann  wird  l.-,  negativ. 

1)  Näheres  über  diese  „elastische  Nachwirkung"  findet  man  z.  ß.  bei 
C.Bach,  Elastizität  und  Festigkeit,  6.  Aufl.,  Berlin  1911,  S.  89,  S.  98— 100, 
S.  145  if. 


L'ängenänderung  eines  auf  Zug  beanspruchten  Stabes. 
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Die  durch  eine  Zugkraft  hervorgerufene  Spannung,  bei  der  ein  Stab 
vom  ursprünglichen  Querschnitt  1  qcm  zerreißt,  heißt  die  Festigkeitszahl 
in  bezug  auf  das  Zerreißen  oder  die  Zugfestigkeit  des  Stoffes,  aus  dem 
der  Stab  besteht,  sie  wird  häufig  durch  K^  bezeichnet.  Eine  ent- 
sprechende Bedeutung  hat  die  Festigkeitszahl  in  bezug  auf  das  Zer- 
drücken, die  Druckfestigkeit  K. 

Wir  wollen  nachstehend  für  einige  Stoffe  die  Zahlen  1  :  a  =  E, 
K,  und  K  in  kg/qcm  angeben^): 


1        i^   R„-„„                  TTi   ft„-  „                 Kiefernholz             Eichenholz 
!        trußeiaen               Jblußeisen                  n  i     t-i        \  ,        n  i     t^       n 
1                                                                 (parallel  z.  Faser)  (parallel  z.  Faser) 

\       1000000                    2150000 

;                   1 

100000           1           110000 

1 

K, 

1             1500                          4000 

800           1              1000 

K 

7000                          4000                            300                            400 

Von  den  Festigkeitszahlen  wohl  zu  unterscheiden  sind  die  beim 
Hochbau  oder  Maschinenbau  zulässigen  Spannungen  k.  und  k  bei  Zug 
oder  Druck.  Für  die  eben  erwähnten  Stoffe  haben  diese  Spannungen 
bei  ruhender  Belastung  folgende  Werte  ^j: 


Gußeisen                Flußeisen        v    Kiefernholz             Eichenholz      | 
vjuüciocu               i^iuuciocu        1  (parallel  z.  Faser)  1  (parallel  z.  Faser) 

1       k.   jl             250             ;     875  bis  1000 

100 

100 

o 

Z       Je                  500                   875  bis  1000 

c                                                                       1 

60 

80 

i  s      Je.    1              300 

1000 

1 

gs     Je     '              900 

1000 

1 

44.  Im  Anschluß  an  das  Ergebnis  von  Aufg.  43  löse  man  folgende 
Aufgabe:  Eine  15  m  lauere  vertikale  Stande  aus  Flußeisen  wird  durch  ihr 
Eigengewicht  und  eine  am  unteren  Ende  angehängte  Last  von  2000  kg 


1)  Vgl.  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  herausgegeb.  vom  akad.  Verein  „Hütte", 
21.  Aufl.,  Bd.  1,  Berlin  1911,  S.  513—518.  Die  Firma  F.  Krupp  in  Essen  stellt 
einen  NickelstaJil  her,  dessen  Zugfestigkeit  die  von  Flußeisen  weit  übertrifft;  bei 
Schmiedestücken  von  geringeren  Abmessungen  konnte  sogar  eine  Zugfestigkeit 
bis  zu  219  kg  qmm  =  21900  kg  qcm  festgestellt  werden.  Näheres  hierüber  sowie 
über  die  Verwendung  des  Nickelstahls  in  der  Technik  und  über  gewisse  Mängel 
desselben  findet  man  bei  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  4.  Aufl.,  Berlin  1910, 
S.  275—278. 

2)  Vgl.  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  herausgegeb.  vom  akad.  Verein  „Hütte", 
21.  Aufl.,  Bd.  1,  Berlin  1911,  S.  523—526. 
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auf  Zug  beansprucht.  Wie  groß  muß  der  kreisförmige  Querschnitt  der 
Stange  sein,  wenn  die  höchste  zulässige  Spannung  h.  =  1000  kg/qcm 
beträgt  und  welche  Verlängerung  X  erfährt  die  Stange  durch  ihr  Eigen- 
gewicht und  die  angehängte  Last?  Das  Gewicht  der  Volumeinheit  Eisen 
ist  7,8  kg/cdm,  der  Dehnungskoeffizient  a  =  \  :  E  =  \  :  2150000. 

Den  Querschnitt  q  findet  man  nach  S.  27  mit  Hilfe  der  Gleichung 


j.  =  1000 -(2000  +  1^"^):  2 


wobei  in  der  Klammer  der  erste  Summand  das  Gewicht  der  angehängten 
Last,  der  zweite  Summand  das  Eigengewicht  der  Stange  darstellt.  Man 
findet  q  =  2,02  qcm. 

Die  Verlängerung  wird  nach  (5): 


.  _  1500 

~  2,02  •  2150000 


/oAAA    I     1500  •2,02.  7,8  \         ^  ^^ 


45.  Es  seien  \  und  &2  die  in  Millimetern  angegebenen  Barometer- 
stände an  zwei  Orten,  die  sich  nahezu  auf  einer  und  derselben  Verti- 
kalen in  den  Höhen  z^  bzw.  z^  >  z^  über  dem  Niveau  des  Meeres  be- 
finden. Man  soll  zeigen,  daß  alsdann  der  Höhenunterschied  z^  —  z^  der 
beiden  Orte  in  Metern  angenähert  durch  die  Formel 

z,  -  ^r,  =  18400  log  I'  Meter 

dargestellt  werden  kann. 

Hierbei  ist  angenommen,  daß  die  Luftsäule,  die  sich  vom  einen 
zum  anderen  Ort  erstreckt,  eine  gleichmäßige  Temperatur  von  0*^  hat 
imd  vollkommen  trocken  ist;  die  Änderung  der  Beschleunigung  der 
Schwere  mit  der  Höhe  ist  nicht  berücksichtigt.  Für  die  Änderung  des 
Gewichts  der  Volumeinheit  Luft  mit  der  Höhe,  also  mit  dem  auf 
ihr  lastenden  Druck  ist  das  Mariotte-Gay-Lussacsche  Gesetz  zugrunde 
gelegt,  nach  dem  bei  konstanter  Temperatur  der  Druck,  den  ein  Gas 
ausübt,  in  umgekehrtem  Verhältnis  zu  seinem  Volumen,  also  in  geradem 
Verhältnis  zu  seinem  spezifischen  Gewicht  oder  dem  Gewicht  einer  Vo- 
lumeinheit des  Gases  steht  (vgl.  Teil  I,  S.  34). 

Es  sei  p  der  Druck  in  kg,  den  die  Luft  in  der  Höhe  z  Meter  über 
dem  Niveau  des  Meeres  auf  ein  etwa  wagrechtes  Flächenstück  von  1  qm 
Inhalt  ausübt;  p  -\-  dp  sei  die  entsprechende  Größe  in  der  Höhe  z  -\-  dz. 
Der  Druck  f  •  p  den  die  Luft  in  der  geringeren  Höhe  z  auf  ein  solches 
Flächenstück  vom  Inhalt  /'  qm  ausübt,  ist  alsdann  größer  als  der  auf 
eine  gleich  große  Fläche  in  der  Höhe  z  -\-  dz  wirkende  Druck,  und  zwar 
ist  der  Unterschied  ofi'enbar  gleich  dem  Gewicht  der  kleinen  Luftsäule 
von  der  Höhe  dz,  die  sich  zAvischen  den  beiden  Flächen  befindet.    Ist- 
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y  das  Gewicht  der  Volumeiiiheit  (1  cbm)  Luft  in  der  Höhe  z,  so 
wird  also 

fp  =  f{p  -f  dp)  -r  fy  ■  dz 
oder 

(1)  dp  =  -ydz. 

Ist  nun  7o  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Luft  unter  dem  Druck  j9q, 
so  besteht  bei  Voraussetzung  gleicher  Temperatur,  nach  dem  Gesetz 
von  Boyle,  Mariotte  und  Gay-Lussac  die  Beziehung  p  : Pq=  y  :y.^ 
aus  der  y=P}'o'P(i  folgt?  und  durch  Substitution  in  (Ij   ergibt  sich 

(2)  dz  =  -^'^     oder      l'dz  =  -P'>f^^, 

WO  p^  und  p^  die  Luftdrucke  in  den  Höhen  z^  und  z^  bedeuten.   So  folgt 

(3)  ^,-^,  =  -f^(lniA,-lni;,)=f^liif-. 

/o  /o  Pi 

Da  der  Luftdruck  dem  Barometerstand  proportional  ist,  kann  der 
Quotient  j?!  :  po  durch  h^^  :  h^  ersetzt  werden.  Will  man  femer  statt  der 
natürlichen  gewöhnliche  Logarithmen  einführen,  so  ist  die  Beziehung 

log  ~-  =  Mhi~  zu  benutzen,  in  der  M  den  Modul  0,43429  der  ge- 

wohnlichen  Logarithmen  bedeutet  (vgl.  Teil  I,  S.  81),  man  hat   daher 

In  r^  durch  -^  log  r^  zu  ersetzen,  und  hier  ist  1  :  J/ =  2,30258.    Die 

Zahlenwerte  von  p^  und  y^  sind  für  trockene  Luft  und  bei  einer  Tempe- 
ratur von  0°  C  :Pq  =  10333  kg/qm,  y^  =  1,293  kg/cbm  (vgl.  Teil  I,  S.  34); 
mit  ihnen  findet  man  Pq  :  31  y^  rund  gleich  18400,  daher 

(4)  ^2  -  ^1  =  l'^400  log  ^  Meter. 

Eine  weit  verwickeitere  Formel  erhält  man  bei  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  Temperatur,  der  Feuchtigkeit  der  Luft,  der  Änderung 
der  Schwere  mit  der  Höhe  und  geographischen  Breite;  wir  verweisen 
in  dieser  Hinsicht  auf  die  ausführlicheren  Lehrbücher  der  Physik  und 
Geodäsie.^) 

Mit  der  soeben  abgeleiteten  Formel  (4)  kann  mau  angenähert  die 
sogenannte  Höhenstufe  berechnen,  d.  i.  die  in  Metern  ausgedrückte  Höhe, 


1)  Ygl.  z.  B.  F.  Kohlrausch,  Lehrbuch  der  praktischen  Physik,  11.  Aufl., 
Leipzig  1910,  S.  140 — 142;  F.  Auerbach  im  Handbuch  der  Physik,  hrsgg.  von 
A.  Winkelmann,  2.  Aufl.,  Bd.  1,  Leipzig  1908,  S.  103  f.;  H.  Hoheuner,  Geo- 
däsie, Leipzig  und  Berlin  1910,  S.  262—271;  S.  Günther,  Handbuch  der  Geo- 
physik, Bd.  2,  Stuttgart  1899,  S.  60—64. 
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um  die  man  steigen  muß,  wenn  der  Barometerstand  um  1  mm  abnehmen  soll. 
Zu  ihrer  Berechnung  möge  ein  mittlerer  Barometerstand  h^  =  760  mm  an- 
genommen werden;  ft^  ist  alsdann  759  mm.  Man  findet  2^  —  ^i  =  1^>^  °^' 
Dies  ist  freilich  nur  ein  mittlerer  Wert;  in  Wirklichkeit  ist  die  Höhen- 
stufe nicht  nvir  von  der  Höhe  abhängig,  in  der  man  sich  befindet,  son- 
dern auch  von  der  Temperatur;  zwischen  760  und  600  mm  Barometer- 
stand und  bei  dem  Tempera turintervaU  von  —  lö*^  bis  -f  30°  C  sind 
z.  B.  10,0  m  und  14,7  m  extreme  Beträge  der  Höhenstufe.^) 

46.  Man  bestimme  den  am  Endpunkt  einer  elektrischen  Leitung 
von  l  m  Länge  und  bei  einem  Querschnitt  des  Leitungsdrahtes  von 
q  qmm  vorhandenen  Spannungsverlust  s  in  Volt,  wenn  eine  längs  der 
ganzen  Leitung  gleichmäßig  verteilte  Stromabnahme  stattfindet  und  die 
Stromstärke  am  Anfangspunkte  der  Leitung  J  Ampere  beträgt.  Hierbei 
ist  zu  beachten,  daß  der  Widerstand  des  Leitungsdrahtes  in  Ohm  gleich 

■cl  .  . 

ist,  wo  l  die  Länge  des  Drahtes  in  Metern,  c  den  spezifischen  Lei- 
tungswiderstand des  Materials  bezeichnet,  aus  dem  der  Draht  besteht 
(vgl.  Teil  I,  Fußnote  zu  S.  147). 

Die  Stromstärke  i  in  der  Entfernung  X  vom  Anfangspunkte  der 
Leitung  ergibt  sich  aus  der  Proportion 

i:J={J~X):l- 

nach  dem  Ohmschen  Gesetz  ist  daher 


./-JL-1) -  =  -/(,_,,,;.= 


cJl 

2q  ' 


47.  In  einem  feststehenden  Gefäß  von  der  Gestalt  eines  vertikalen 
geraden  Kreiszylinders  (Radius  a)  befindet  sich  eine  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  a  um  die  Achse  des  Zylinders  rotierende 
Flüssigkeit.  Welche  Gestalt  nimmt  ihre  Oberfläche  (Gleichgewichts- 
oberfläche, Niveaufläche)  in  Folge  der  Rotation  an? 

Man  wähle  die  Achse  des  Zylinders  als  ^- Achse  eines  rechtwink- 
ligen räumlichen  Koordinatensystems,  deren  positive  Richtung  sich  ver- 
tikal nach  oben  erstreckt;  der  Koordinatenanfaug  sei  der  Schnittpunkt 
der  ^- Achse  mit  der  Basis  des  Zylinders,  in  der  also  auch  die  x-  und 
«/-Achse  gelegen  sind.  Es  genügt  alsdann  den  Vorgang  in  einer  be- 
liebigen durch  die  ^- Achse  gelegten  Ebene  weiter  zu  verfolgen,  denn« 
in  jeder  solchen  Ebene  ist  der  Bewegungsvorgang  der  gleiche.  Auf  ein 
Flüssigkeitsteilchen  (einen  materiellen  Punkt)  Q  von  der  Masse  ?n,  das 


1)  In  dem  vorerwähnten  Buche  von  Hohenner  enthält  S.  266  eine  gra- 
phische Darstellung,  aus  der  man  die  zu  bestimmten  Höhen  und  Temperaturen 
gehörigen  Höheustufen  sehr  bequem  ablesen  kann. 


Gleichgewichtsoberfläche  einer  rotierenden  Flüssigkeit. 
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von  der  Achse  um  die  Strecke  XQ  =  r  entfernt  ist  CFig.  21),  wirkt  die 
Schwerkraft  mg  in  der  negativen  Richtung  der  ^- Achse  (g  ist  die  Be- 
schleunigung der  Schwerej,  ferner  in 
der  Richtung  NQ  die  Zentrifugalkraft 
K.  Hat  das  Teilchen  Q  die  Geschwin- 
digkeit   V  =  r  03,    so    ist   bekanntlich 

E  = =  tnco^r.    Entsprechendes  gilt 

für  ein  an  der  Oberfläche  liegendes  Teil- 
chen P.  Damit  Gleichgewicht  vorhan- 
den sei,  muß  die  Summe  der  auf  die 
Tangente  von  P  fallenden  Komponenten 
der  auf  P  wirkenden  Kräfte  verschwin- 
den. Ist  a  der  Winkel,  den  die  Tan- 
gente PT  mit  der  durch  P  geleg- 
ten Horizontalen  PH  bildet,  so  sind 
mo^rcosa  und  — tngsma  die  genannten  Komponenten,  die  die  Glei- 
chung 

(1)  mcD^r  cos  a  —  m'g  sin  «  =  0 
erfüllen  müssen.    Hieraus  folgt 

(2)  '-/'■'' 
Ist  für  r  =  0  die  Koordinate  2  =  Zq  =  OS,  so  folgt  c 

(3) 


Fig.  31. 


oder 


.  dz       co-r 

^   '       dr         q 


7  (ö-r-    , 

rar  =  ^r \-  c . 

9  ^9 


3q  und 


^  —  ^n  = 


^9 


und  bei  Einführung  von  r^  =  x^  -\-  y''^  erhält  man 

a^(x-  +  y-j 


(A) 


z^  = 


2fir 


die  Gleichung  eines  Rotationspar aholcids,  das  durch  Drehung  der  in  der 


3:^-Ebene  selecrenen  Parabel  z  —  Zr,= 


um  die  ^- Achse  entsteht. 


Macht  die  Flüssigkeit  in  der  Sekunde  w  Umläufe  um  die  Achse,  so 
ist  hierbei  03  =  2n%.  An  der  Wand  des  Gefäßes  steigt  die  Flüssigkeit 
bis  zur  Höhe 

(^^  ^1  =  ^0+^- 

Bei  Aufg.  8  in  §  18  wird  gezeigt  werden,  daß  zwischen  der  Höhe  h, 
bis  zu  der  die  Flüssigkeit  das  Gefäß  füllt,  wenn  keine  Rotation  vor- 
handen ist,  und  den  bei  der  .Rotation  auftretenden  Größen  z^  und  z^  die 
einfache  Beziehung  stattfindet 

(6)  /^=i-(^o+'^i)- 

Dingeldey:  Differential-  a.  IntegralrechnaDg.  11.  3 
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Setzt  man  dies  als  bewiesen  voraus,  so  folgt  aus  (5)  und  (6)  für 
die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Flüssigkeit  rotieren  muß,  damit 
sie  bis  zur  Höhe  s^  ansteigt,  der  Ausdruck 


(7) 


Ygi^.-h). 


Aus  (6)  folgt  außerdem,  daß  der  ursprünglich  wagrechte  Spiegel  der 
Flüssigkeit  infolge  der  Rotation  in  der  Mitte  um  ebensoviel  sinld  wie  er 
an  der  Wand  des  Gefäßes  steigt}) 

48.  Welche  Gleichgewichtsoberfläche  (Niveaufläche)  bildet  der 
Wasserspiegel  in  der  Schaufel  eines  sich  um  eine  wagrechte  Achse  dre- 
henden oberschlächtigen  Wasserrades? 

Es  genügt,  den  Vorgang  in  der  vertikalen  Ebene  (xi/- Ebene)  zu 
betrachten,  die  durch  ein  Wasserteilchen  P  rechtwinklig  zur  Radacbse 
(0- Achse)  gelegt  wird;  dabei  erstrecke  sich  die 
positive  Richtung  der  «/-Achse  vertikal  nach  oben. 
Auf  ein  solches  Teilchen  P  von  der  Masse 
m,  das  sich  an  der  Oberfläche  des  eine  beliebige 
Radzelle  füllenden  Wassers  im  Abstand  r  von 
der  Achse  des  Rades  befindet,  wirkt  die  Zentri- 
fugalkraft ma^r  und  die  Schwere  mg  (Bezeich- 
nungsweise wie  in  Aufg.  47).  Auch  jetzt  muß 
*'^  wieder  die  Summe  der  auf  die  Tangente  von  P 
fallenden  Komponenten  dieser  Kräfte  verschwin- 
den. Bildet  die  positive  Richtung  der  Ä;-Achse 
mit  dieser  Tangente  den  Winkel  a,  mit  dem 
Radiusvektor  r  von  P  den  Winkel  %•,  so  sind 
-mg^ina  die  genannten  Komponenten  (Fig.  22), 


Fig.  22. 


mco^r  cos  {a  - 
wobei  cos  %^ 


%■)  und 
=  X  :  r,   sin  d-  ^  y  :  r  ist.    Man  erhält  daher 


03'ri —  cos  a 
r 


a^r  cos  (a  —  O')  —  gsina  =  0   oder   '"'^^• 
und  wenn  tg  0;  =        eingeführt  wird,  folgt 

cj^(xdx  -f  ydy)  —  gdy  =  0 


-f  ^  sin  a )  —  ^  sin  a  =  0, 


also 


co^  j  xdx  =  1  (g  —  co^y)dy   oder  a^^x^ -\- y^)  =  2gy -^  c, 


wo  c  die  Integrationskonstante  bedeutet.    Da  die  letzte  Gleichung  einen 
in  der  o;«/- Ebene  liegenden  Kreis  darstellt,  dessen  Mittelpunkt  die  Koor- 


1)  Kennt  man  den  ßeti'ag,  um  den  die  Mitte  des  Spiegels  der  Flüssigkeit 
infolge  der  Rotation  sinkt,  so  läßt  sich  daher  die  "Winkelgeschwindigkeit  a  leicht 
bestimmen.  Auf  dieser  Tatsache  beruht  der  von  0.  Braun  konstruierte  Messer  für 
Umdrehungsgeschwindigkeiten.  Vgl.  0.  Braun,  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure,  Bd.  37  (1893),  S.  593  und  C.  Fehlert,  ebenda,  Bd.  38  (1894),  S.  475. 
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dinaten  x^  =  0,  ijj^  =  g  :  (a^  hat,  sind  die  Niveauflächen  in  den  einzelnen 
Zellen  Teile  von  konzentrischen  Kreiszylindern,  deren  gemeinsame  Achse 
im  Abstand  g  :  o-  oberhalb  der  Drehachse  des  Wasserrades  und  parallel 
zu  dieser  gelegen  ist. 

Macht  das  Rad  in  der  Minute  n  Umdrehuncren ,   so  ist   q  =    '^^- 

°      '  60 

und  yi  =  g  •  OY'  wird  60"  -g  :  i^nnf,  wofür  man  abgerundet  {—\    setzen 

kann,  denn  g  =  9,81  und  %^  =  9,87  sind  nahezu  einander  gleich.  Bei 
einem  Rad,  das  in  der  Minute  10  Umdrehungen  macht,  würde  also  die 
gemeinsame  Achse  der  Zylinderflächen  etwa  9  Meter  über  der  Radachse 
liegen. 

49.  Auf  einen  an  zwei  Stellen  A  und  B  horizontal  gelagerten  pris- 
matischen oder  zylindrischen  Balken  (Träger)  von  der  Länge  /  wirken 
verschiedene  Kräfte  (Belastungen)  P^,  Pg,  Pg,  ,  .  .,  die  sämtlich  senk- 
recht nach  unten  gerichtet  sind  und  in  einer  durch  die  Schwerpunkts- 
achse des  Balkens  gehenden  vertikalen  Ebene  liegen  mögen;  diese  sei 
zugleich  eine  Symmetrieebene  des  Balkens.  Wir  denken  uns  die  An- 
griffspunkte der  Kräfte  in  der  Schwerpunktsachse  gelegen,  wählen  diese 
als  a:- Achse  eines  Koordinatensystems  und 
den  links  gelegenen  Endpunkt  dieser  Achse 

als  Koordinatenanfang;   x^^  x^,  x^,  .  .  .   seien    , 

die  Abszissen  der  Angriffspunkte  von  P^,  P^,  ^  ^         B 

Pg,  .  .  ..    Ferner  seien  li^  und  P,^  die  Lager-  '^■'^' 

reaktionen,  die  an  den  Stellen  A  und  B  (mit  den  Abszissen  a  und  6) 
durch  P^jPg,  P3,...  hervorgerufen  werden;  sie  sind  als  Kräfte  anzu- 
sehen, die  in  A  und  B  vertikal  nach  oben  wirken  (Fig.  28). 

Die  Kräfte  Pj,  Po,  Pg,  .  .  .  haben  das  Bestreben  jeden  zur  Schwer- 
punktsachse des  Balkens  rechtwinkligen  Querschnitt  Q  um  eine  in  diesem 
liegende  Achse  (Biegungsachse)  zu  drehen,  die  wagrecht  durch  den 
Schwerpunkt  von  Q  geht.  Der  Schnittpunkt  dieses  Querschnitts  mit 
der  Schwerpunktsachse  habe  die  Abszisse  x.  Man  versteht  alsdann  unter 
dem  Biegunysmonient  M  oder  M^  des  Querschnitts  ^  die  algebraische  Summe 
der  statischen  Momente  (Drehmomente)  der  linlxS  von  Q  gelegenen  Kräfte 
und  Lagerreaktionen  in  bezug  auf  den  Schnittpunkt  der  Balkenachse 
mit  der  Ebene  des  Querschnitts  Q.  Dabei  werden  diese  Drehmomente 
positiv  gerechnet,  wenn  sie  rechtsdrehend  (im  Sinn  der  Bewegung  des 
Uhrzeigers)  wirken. 

In  dem  durch  nebenstehende  Figur  dargestellten  FaU  ist  z.  B.: 

(1)  M^  =  —  p^{x  —  Xy)  -H  Aix  -  a)-  I\{x  —  x^) . 
Für  den  am  Ende  B  befindlichen  Querschnitt  ergibt  sich 

(2)  M,  =  -P,{1  -  X,)  +  A{1  -  a)  -  P,a  -  X,)  -  PS  -  X,). 

3* 
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Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  sich  der  Balken  unter  Ein- 
wirkung der  Kräfte  P^,  P^,  Pg  im  Gleichgewicht  befindet;  in  Verbin- 
dung mit 
(2a)  ^  +  P=P,+  P2+P3 

kann  diese  Tatsache  2  zur  Bestimmung  der  LageiTeaktionen  A,  B  dienen. 
Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  daß  bei  den  vorstehenden  Gleichungen 
von  der  Biegung,  die  der  Balken  infolge  seiner  Belastungen  erfährt,  ab- 
gesehen wurde.  Die  KJräfte  P^,  P^,  P.^,  .  .  .  pflegt  man  in  kg  auszu- 
drücken, die  Abszissen  ihrer  Angriffspunkte  in  cm ;  die  Biegungsmo- 
mente ergeben  sich  dann  in  kgcm. 

Unter  der  Querkraft,  ScJiuMraft  oder  Transversalkraft  F^.  inbezug 
auf  den  zur  Abszisse  x  gehörigen  Querschnitt  Q  versteht  man  die  alge- 
braische Summe  aller  links  von  Q  wirkenden'Kräfte  und  Lagerreaktionen ; 
diese  werden  positiv  oder  negativ  in  Rechnung  gebracht,  je  nachdem 
sie  vertikal  aufwärts  oder  abwärts  wirken. 

In  dem  vorhin  betrachteten  Beispiel  ist 

(3)  r^=^-p,  +  A-p,. 

Während  bisher  angenommen  wurde,  daß  der  Balken  nur  an  ein- 
zelnen Stellen  wirkenden  Kräften  oder  Belastungen  unterworfen  sei,  soll 

nun  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  sich  die 

Belastung   kontinuierlich    über   den   ganzen 

Balken  oder  einen  Teil  desselben  erstreckt. 

Ist  die  Belastung  q  an  der  Stelle  a;  =  |  eine 

'^■"^'  Funktion    ri  =  <l{^,    so   ist   die    Belastung 

eines  Balkenelements   von  der  Länge  di,   gleich  g(|)(7^,  und   die  dem 

Querschnitt  Q  (Fig.  24)  entsprechende  Querkraft  wird: 

X 

(4)  V,=  A-j\{^)dl, 

x^ 

wobei  die  Integrationsgrenzen  x^  und  x  dem  Anfangs-  und  Endpunkt 
desjenigen  links  von  Q  gelegenen  Teiles  der  a:;-Achse  zugehören,  längs 
dessen  sich  die  kontinuierliche  Belastung  erstreckt.  Man  nennt  ri  =  q{^) 
die  Gleichung  der  Belastungskurve. 

Für  das  Biegungsmoment  M^  des  Querschnitts  Q  ergibt  sich 

X 

(5)  M^  =  A{x  -  a)  -j\x  -  ^)qil)di, 

und  wenn  zu  der  kontinuierlichen  Belastung  noch  Einzelkräfte  P^, 
Pj,  Pg,  .  .  .  hinzu ti-eten,  sind  in  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (4) 
imd  (5)  solche  Glieder  beizufügen,  wie  in  (3)  und  (1)  durch  P^,  Pg  ver- 
anlaßt werden. 
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Im  Anschluß  an  die  vorstehenden  Ausführungen  soll  nun  die  Auf- 
gabe gelöst  werden: 

Ein  Balken  RS  von  der  Länge  l  sei  an  zwei  Stellen  A  und  B, 
denen  die  Abszissen  x  =  a  bzw.  x  =  b  zugehören,  wagrecht  gelagert 
und  in  seiner  ganzen  Längenausdehnung  gleichförmig  belastet,  so  daß 

auf  je    einen   cm   Länge  q  kg   Belastung      | 

kommen.     Man   bestimme  die   Querkräfte,    Ji\        ,  \      _ 

die  einem  zwischen  B,  und  A  oder  zwischen 
A  und  B  oder  zwischen  B  und  S  gelegenen 

Querschnitt  zugehören,  femer  das  Biegungsmoment  für  jeden  dieser  Quer- 
schnitte und  die  Lagerreaktionen  der  Stellen  A  und  B. 

Hier  ist  q  eine  Konstante,  die  Belastungskurve  also  eine  Parallele 
zur  a;- Achse  (Fig.  25). 

Bezeichnet  x  die  dem  Querschnitt  Q  zugehörige  Abszisse,  so  er- 
geben sieh  folgende  Gleichungen: 

o  o  o 

Für 

X 

0  <x-^a    ist    V^=  —  qx,    M^=  —j  {x  —  ^)qd\  =  —  \qx^-^ 

0 

für 

X 

a<x^b    ist    V^  =  A  —  qx,    M^  =  A{x  —  a)  —J  {x  —  l)qdi 

0 

=  A{x  —  d)  —  Iqx^] 
für 

b<x£l  ist  V^=^A  +  B  —  qx,  M^  =  A{x  -  a)  -\-  B{x  -b)  -  }qx^ 

Zur  Bestimmung  von  A  und  B  benutzt  man  die  Tatsache,  daß  das 
für  einen  Endpunkt  des  Balkens  berechnete  Biegungsmoment  ver- 
schwinden und  die  Summe  A  -\-  B  der  Lagerreaktionen  gleich  der  Ge- 
samtbelastung sein  muß.    Man  erhält  hiernach  die  beiden  Gleichungen: 

Mi=A(J-a)  +  B{l-b)-lqP=0    und    A  +  B=ql, 
woraus 

hervorgeht.  Haben  die  Stellen  x  =  a  und  x  =  b  von  den  Enden  der 
Balkenachse  gleichen  Abstand  (b  =  l —  a),  so  werden  aus  Gründen  der 
Symmetrie  A  und  B  einander  gleich  und  natürlich  gleich  -|-g?. 

Zur  Bestimmung  der  Größenverhältnisse  eines  Balkens,  der  eine 
gewisse  Belastung  tragen  soU,  ist  die  Kenntnis  des  absolut  größten  Bie- 
gungsmomentes, das  bei  dieser  Belastung  vorkommt,  von  Wichtigkeit; 
der  zugehörige  Querschnitt  pflegt  der  gefährliche  Querschnitt  genannt  zu 
werden.  Hier  kommen  natürlich  bei  den  einzelnen  Intervallen,  die  au 
dem  Balken  mit  Rücksicht  auf  die  Stellen  x  ^  a,  x  =  b  der  Lagerreak- 
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tionen  Ä,  JB,  die  Anfangs-  und  Endabszisse  der  Belastungskurve  rj  =  q{i) 
und  etwaige  Einzelbelastungen  zu  unterscheiden  sind,  außer  den  gewöhn- 
lichen Maxima  auch  Grenzmaxima  in  Betracht  (vgl.  Teil  I,  S.  151  f.). 

So  ist  in  dem  eben  behandelten  Beispiel  M^=  —  yQ.^^  das  größte 
Biegungsmoment,  das  im  ersten  Intervall  vorkommt,  die  zugehörige 
Abszisse  x  =  a  entspricht  der  oberen  Grenze  des  Intervalls.  In  dem 
zweiten  Intervall  kommt  außer  der  Grenze  x  =  h  die  Stelle  in  Betracht, 

für  die  ^r—  verschwindet,  offenbar  ist  für  sie  x  =  Ä  :  q.    Man  erhält 

dx  ' 

für    x^h  M,=  -\q{l-Vf, 

,,        A{A  —  2aq)         ql{2b —  l){2b —  l —  2ä){l  —  2a) 
iÜTX^Ä-.q       M,= ^ = 8(&-a)^ 

Die  Stelle  mit  dem  absolut  größten  Biegungsmoment  ist  also  ent- 
weder an  einem  der  beiden  Lager,  auf  denen  der  Balken  ruht,  oder  an 
der  Stelle  x  =  Ä  :  q. 

In  dem  schon  vorhin  betrachteten  besonderen  Fall  h  =  1  —  a  wird 

mit  der  zu  31^  gehörigen  Abszisse  x  =  A:  q  =  \l. 

50.  Die  entsprechende  Aufgabe  für  den  Fall  zu  lösen,  wo  die  bei- 
den Enden  des  Balkens  von  der  Länge  l  gelagert  sind  und  die  Belastung 

eines  Balkenquerschnitts  dessen  Abstand 
vom  mittelsten  Querschnitt  proportio- 
nal ist. 

Für  das  Intervall  0  ^x  ^^l  wird 
hier  die  Belastung  durch  die  Funktion 

^(|)=  -^ — — -  dargestellt,  für  das  Intervall  \l^x-^l  durch  die  Funk- 

tion  g'(l)  =  — ^-^ — ^5  dabei  ist  h  die  an  den  Enden  des  Balkens  statt- 
findende Belastung  (Fig.  26). 
In  dem  ersten  Intervall  ist 

M,=^Ax  -J{x  -  I) fc-^i^  d^ 
oder  1=0 


M„ 


=  Äx-  \j\lx  -n-  2x1  +  2^')di,  =^Ax-\{^~-  ~) 


Die  Lagerreaktionen  A  und  B  sind  hier  offenbar  gleich  groß,  und 
da  ihre  Summe  gleich  \T:l  ist,  folgt  A  =  B  =  ^Icl,  so  daß  man  im 
ersten  Intervall  für  das  Biegungsmoment  den  Ausdruck 

M,^l^^{4.x'^-Qlx  +  W) 
erhält. 
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Im  zweiten  Intervall  ( 11  ^  ä:  ^l)  erhält  mau 

Jf,=  Ax-f{x  -  I)  I  (?  -  2|)f7^  -  J(,r  -  r)  I  (21  -  l)d^ 

'       2 

oder 

M,=  Äx-  l^MiQx  -l)  -  l^  (2x  -ly, 

und  bei  Einführung  von  A  =  \]cl  folgt 

Das  größte  Biegungsmoment  ergibt  sich  für  x  =  y^,  sein  Betrag 
ist  Jfi  =  iZ;Z-. 

Bezüglich  weiterer  hierher  gehöriger  Aufgaben,  insbesondere  auch 
zur  Behandlung  des  Falles,  daß  ein  wagrechter  irgendwie  belasteter 
Träger  am  einen  oder  an  beiden  Enden  eingemauert  ist,  verweisen  wir 
auf  die  Lehrbücher  der  Statik  und  Festigkeitslehre,  denn  die  Bestimmung 
der  bei  diesen  Aufgaben  vorkommenden  Integrale  bietet  kaum  Schwierig- 
keiten. Auch  hinsichtlich  der  grapliischen  Lösung  von  Aufgaben  der 
eben  behandelten  Art  müssen  wir  auf  die 
betreffenden  Lehrbücher  verweisen. 

5L  Wenn  der  Schieneniveg  emer  Eisen- 
hahn eine  Kurve  beschreibt,  wird  der  äußere 
Schienenstrang  längs  dieser  Kurve  höher 
gelegt  als  der  innere,  um  den  infolge  der 
Zentrifugalkraft  vorhandenen  Druck  der 
Räder  der  Eisenbahnwagen  auf  die  äußere 
Schiene  und  die  Gefahr  der  Entgleisung 
möglichst  zu  vermeiden.  Ist  Q  das  Ge-  ^p 
wicht  eines  Wagens,  v  seine  Geschwindior- 
keit  in  m/sek.,   p   die  Länge   des   Krüm-  ^.    ,„ 

J       ,     ^     ^  ®  Flg.  27. 

mungsradius  in  Metern,  m=Q:g  die  Masse 

des  Wagens  \g  =  9,8  m  sek'  die  Beschleunigung  der  Schwere),  so  ist  die 

Zentrifugalkraft  K,   wie  in  den  Elementen  der  Mechanik  gezeigt  wird, 


gegeben  durch 


~    9    ^  99 


Es  sei  nun  li  die  Überhöhung  BR  des  äußeren  Schienenstranges  in 
Metern,  a  der  durch  die  Überhöhung  entstehende  Neigungswinkel  gegen 
die  Horizontale  AB  (Fig.  27).  Faßt  man  alsdann  Q  und  K  als  Kräfte 
auf,  die  im  Schwerpunkt  S  des  Eisenbahnwagens  angreifen,  so  muß  die 
Resultierende  SB  dieser  beiden  Kräfte  rechtwinklig  zu  der  Geraden  AR 
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sein,  wenn  durch  die  Überhöliuiig  BH  der  Druck  gegen  die  äußere 
Schiene  aufgehoben  werden  soll.    Man  hat  also 

(1)  ^g'^  =  ¥  =  :7^- 

Ferner  ist  sma  =  h  :  s,  -wo  s  =  AH  den  Abstand  der  Symmetrielinien 
der  Querprofile  der  beiden  Schienen  bezeichnet.  Da  u  jedenfalls  ein 
kleiner  Winkel  ist,  kann  man  tg«  in  (1)  durch  sin«  ersetzen,  wo- 
durch sich 

(2)  /.= 


SV 

99 


ergibt.  Diese  Formel  gibt  allerdings  etwas  zu  große  Überhöhungen, 
denn  bei  ihrer  Ableitung  wurden  die  Achsen  des  Wagens  als  frei  be- 
weglich angenommen,  und  diese  Annahme  entspricht  nicht  der  Wirk- 
lichkeit. Man  pflegt  bei  den  preußischen  Bahnen  die  Gleichung  (2)  durch 
die  empirisch  erhaltene  Formel 

(3)  ^^2q     ^^^"^     *^^'^'"='  ^  "^ 

zu  ersetzen,  wo  V  die  größte  bei  der  betreffenden  Krümmung  zulässige 
Geschwindigkeit  in  km/Stunde,  q  die  Länge  des  Krümmungsradius  in 
Metern  bedeutet;  ist  die  Zahl  Ji  nicht  durch  5  teilbar,  so  wird  sie  auf 
die  nächste  Zahl  mit  der  Endziffer  0  oder  5  abgerundet. 

Übrigens   muß  bei   allen  Krümmungen  noch   die  Spurweite  yer- 
größert  werden,  doch  gehen  wir  hierauf  nicht  ein. 

Soll  nun  ein  geradlinig  verlaufendes  Schienengleis  in  ein  nach  einem 
Kreisbogen  vom  Radius  B  gekrümmtes  Gleis  übergeführt  werden,  so 
kann  natürlich  die  bei  der  äußeren  gekrümmten  Schiene  erforder- 
liche Überhöhung  nicht  unmittelbar  angebracht  werden,  vielmehr  muß 
man  zwischen  Gerade  und  Kreis  einen  Uhergangshogen  einschalten.  Längs 
desselben  nimmt  der  Krümmungsradius  von  9  =  00  beginnend  ab  bis 
zum  Betrage  q  =  B,  die  Überhöhung  wächst  von  h  =  0  bis  ]i  =  H. 
Die  Überhöhung  des  äußeren  Schienenstranges  soll  bei  Hauptbahnen, 
wenn  irgend  möglich,  auf  nicht  weniger  als  das  600 -fache  ihres  Betrages 
auslaufen;  die  Steigung  der  Überhöhungsrampe  ist  alsdann  höchstens 
1  :  600,  die  Länge  der  Rampe  beträgt  wenigstens  600  H.  Setzt  man 
allgemeiner  die  Steigung  der  Rampe  gleich 
1  :  n,  so  ist  ihre  Länge  l  ^  n  H. 

Wählt  man  nun  diejenige  Stelle  A  des 
Übergangsbogens,  an  der  die  geradlinig  ver- 
laufende Schiene  in  diesen  Bogen  übergeht,  als 
Nullpunkt  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems, die  zugehörige  Tangente  als  ^-Achse,  so  kann  die  von  A  bis  zu 
irgend  einem  Punkte  S  dieses  Bogens  gerechnete  Bogenlänge  angenähert 
durch   die  Abszisse  031  =  x   des  Punktes  S  ersetzt  werden  (Fig.  2H), 
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denn  die  Kurve  AS  ist  in  Wirklichkeit  nur  schwach  grekrümmt.    Ist  h 
die  in  S  notwendige  Überhöhung  der  äußeren  Schiene,  so  hat  man  also 
bei  hinreichender  Genauigkeit  die  Gleichung 

w  i  =  l  =  f- 

In  diese  Gleichung  wird  nun  der  der  Stelle  S  des  tJbergangsbogens 
zugehörige  Krümmungsradius  q  aus  (2)  oder  (3)  eingeführt,  und  wenn 
man  hierbei  die  Größe  sv^n  :  g  bzw.  j  Vn  gleich  P  setzt,  folgt 

(5)  ^  =  w/«,=  -,      9  =  -' 

Bei  Anwendung  der  Formel  für  die  Länge  des  Krümmungsradius 
(Tgl.  Teil  I,  S.  153) 

(f  y" 

kann  im  vorliegenden  Falle  die  Ableitung  y'  gleich  Null  gesetzt  werden, 
denn  y'  ist  gleich  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  a,  den 
die  geometrische  Tangente  des  zugehörigen  Punktes  des  Übergangs- 
bogens  mit  der  positiven  Richtung  der  Ä:-Achse  einschließt,  und  dieser 
Winkel  ist  jetzt  jedenfalls  klein.    Aus  (5)  folgt  alsdann 

(6)  ^£'.  =  - 

Aus  dieser  Beziehung  leite  man  nunmehr  durch  zwei  einander  fol- 
gende Integrationen  die  Gleichuno-  der  Uberorangskurve  ab. 
Man  erhält  zunächst 

dy  ^"    I 

d~x~  2P  '^  ^1' 

und  da  für  jc  =  0  auch  -j^  =  0  ist,  wird  c,  =  0,  also 
dx  '  ^  ' 

dy         x^ 
dx^  2P' 

woraus  durch  eine  zweite  Integration 

hervorgeht.  Die  Integrationskonstante  c,  ist  wieder  Null,  denn  x  =  0 
und  y  =  0  sind  zusammengehörige  Werte.  Die  Übergangskurve  ist  so- 
mit die  hihisclie  Parabel 

0)  y  =  6P> 
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wofür  mit  Rücksicht  auf  P  =  IR  auch 

gesetzt  werden  kann. 

Der  Kreisbogen,  in  den  diese  Kurve  überleiten  soll,  kann  natürlich 
nicht  an  einem  Punkt  der  Tangente  AM  beginnen.  Soll  der  Anschluß 
an  ihn  in  Ä^  erreicht  werden  und  hat  also  dieser  Punkt  die  Abszisse 
AM^  =  l,  so  wird  seine  Ordinate  y^^l^  '•  'oP  =  P' :  6B.^) 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  das  durchschnittlich  empfehlenswerte 
Minimum  der  Länge  des  Krümmungsradius  bei  Hauptbahnen  auf  freier 
Strecke  300  m  beträgt,  bei  Nebenbahnen  250  m;  das  äußerste  Minimum 
ist  für  beide  Fälle  180  m,  falls  in  die  Nebenbahnen  auch  Fahrzeuge 
aus  den  Hauptbahnen  übergehen.  Was  die  Größe  P  betrifft,  so  ist 
z.  B.  für  F=  90  km,  ti  =  800: 

P=iFw  =  36000. 

Die  Überhöhung  wird  nicht  vorgenommen,  wenn  bei  Hauptbahnen 
•der  Krümmungsradius  größer  als  3  km,  bei  Nebenbahnen  größer  als 
2  km  ist. 

52.  Ein  geradliniger  Schienenstrang  soll  durch  einen  TJbergangs- 
bogen  ÄA^  von  der  Gestalt  einer  kubischen  Parabel  in  einen  kreis- 
förmig verlaufenden  Schienenstrang  übergeführt  werden.  Die  Stelle  A^, 
an  der  die  kubische  Parabel  in  den  Kreis  übergeht,  habe  bei  dem  in 
Fig.  28  zu  Grunde  gelegten  Koordinatensystem  die  Abszisse  a;  =  Z  =  60  m; 
der  Radius  des  Kreises  betrage  B,  ==  500  m,  die  größte  Fahrgeschwindig- 
keit der  Eisenbahnzüge  sei  V=  80  km/Stunde.  Man  bestimme  die  Über- 
höhung der  äußeren  Schiene  an  der  Stelle  A^,  die  Steigung  1  :  n  der 
Überhöhungsrampe  und  die  Ordinate  des  Übergangsbogens  für  die  Stellen 
mit  den  Abszissen  x  =  jl,  x  -=  jl  und  x  =  1. 

Man  findet  für  die  Überhöhung  an  der  Stelle  A.^  nach  (3),  S.  40  den 
Betrag  Ä  =  80  :  (2  •  500)  =  0,08  m  =  80  mm;  ferner  wird 

l:n  =  H'.l^l:  750. 
Die  Gleichung  der  Übergangskurve  wird  nach  (7  a): 


y 


180000 


1)  Näheres  über  die  Anlage  des  übergangsbogens  findet  man  z.  B.  bei  H. 
Wegeie,  Eisenbahnbau,  Kapitel  4,  S.  292 — 296  vom  Lehrbuch  des  Tiefbaues, 
herausgegeb.  von  K.  Esselborn,  Leipzig  1904;  vgl.  ferner  H.  Hohenner,  Geo- 
däsie, Leipzig  und  Berlin  1910,  S.  223 — 226,  sowie  „Des  Ingenieurs  Taschenbuch", 
herausgegeb.  vom  akad.  Verein  „Hütte",  21.  Aufl.,  3.  Bd.,  Berlin  l911,  S.  796—798, 
endlich  die  für  die  Preußisch-Hessischen  Eisenbahnen  gültigen  „Vorschriften  für  die 
Herstellung,  Unterhaltung  und  Erneuerung  des  Oberbaues",  Ausgabe  1909,  Brom- 
berg 1909. 


I 
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für  X  =  \l  =  Ib  m  wird  daher  y  =  0,019  m;  ferner  gehören  zusammen 
die  Werte  rr  =  |  /  =  30  m  und  ij  =  0,15  m,  sowie  a-  =  Z  =  60  m  und 
y  =  1,2  m. 

53.  Schon  in  Teil  I,  S.  34  wurde  das  Mariotte-Gay-Lussacsche 
Gesetz  erwähnt,  das  eine  Beziehung  zwischen  dem  Druck,  dem  Volumen 
und  der  Temperatur  eines  idealen  Gases  ausspricht.  Ist  v  das  Volumen 
seiner  Gewichtseinheit,  eines  kg,  in  cbm,^?  der  in  kg  anzugebende  Druck, 
den  das  Gas  auf  die  Flächeneinheit  (1  qm)  der  Wandung  des  Gefäßes 
ausübt,  in  dem  sich  das  Gas  befindet,  und  ist  T  seine  vom  absoluten 
Nullpunkt  (—  273  °  C)  an  gerechnete  Temperatur,  so  findet  das  genannte 
Gesetz  seinen  Ausdruck  in  der  Formel 

(1)  pv  =  BT, 

wo  ii  eine  dem  betreffenden  Gas  eigentümliche  Konstante,  die  Gaskon- 
stante, bedeutet. 

Auch  wurde  bereits  a.  a.  0.  näher  ausgeführt,  daß  die  einem  Körper 
zugeführte  Wärmemenge  clQ  zum  Teil  eine  Änderung  dV  der  inneren 
Energie  des  Körpers  (Änderung  der  Temperatur  und  der  Kohäsion  der 
Moleküle)  zur  Folge  hat,  zum  Teil  zur  Leistung  äußerer  Arbeit  dL 
(z.  B.  Überwindung  eines  Druckes)  dient;  bezogen  auf  die  Getvichtsein- 
heit  des  Körpers  ist 

(2)  dQ  =  ^{dü-\-dL). 

Hier  bezeichnet  W  das  mechanische  Äquivalent  der  Wärmeeinheit, 
einer  Kilogrammkalorie  (vgl.  S.  5),  d.  h.  TT^  ist  die  in  Kilogrammetern 
gemessene  Arbeit,  die  geleistet  wird,  wenn  man  ein  Kilogramm  Wasser 
von  14|°C  auf  15|°C  erwärmt.  Wie  schon  auf  S.  6  bemerkt  wurde, 
ist  W  =  427  kgm.  Bei  Einführung  von  1  :  W  =  A=l  :  427  erhält 
man  aus  (2): 

(3)  dQ  =  A{dü+dL), 

und  diese  Formel  ist  nun  der  mathematische  Ausdruck  für  den  sogen. 
ersten  Hauptsatz  der  mechanischen   Wärmetheorie. 

Die   den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  Grunde  liegende  Einheit  der 
Wärmemenge   ist   die  Kilogrammkalorie;    sollen  die  Ergebnisse   dieser 
Gleichungen   in  Kilogrammetern  ausgedrückt   werden,   so   sind   sie   zu 
schreiben  in  der  Form 
(3a)  WdQ^dü+dL. 

Be.steht  die  äußere  Arbeit  darin,  daß  unter  einem  Druck  p  eine  Vo- 
lumänderuncr  dv  hervorgebracht  wird,  so  kann  man  bei  den  idealen  Gasen 
die  Gleichung  (3)  durch 

(4)  dQ  =  c^dT-\-  Apdv 
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oder  durch 


(4  a)  ^  ^  =  p-  (^.'^'  ^i'  -^  (^pVd  v) 


ersetzen,  wo  c^  =  A  ,^  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Vohimeu, 

c    die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck  bedeutet  (vgl.  Teil  I, 
S.  35);  dabei  ist 

(5)  c^-c,=^AR. 

Erfährt  nun  ein  Gas  eine  Zustandsänderung,  bei  derp,  v  und  T 
andere  Werte  annehmen,  ohne  daß  dem  Gas  Wärme  mgefülirt  oder  ent- 
zogen wird,  so  bezeichnet  man  eine  solche  Zustandsänderung  als  adidba- 
tiscJi^),  d.  h.  undurchlässig.  Hiermit  soll  ausgedrückt  werden,  daß  sich 
die  Änderung  so  vollzieht,  als  befinde  sich  der  Gasbehälter  in  einer  für 
Wärme  undurchdringlichen  Hülle. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  in  diesem  Falle  die  Größen  p  und 
V  mit  Rücksicht  auf  (4a)  und  auf  dQ  =  0  an  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(6)  pv"  =  konst  =  C 

gebunden  sind-),  wo  x  den  Quotienten  c   :  c^  bedeutet. 
Man  hat 

(7)  c^vdp -\- Cppdv  =  0     oder     -■^  +  ;f-— =  0, 
somit 

I  —  -{-  X  I  —  =  0     und     \np  -\-  x  In  v  =  konst. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (6)  für  einen  durch  p^,  v^  gegebenen 
Anfangs-  oder  Endzustand  hin,  so  folgt 

(8)  pv^  =  ^0  V- 

54.  Man  zeige,  daß  die  Temperatur  eines  Gases  bei  adiabatischer 
Ausdehnung  sinkt,  bei  adiabatischer  Kompression  steigt. 
Mit  Rücksicht  auf  dQ  =  0  hat  man  nach  (4) : 

c^dT  +  ä^kIv  =  0 
oder  auch  (wegen  (1)) 


somit 


cdT+  ART^~  =  0, 


J^J^abJ'^^c. 


1)  Vom  griechischen  diaßaivBiv^  hindurchgehen,  abgeleitet,   dem  ein  a  pri- 
vativum  vorgesetzt  ist. 

2)  Diese  Gleichung  wurde  zuerst  von  S.  D.  Poisson  aufgestellt,  Annales  de 
chimie  et  de  physique,  Bd.  23  (1823),  S.  15. 
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Werden  die  Integrationen  ausgeführt  und  werden  in  die  so  er- 
haltene Gleichung  einmal  die  zusammengehörigen  Werte  T^,  Vq,  ein  an- 
dermal die  Werte  T^,  v^  eingesetzt,  so  folgt  durch  Subtraktion 

(9)  cJn^=ÄE\nl^. 

Im  Falle  v^  >  Vq  (bei  Ausdehnung)  muß,  wie  diese  Gleichung  zeigt, 

T  .  .        . 

In  -^  negativ,  d.  h.  Tq  >  T^  sein,  die  Temperatui'  muß  sinken.  ^)   Umge- 

kehrt  ist  das  Verhalten  im  Falle  v^  <  Vq. 

Die  erhaltene  Gleichung  läßt  sich  übrigens  mit  Rücksicht  auf 
Cp  :  Cp  =  K  und  c^  —  c^,  =  AR  (vgl.  (5)  in  Aufg.  53)  in  der  Form 

(10)  la^^  =  (.-l)lnJi     oder    |-(^r' 
schreiben. 

Eine  adiabatische  Kompression  ist  vermutlich  die  wesentliche  Ur- 
sache der  Erwärmung  der  Luft  heim  Föhnwind  in  den  Alpen.  Indem 
eine  größere  Luftmenge  rasch  von  den  Gipfeln  der  Alpen  in  die  Ebene 
herabsinkt,  wird  die  Luft  nahezu  adiabatisch  komprimiert  und  die  Tem- 
peratur steigt.^) 

Aus  PqVq  =  BTq  und  p^v^  =  RT^  folgt  noch  v^  :  i\  =  TQP■^^  :  T^p^, 
so  daß  man  bei  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  (10)  die  wichtige  Be- 
ziehung _^ 

(11,  |l_(W-'_(m""'" 

erhält  oder,  wie  v.  Helmhdltz  zu  schreiben  empfahl^) 


Noch  eine  andere  Form  der  Gleichung  (10)  möge  erwähnt  werden; 
sie  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  das  Verhältnis  v^:  Vq=  a  setzt,  nämlich 

(12)  T,-T,=^T,{J^-l). 

1)  Die  Tatsache,  daß  die  Temperatur  eines  Gases  bei  adiabatischer  Aus- 
dehnung sinkt,  wird  bei  der  Konstruktion  zahlreicher  Kältemaschinen  verwertet. 

2)  Vgl.  hierzu  Th.  Reye  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 
Bd.  9,  (1864),  S.  260;  A.  Trientl  in  den  Mitteilungen  des  österreichischen  Alpen- 
vereins, Bd.  2  (1864),  S.  38;  H.  v.  Helmholtz,  Eis  und  Gletscher,  Vortrag  vom 
Jahre  1865,  abgedruckt  in  „Vorträge  und  Reden",  4.  Auti.,  Bd.  1,  Rraunschweig 
1896,  S.  235;  J.  Hann  in  der  Zeitschrift  der  österr.  Gesellschaft  für  Meteorologie, 
Bd.  1  (1866),  S.  261;  Bd.  2  (1867),  S.  440  f.;  ferner  in  den  Sitzungsberichten  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  Bd.  85,  2.  Abt.  (1882),  S.  416—440;  F. 
Kerner  von  Marilaun  in  der  Zeitschrift  des  Deutschen  und  österreichischen 
Alpenvereins,  Bd.  23  (1892),  S.  1—16;  H.  von  Ficker,  ebenda,  Bd.  43  (1912), 
S.  56  ff. 

3)  Vorlesungen  über  Theorie  der  Wärme,  horausgegeb.  von  F.  Richarz, 
Leipzig  1903,  S.  187  f. 
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Diese  Gleichung  bestimmt  die  bei  adiabatischer  Ausdehnung  («>  1) 
oder  Kompression  (a  <  1)  erfolgende  Änderung  T^  —  Tq  der  Tempera- 
tur, wenn  die  anfängliche  Temperatur  Tq  bekannt  ist. 

55.  Ein  Kilogramm  Luft  vom  Volumen  v^  und  von  der  absoluten 
Temperatur  T^  ändert  sich  adiabatisch,  dehnt  sich  also  entweder  adia- 
batisch aus,  oder  es  wird  adiabatisch  komprimiert;  das  neue  Volumen 
sei  v^.  Wie  groß  ist  die  hierbei  geleistete  äußere  Arbeit  L  in  Kilo- 
grammetern"? 

Nach  (3a)  und  (4)  ist  dL  =  pdv,  daher 

(13)  L^fpdv. 

Hier  ist  nun  p  von  v  abhängig  auf  Grund  der  Beziehungen 
daher  folgt 

eine  Gleichung^  die  leicht  in  die  einfachere  Gestalt 

(14)  L  =  ^^{p,v,-p,v,)  =  ^^^^ 

gebracht  werden  kann.    Bei  Einführung  von  x  =  c   :  c^  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (5): 

(15)  L  =  ^iT,-T,). 

56.  Im  Anschluß  an  Aufg.  54  und  55  soll  die  folgende  Aufgabe  ge- 
löst werden: 

Ein  Kilogramm  Luft  vom  Volumen  Vq  und  von  der  gewöhnlichen 
Temperatur  lO^C  (T=  273"  +  10"  =  283°)  wird  adiabatisch  auf  das 
halbe  Volumen  komprimiert;  welche  Temperatur  nimmt  die  Luft  hier- 
durch an  und  wie  groß  ist  die  geleistete  Arbeit?  Es  werde  daran  er- 
innert, daß  für  Luft  R  =  29,27  und  x  =  1,41  ist  (vgl.  Teil  I,  S.  34  u.  35). 

Hier  ist  Vq  :  t\  =  2,  daher  nach  (10): 

Ti  =  283  •  2M1  =  376», 

die  gewöhnliche  Temperatur  beträgt  daher  376°  —  273°  =  103°  C. 
Die  geleistete  Arbeit  wird  nach  (14) 

^        29,27(283  —  376) 


0,41 


—  6639  kgm. 


Dieser  Ausdruck  ist  negativ;  in  Wirklichkeit  hat  also  die  Luft  keine 
äußere  Arbeit  geleistet,  wohl  aber  hat  sie  einen  Arbeitsgewinn  erhalten, 
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sie  hat  Arbeit  aufgenommea,  m.  a.  W.  zur  Ausführung  der  Kompression 
ist  eine  mechanische  Arbeit  von  6639  kgm  erforderlich. 

Für  das  Verhältnis  der  beiden  Drucke  2\  '•  2h  findet  man  mit  Hilf& 
von  (11)  i)j^  :  P(^  =  2,6ß,  der  Druck,  den  die  so  komprimierte  Luft  aus- 
übt ist  also  2,66  mal  so  groß  als  vor  der  Kompression.  WoEte  man 
das  ursprüngliche  Volumen  v^  wissen,  so  müßte  zu  dessen  Berechuuncr 
der  zugehörige  Druck  bekannt  sein.  Nehmen  wir  an,  dieser  habe  eine 
Atmosphäre  betragen,  also  103;]o  kg/qm^),  so  erhält  man  v^  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (1),  nämlich 

22 To        29,27.283        ^  „ „„    . 
i;o=-^  =  ~To333     =0,802  cbm. 

Hätte  sich  das  Kilogramm  Luft  auf  sein  doppeltes  Volumen  i\  =  2 1' 
ausgedehnt,  so  hätte  man  T^  =  213°  gefunden,  die  Temperatur  wäre  von 
283°  auf  213°,  also  von  10° C  auf  -  60° C  gesunken;  dabei  wäre  durch 
den  bei  der  Ausdehnung  auftretenden  Druck  eine  mechanische  Arbeit 
L  =  4997  kgm  verrichtet  worden. 

57.  Wie  ändert  sich  der  Zustand  eines  Gases,  wenn  ihm  eine  Wärme- 
menge Q  zugeführt  wird,  während  sein  Volumen  konstant  bleibt? 

Nun  ist  clv  =  0,  daher  nach  (4)  in  Kalorien 


und  nach  (4  a) 


Pi 
^  „      frlr,  —  <^v'>^o(Pi  —  Po)   _  ^J'oiPi  —Po) 


Diese  Gleichungen  gestatten  die  Änderung  der  Temperatur  und  des- 
Druckes zu  berechnen. 

58.  Die  analoge  Aufgabe,  wenn  der  DrncJ:,  unter  dem  sich  das  Gas 
befindet,  konstant  bleibt. 

Zunächst  möge  die  Gleichung  (4)  etwas  umgeformt  werden.  Aus 
(1)  folgt  nämlich  pdv  =  IldT  —  vdp,  und  bei  Einführung  dieses  Aus- 
drucks in  (4)  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (5): 

dQ  =  CpdT-Ävdp. 

Nun  ist  dl)  =  0 ,  daher 

Q  =  c^{T,-T,) 

1)  Der  Druck  10333  kg /qm  =  1,0333  kg/qcm  pflegt  eine  alte  Atmosphäre 
genannt  zu  werden;  sie  ist  im  Niveau  des  Meeres  gleich  dem  Druck  einer  Queck- 
silbersäule von  etwa  760  mm  Höhe.  In  der  Technik  wird  stets  die  neue  oder 
metrische  Atmosphäre  zugrunde  gelegt,  die  gleich  einem  Druck  von  lOOOÜ  kg/qm. 
=  1  kg/qcm  oder  gleich  0,968  alte  Atmosphären  ist. 
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und  nach  (4  a) 

So  kann  man  leicht  die  Änderungen  der  Temperatur  und  des  Vo- 
lumens berechnen. 

59.  Wie  ändert  sich  der  Zustand  eines  Gases,  wenn  ihm  eine  Wärme- 
menge Q  zugeführt,  aber  andrerseits  dafür  gesorgt  wird,  daß  seine  Tem- 
peratur konstant  bleibt  (isothermische  Zustandsänderung)  ? 

Nun  ist  clT  =  0,  daher  nach  (4)  in  Kalorien 

Q  =  I  Äpdv  =  —  j  Ävdp, 
oder  mit  Rücksicht  auf  pv  =  BT^: 


und 


Q  =  -ABT,Jf  =  ÄRT,ln 


Po 


Die  zugeführte  Wärmemenge  wird  hier  nur  zur  Leistung  äußerer  Arbeit 
verwandt. 

60.  Für  welche  Zustandsänderungen  ist  die  einem  idealen  Gase  zu- 
geführte bzw.  entzogene  Wärmemenge  proportional  der  Temperatur- 
änderung des  Gases? 

Hier  muß  cJQ  =  c  •  dT  sein,  wo  c  einen  Proportionalitätsfaktor  be- 
deutet. Um  nun  eine  Gleichung  zu  gewinnen,  die  nur  die  Veränder- 
lichen p,  V  und  ihre  Differentiale  ^p,  dv  enthält,  beachte  man,  daß  nach 
(4)  dQ  =  c^dT  -f-  Äpdv  und  (nach  Aufg.  58)  dQ  =  c^dT  —  Ävdp  ist. 
Mit  Rücksicht  aui  dQ  =  cdT  folgt 

(c  —  c^)  dT  =  Äpdv     und     (c  —  c^  dT  =  —  Ävdp\ 

daher  ergibt  sich  mit  Benutzung  der  Abkürzung  (c  —  c)  :  (c  —  cj  =  ,a: 

vdp         -,  r  dv  r  dp 

a  = f-      oder      a  \  —  =  —    /  -^  • 

^  pdv  ^  J     V  J     P 

Durch  Ausführung  der  Integration  erhält  man 

^hxv  -\-\n.p  =  konst 
oder 

pvi^  =  Je, 

wenn  als  Integrationskonstante  InÄ;  benutzt  wird. 
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Die  Kurven,  die  den  Gleichungen  dieser  Gestalt  entsprechen,  wenn 
man  p  und  v  als  rechtwinklige  Koordinaten  von  Kurvenpunkten  deutet, 
bezeichnete  G.  Zeuner^j  als  polytropische  Kurven-^  die  Größe  c  nannte  er 
die  „spezifische  Wärme  des  Gases  für  die  Druckkurve  p)^"  =  l''.  Im 
Falle  c  =  0  wird  u  =  x,  man  erhält  alsdann  die  adiabatischen  Kurven 
(vgl.  (8),  S.  44  und  Teil  I,  S.  188  und  160-162). 


§2. 

Einfaclie  Beispiele  zur  Methode  der  Substitution. 

Integration  der  Potenz. 

1.  Häufig  kann  man  das  Integral  J  f{x)dx,  dessen  Wert  bestimmt 
werden  soll,  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  z  vermöge 
einer  Substitution  von  der  Form  x  =  q){z)  auf  ein  bekanntes  Integral 
zurückführen.  Durch  diese  Substitution,  aus  der  dx  ==  q)\z)dz  folgt, 
erhält  man 

Jf(x)dx  =J  f[cp{ß)'\cp'{z)dz. 

Dabei  wird  vorläufig  vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  (p{z)  eine  ein- 
deutige Funktion  von  z  ist  und  die  Umkehrung  z  =  ip(x)  eine  eindeutige 
Funktion  von  x. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  der  Suhstitution  hat  natürlich  nur 
dann  einen  Sinn,  wenn  das  zu  dem  Differential  f[g>(2)]^'{3)dz  gehörige 
Integral  bekannt  ist  oder  wenn  dieses  Differential  eine  einfachere  Ge- 
stalt als  f(x)dx  hat.  Sehr  oft  erfolgt  die  Anwendung  dieser  Substitu- 
tionsmethode derart,  daß  f(x)  die  Veränderliche  x  nur  in  einer  Verbin- 
dung wie  ax  oder  ax  +  h  enthält;  durch  die  Substitution  ax  =  z,  bzw. 

ax  -{-i  =  z,  dx  =  —  dz  ergibt  sich  ein  einfacher  gebauter  Integrand. 


2 


.  Wird  das  bestimmte  Integral  j  f{x)dx  durch  die  Substitution 

a 

x  =  g)(z)  in  ein  anderes  übergeführt,  bei  dem  z  die  Integrationsveränder- 
liche ist,  so  treten  bei  dem  neuen  Integral  an  Stelle  der  ursprünglichen 
Grenzen  x==a  und  x  =  h  neue  Grenzen  z  =  cc,  z  =  ß,  die  aus  a  =  cp(z) 
bzw.  h  =  q){z)  zu  bestimmen  sind.  Wie  schon  erwähnt  wurde,  wird  vor- 
läufig die  Eindeutigkeit  dieser  Auflösungen  vorausgesetzt.  Auch  wird 
angenommen,  daß  der  Integrand  im  Integrationsbereich  nicht  unstetig 
wird. 


1)  Technische  Thermodynamik,    3.  Aufl.,    Bd.  1,    Leipxig  1905,  S.  150  —  152. 

Dingeide y:  Differential-  u.  Integralrechnung.  II.  4 
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Beispiele. 

1.  I  (ax  -\-hydx,    ax  -\-  l  =  2,     dx  =  —dz,     daher 

J{ax  +  Ifdx  =  \JzhU  =  g^  z'=l-  {ax  +  V)\ 

2.  fyAx-ddx  =  y  >/(4J^^^ 

3.  f(ax  +  hjdx  =  \  ^-^^i_^|"  - ,     faüs  n^-\  ist. 

{ax  +  &)2  6^a;  =  —  (arr  +  ?>/ 1/«^;  +  l . 

5-  /  ; — ^  =  —  -, -^, ^z"^  >     falls  n  4=  1  ist. 

6.  1     _^,  =  In  {x  —  h) ,     daher 

/dx 
X  —  , 


Ix         .     b  — k 

_    =    In    y 

k  a  —  k 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,    daß   entweder  a  <^k  und  b  -Ck  oder 
a^  1c  und  h  >  k  sei. 

f      dx  ^     , 

7.  / -=^  =  _ -j/a^  +  ö. 
J  yax  -\-  b        a    ' 

8.  Mit  Hilfe  der  Substitution  f{x)  =  z  beweise  man  die  wichtigen 
Formeln 

Jf-^dx  =  \nf{x)     und     j  f{x)f'{x)dx  =  \f\x). 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  gilt  nur,  wenn  f{x)  in  dem  Inte- 
grationsbereiche positiv  ist.    Bei  negativem  fix)  ist  die  Formel  durch 

ZU  ersetzen  (vgl.  Regel  7,  S.  3). 

^  C     IIa;'       ,  11     r     20a;»       ,  H  i     /o    ,    -    4\ 

9-         j^+5^^^^  =  2öj    M^5^^^^  =  2öl^(^  +  ^^)' 

wie  aus  Aufg.  8  folgt. 


Ändenmg  der  Beschleunigung  der  Schwere.  51 

a 

- , — „  dx,     wo  n  >  0  sei. 

an  _|_  x»         '  -^ 

0 

J"^)  =   —    In  (a"  -f  :r")     _   =  —  lii2,  also  von  a  unabhängig. 

J  Vm 

»  _1  n-l 

12.  fvf(x)  r  ix)  dx  =  -;^  ^  yiW"-'  ■ 

13.  Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  befindet  sich  zur  Zeit 
^  =  0  an  der  Stelle  0  im  Abstand  a  vom  Mittelpunkt  31  der  ruhend 
gedachten  Erde  und  hat  die  nach  31  gerichtete  Geschwindig-  0 

keit  Vq.  Wie  groß  ist  die  Geschwindigkeit  l\  des  Punktes, 
wenn  er  von  0  aus  infolge  der  Anziehungskraft  der  Erde  die 
Strecke  s^  durchlaufen  hat  und  mit  welcher  Geschwindigkeit 
trifft  er  insbesondere  die  Erdoberfläche?  Die  Ändenmg,  die  die 
Beschleunigung  des  Punktes  bei  der  Änderung  seines  Abstandes 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  erfährt,  ist  zu  berücksichtigen,  je- 
doch werde  angenommen,  daß  die  Bewegung  im  luftleeren 
Räume  erfolgt.  Auch  der  Fall  a  =  oo  soll  betrachtet  werden.  Vgl.  auch 
Aufg.  32,  S.  13  und  Aufg.  12,  S.  185  flF. 

In  der  Mechanik  wird  gezeigt,  daß  die  Beschleunigungen  g  und  g^, 
die  ein  und  derselbe  materielle  Punkt  in  den  Abständen  B  und  a  vom 
Mittelpunkt  der  als  Kugel  gedachten  Erde  erfährt,  den  Quadraten  dieser 
Abstände  umgekehrt  proportional  sind;  es  ist  also 

Bedeutet  B  die  Länge  des  Radius  der  Erdkugel,  so  ist  die  zuge- 
hörige Beschleuoigung  ^  =  9,81  m/sekl 

Nach  Verlauf  der  Zeit  t  möge  der  Punkt  von  0  aus  die  Strecke 
OP  =  s  (Fig.  29)  durchlaufen  haben;  die  zugehörige  Beschleunigung 
ist  alsdann 

^^  P  ~  dt^  ~  (o  —  s)* ' 

ds 
woraus  bei  Einführung  der  Geschwindigkeit  v  =  , .  die  Gleichung 

(9']  ^1  =     g-R^ 

■^  dt      .{a  —  sy 

hervorgeht. 


1)  Der  Kürze  halber  wird  das  zu  berechnende  Integral  im  folgenden  häutig 
durch  J  bezeichnet. 

4* 
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Nun  ist 


daher  erhält  man 

und 


dv        dv  ds  dv 

dt        ds  dt  ds' 


7  qB^ds 

vdv  =  ^ 


(«.-; 


"1  «1 

(3)  Jvdv-gR^f^, 

Vo  0 

woraus  mit  Hilfe  der  Substitution  a  —  s  =  2  nach  Regel  2,  S.  49  die 
Gleichung 

a  —  «, 


oder 

^^        2^1  0^  ^       L^Ja  -^        U— Si        ö  J        a(a  — Sj) 

folgt.    Daher  wird 

o)  ^r  =  ^'o"  +  ^7 — K- 

^  •  10       1     (i((i  _  5j 

Für  s^  =  a  —  R  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit  T",  mit  der  der 
Punkt  die  Erdoberfläche  trifft,  nämlich 


(6)  F=i-]/v 


2gE{a  —  B) 


Die  Geschwindigkeit  eines  aus  unendlich  großer  Entfernung  (a  =  oo) 
die  Erdoberfläche  treffenden  materiellen  Punktes  wird 

(7)  F«  =  +>/^^oM^J?• 


Für i?  =  (-.370300 m^),g  =  9,81  m/sek^,  wird y2gE  =  11 180  m/sek. 

So  groß  würde  die  Geschwindigkeit  eines  aus  unendlich  großer 
Entfernung  die  Erde  treffenden  Körpers  sein,  dessen  Anfangsgeschwindig- 
keit Vq=  0  war. 

14.  Bis  zu  welcher  Höbe  steigt  ein  materieller  Punkt  von  der 
Masse  m,  der  zur  Zeit  ^  =  0  von  der  Oberfläche  der  Erde  mit  der  An- 
fangsgeschwindigkeit Vq  vertikal  in  die  Höhe  geschleudert  wird?  Wie 

1)  Nach  F.  W.  Bessel  hat  die  halbe  große  Achse  der  als  abgeplattetes 
Rotationsellipsoid  (Sphaeroid)  betrachteten  Erde  die  Länge  6377  397,16  m,  die 
halbe  kleine  Achse  die  Länge  6  356078,96  m.  Bei  Näherungsrechnungen  ersetzt 
man  das  Ellipsoid  durch  eine  Kugel  und  nimmt  nach  F.  R.  Helmert  (Die 
mathematischen  und  physikalischen  Theorien  der  höheren  Geodäsie,  Bd.  1,  Leipzig 
1880,  S.  68)  am  zweckmäßigsten  i?  =  6370300  m  als  ihren  Radius. 
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bei  Aufg.  13  soll  die  Änderung  der  Beschleunigung  der  Schwere,  nicht 
aber  der  Luftwiderstand  berücksichtigt  werden. 

Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  Punkt  an  der  Stelle  P  im  Abstand 
MP  =  z  vom  Mittelpunkt  der  Erde.  Die  Beschleunigung,  die  die  Bewe- 
gung des  Punktes  durch  die  Anziehung  der  Erde  erfährt,  ist  nun  ne- 
gativ in  Ansatz  zu  bringen,  denn  sie  wirkt  entgegengesetzt  der  Richtun<y 
der  wachsenden  Größe  z  und  beträgt  (vgl.  Aufg.  13) 

woraus  wie  in  Aufg.  13  die  Gleichung 

vdv  =  —  ^^  dz 
hervorgeht,  durch  deren  Integration  man 

(9)  tK'-V)  =  ^^^(^-^) 

erhält,  wobei  die  Werte  v  =  i\  und  z  -=  z^  zusammengehören. 

Der  materielle  Punkt  steigt,  bis  v^  zu  Null  geworden  ist;  sein  Ab- 
stand Z^  vom  Mittelpunkt  der  Erde  beträgt  alsdann 

(10)  ^^  =  ^^" 
die  durchlaufene  Höhe  ist 

(11)  Z,-E  =  ^  ^»  ^    ,. 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  sich  der  materielle  Punkt  ins  Unend- 
liche entfernt,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  ^y2gR  ist;  hierzu 
müßte  Vq  wenigstens  11180  m/sek  betragen.  Übrigens  sei  daran  er- 
innert, daß  der  Widerstand  der  Luft  nicht  berücksichtigt  wurde. 

15.  Eine  ebene  Fläche,  die  durch  die  eine  Achse  2h  einer  EUipse 
und  die  zugehörige  halbe  Peripherie  der  Ellipse  begrenzt  ist,  wird  ver- 
tikal in   eine  Flüssiffkeit  eino-etaucht ,   so   daß   die 

ö        ,         o  .  .  Ob 

Achse  im  Flüssigkeitsspiegel  liegt.    Wie  gi-oß   ist 

der  auf  jede  Seite  der  Fläche  ausgeübte  Druck  p, 
weim  die  Länge  der  senkrechten  Halbachse  der 
Ellipse  gleich  a,  das  Gewicht  der  Volumeinheit  der 
Flüssigkeit  gleich  y  ist? 

Denkt  man  sich  die  Achse  2h  der  Ellipse  in  der 
wagrechten  y-Achse   eines   rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems, die  Halbachse  a  in  der  vertikalen  :r-Achse  gelegen,  deren 
positive  Richtung  sich  nach  unten  erstreckt  (Fig.  30),  so  ist 

a*  "^   5» 
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die  Gleichung  der  Ellipse.  Zwei  in  den  Tiefen  x  und  x  -\-  dx  gezogene 
wagrechte  Geraden  begrenzen  auf  der  eingetauchten  Fläche  einen  Strei- 
fen, dessen  Flächeninhalt 

2ydx  =  —  Ya^—  x^dx 
ist.    Nach  den  Bemerkungen  in  Aufg.  34,  S.  18  stellt  daher 
dp  =  — ^  Ya^  —  x^  dx 

den  auf  diesen  Streifen  ausgeübten  Druck  dar,  und  für  den  gesamten 
Druck  erhält  man 


p  =  — -  I  xYo?  —  x^dx. 


Mit  Hilfe  der  Substitution  z  =  +  j/a^  —  x^  oder  z^  =  a^  —  x^  ver- 
wandelt sich  dieser  Ausdruck  in 

0  a 

a  0 

Wird  statt  der  halben  Ellipse  ein  Halbkreis  eingetaucht  (Radius  a), 
so  erhält  man  p  =  ^a^y. 

Der  Druck  ergibt  sich  in  Kilogrammen,  wenn  die  Längen  a  und  l) 
in  Dezimetern  angegeben  sind  und  das  Gewicht  y  in  kg/cdm  gemessen  ist. 

16.  Wenn  ein  Gefäß,  dessenWand  die  Gestalt  einerRotationsfläche  mit 
vertikaler  Achse  oder  eines  beliebigen  vertikalen  Zylinders  oder  Prismas 
hat,  bis  zu  einer  gewissen  Höhe /i  mit  Flüssigkeit,  etwa  mit  Wasser,  gefüllt 
ist,  so  kann  man  theoretisch  leicht  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindig- 
keit angeben,  mit  der  der  Wasserspiegel  in  irgend  einem  Augenblick 
sinkt,  wenn  das  Wasser  durch  eine  im  Boden  des  Gefäßes  befindliche 
Öffnung  ausfließt.  Auch  kann  man  theoretisch  die  Zeit  bestimmen, 
die  verfließt,  bis  das  Wasser  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  gesunken 
oder  ganz  ausgeflossen  ist.  Es  werde  hierbei  zunächst  angenommen, 
daß  während  des  ganzen  Vorganges  keine  weitere  Flüssigkeit  dem  Gefäß 
zufließt;  ferner  wird  vorausgesetzt,  daß  der  Druck  der  Luft  auf  den 
Wasserspiegel  so  groß  ist  wie  der  Druck  auf  die  Bodenöffnung. 

Offenbar  ist  die  während  eines  Zeitelements  dt  mit  einer  Geschwin- 
digkeit ^?l  durch  die  Bodenöffnung  vom  Querschnitt  f  ausfließende 
Wassermenge  dQ  gleich  fv^dt.  Hierbei  sinkt  der  Wasserspiegel,  der 
einen  während  des  Zeitelements  dt  als  unveränderlich  zu  betrachtenden 
Flächeninhalt  F  haben  möge,  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  v  um 
die  Strecke  vdt,  und  das  Volumen  der  im  Gefäß  befindlichen  Wasser- 
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menge  nimmt  unterdessen  um  den  Betrag  F  ■  vdt  ab.     Mit  Rücksicht 
auf  die  Kontinuität  des  ganzen  Vorganges  muß  daher 

(Ij  dQ=^fi\dt  =  Fvdt,     also     fi\  =  Fv 

sein. 

Die  Geschwindigkeit  u^,  mit  der  das  Wasser  in  einem  gewissen 
Augenblick  t  durch  die  Öffnung  /"ausfließt,  ist  nach  einem  von  E.  Torri- 
celli^) im  Jahre  1644  ausgesprochenen  Satze  gerade  so  groß  wie  die 
Geschwindigkeit  eines  Körpers,  der  in  freiem  Fall  die  der  Zeit  t  zu- 
gehörige Druckhöhe  (Abstand  des  Flüssigkeitsspiegels 
von  der  Bodenöffnung)  zurückgelegt  hat. 

Wir  führen  nun  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system ein,  und  zwar  liege  seine  //-Achse  in  beliebiger 
Richtung  in  derjenigen  wagrechten  Ebene,  in  der  sich 
zu  Anfang  des  Vorganges  (zur  Zeit  t  =  0)  der  Wasser- 
spiegel befindet;  die  positive  Richtung  der  mit  der  Achse  der  Rotations- 
fläche zusammenfallenden  a;- Achse  erstrecke  sich  senkrecht  nach  unten. 
Alsdann  folgt  für  die  Geschwindigkeit  v^,  mit  der  das  Wasser  zur  Zeit 
t  durch  die  Bodenöffnung  fließt,  nach  dem  Satze  von  Torricelli: 


(2)  v,==+y2g{h-x), 

wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  h  die  ursprüngliche  Druck- 
höhe (zur  Zeit  ^  =  0)  und  x  die  Strecke  bezeichnet,  um  die  der  Wasser- 
spiegel während  der  Zeit  t  gesunken  ist.  Mit  Rücksicht  auf  (1)  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  v,  mit  der  der  Wasserspiegel  zur  Zeit  t 
sinkt: 

(3)  v=^-^^V2g(h-x)- 

Man  erhält  v  in  cm/sek,  wenn  f  und  F  in  qcm,  h  und  x  in  cm 
gegeben  sind;  für  g  ist  981  cm/sek-  einzusetzen. 

Hat  das  Gefäß  die  Gestalt  eines  vertikalen  Zylinders  oder  Prismas, 
so  ist  F  konstant;  hat  das  Gefäß  die  Gestalt  eines  Rotationskörjjers, 
der  durch  Drehung  der  Kurve  y  =  f{x)  um  die  a;- Achse  entsteht  (Fig.  31), 
so  ist  F  =  y'Tt. 

In  (3)  kann  v  durch  -j-  ersetzt  werden;  daher  folgt: 

(4)  ^  =  +  Xy2j,(Ä::^ 

und 

(5)  dt==      '-^I^- 

Die  Anwendung  des  Satzes  von  Torricelli  setzt  voraus,  daß  sich 
die  Begrenzung  der  Bodenöffnung  vermöge  eines  Mundstückes  stetig, 


1)  De  motu  gravium  naturaliter   descendentium ,  in  den  Opera  geometrica. 
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also  ohne  scharfe  Kanten  au  den  Boden  anschließt,  das  Verhältnis  f:  F 
sehr  klein  ist  und  auch  die  Weite  des  Mundstückes  verglichen  mit  der 
Druckhöhe  klein  ist.  Die  Tatsache,  daß  diese  Voraussetzungen  nie 
strenge  erfüllt  sind,  sowie  andere  Umstände,  z.  B.  Reibungen  innerhalb 
der  Flüssigkeit,  an  der  Wand  des  Gefäßes  und  an  der  Mündung  haben 
zur  Folge,  daß  die  durch  (2)  bestimmte  ^/;eore^/scÄe  Ausflußgeschwindig- 
keit größer  ist  als  die  wirkliche  w;   gewöhnlich  setzt  man 


(6)  w==  +  (p-y2g{h-x), 

wo  der  GescJiwindigkeitslcoeffment  cp  das  Verhältnis  der  wirklichen  zur 
theoretischen  Ausflußgeschwindigkeit,  also  einen  echten  Bruch,  bezeichnet. 
Ein  Mittelwert  von  (p  ist  0,97. 

Bei  allen  Untersuchungen,  in  denen  die  Ausflußmenge  vorkommt, 
ist  außerdem  die  Einschnürung  zu  berücksichtigen,  die  der  austretende 
Flüssigkeitsstrahl  in  der  Nähe  der  Bodenöfl'nung  zeigt.  Diese  Ein- 
schnürung entsteht  dadurch,  daß  die  Flüssigkeitsteilchen  in  konvergenten 
Richtungen  nach  der  Öffnung  eilen  und  die  gerade  über  ihr  befindlichen 
Teilchen  am  Ausfluß  hindern.  Das  Größenverhältnis  des  Querschnitts 
f^  an  der  engsten  Stelle  des  Strahles  zu  dem  Querschnitt  der  Öffnung  f 
wird  KontraJdionskoeffizient  genannt  und  soll  mit  %  bezeichnet  werden.^) 
Die  für  die  Zeiteinheit  berechnete  Ausflußmenge  wird  daher  (pufv^  oder 
yifv^j  wenn  man  (px  =  ii  setzt,  wo  nun  ^  den  sogenannten  Äusflußkoeffi- 
zienten  darstellt.  Je  nach  der  Gestalt  der  Öffnung  oder  des  angesetzten 
Mundstückes  hat  ju  verschiedene  Werte,  die  zwischen  0,6  und  0,97 
liegen.  ^) 

Mit  Benutzung  von  (5)  löse  man  die  Aufgabe: 

Wieviel  Sekunden  dauert  es,  bis  der  Wasserspiegel  in  einem  ur- 
sprünglich bis  zur  Höhe  h  cm  mit  Wasser  gefüllten  zylindrischen  oder 
prismatischen  Gefäß  infolge  Ausflusses  aus  einer  im  Boden  befindlichen 
Öffnung  vom  Querschnitt  f  qcm  um  x^  cm  gesunken  ist  und  wie  lange 
dauert  es,  bis  das  Gefäß  leer  ist?  Der  Flächeninhalt  des  Wasserspiegels 
betrage  jPqcm;  g  ist  981  cm/sek^. 

Die  zunächst  gesuchte  Sekundenzahl  t^  wird 

F  /'    dx  2F     r^/^, ■^^x 

fV2gJyh-x  fy2g  « 


1)  H.  Lamb  zeigte,  daß  der  Kontraktionskoeffizient  nicht  unter  0,5  sinken 
kann,  wenn  man  eine  reibungslose  Flüssigkeit  voraussetzt.  Vgl.  H.  Lamb,  Ein- 
leitung in  die  Hydrodynamik,  deutsche  Ausgabe  von  R.  Reiff,  Freiburg  i.  B. 
und  Tübingen  1884,  S.  39—41. 

2)  Näheres  hierüber  findet  man  z.  B.  in  „Des  Ingenieurs  Taschenbuch" 
hrsgg.  vom  akad.  Verein  „Hütte",  21.  Aufl.,  Bd.  1,  Berlin  1911,  S.  277—281,  oder 
bei  J.  Weisbach,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  5.  Aufl.,  Braunschweig 
1870,  S.  968—999. 
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oder 

und  mit  Benutzung  des  Ausflußkoeffizienten  ^ 

Die  Zeitdauer  der  Entleerung  des  Gefäßes  beträo-t 

iFyii  2Fh 


^1  = 


i^fV^g     t^fV^gh 


Würde  durch  entsprechenden  Wasserzufluß  die  Druckhöhe  h  kon- 
stant erhalten,  so  wäre  die  Zeitdauer  T  des  Ausfließens  einer  mit  dem 
Volumen  Fh  des  Gefäßes  inhaltsgleichen  Wassermenge  gegeben  durch 

/i 

J    ufV2gh~  lifV^gli' 
0 

T  ist  also  gleich  \T,. 

17.  Wie  gestaltet  sich  das  Ergebnis  von  Aufg.  16,  wenn  in  der 
Sekunde  von  oben  eine  Flüssigkeitsmenge  Q^  zufließt? 

Jetzt  ist  die  während  des  Zeitelements  dt  stattfindende  Abnahme 
des  Volumens  der  Flüssigkeit  im  Giei''k^Fdx  =  dQ—  Q^dt]  da  ferner  dQ 
nach  (1)  in  Aufg.  16  gleich  fi\df  =  fy2g(h  —  x)dt  ist,  erhält  man 

Fdx  =  fy2g{h  -x)dt-  Q^dt    und    dt  =  ^^'^ 


fy-2g{h-x)-Q, 
somit  bei  Einführung  des  Ausflußkoeffizienten  (i: 


J   iifV2g{h-x)-Q,' 


woraus  mit  Benutzung  der  Substitution  Q^  =  fy2gh  und  mit  Hilfe  von 

z  =  -[-  ^yii  —  X,  z^=  ii^(h  —  x)  die  Gleichung 

+  fi  y  h  —  Xi  +  jLi  ]/a^ 

t^--^^^    C    '^'     -    +^-^     ('(l  +  ^^    \dz 

'         l^'fV^gJz-Vk         ii'fV2gJ     \  z-VkJ 

hervorgeht.    So  ergibt  sich 

Der  Wasserspiegel  sinkt  solange  Q^  <.  ^fY2g(}i  —  x)  ist. 
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18.  Wie  groß  ist  die  Zeitdauer  T^  der  Entleerung  einer  mit  Wasser 
gefüllten,  den  Scheitel  nach  unten  kehrenden  Halbkugel,  wenn  das 
Wasser  durch  eine  im  Scheitel  befindliche 
Öffnung  bei  wagrechter  Lage  der  die  Halbkugel 
begrenzenden  Ebene  ausfließen  soll?  Der  Kugel- 
radius  sei  a. 

Die  Gleichung  des  die  Kugel  durch  Drehung 
um  die  a;- Achse  erzeugenden  Kreises  ist 

daher  wird  (Fig.  32)  F  =  xfrx  und  nach  (5): 


T,= 


tify2g 


J   Ya  —  x 


dx. 


Nach  Einführung  von  a  —  x  =  z,  dx  =  —  dz  erhält  man 


Ti 


—  (a  —  zY 


VJ 


dz  = 


a 

^   r 


2az  —  z^ 


dz 


lify2g  _ 


4  f         2     i 

„  az" -z- 

6  o 


14  a'-nYa 


19.  Ein  Gefäß  habe  die  Gestalt  eines  Rotationsparaboloids,  das  durch 
Drehung  einer  Parabel  um  ihre  vertikal  stehende  Achse  gebildet  wird. 
Das  Gefäß  ist  ursprünglich  bis  zu  einer  Höhe  von  4  dm  mit  Wasser 
gefüllt,  das  durch  eine  im  Scheitel  des  Paraboloids  angebrachte  Öffnung 
von  1  qcm  Querschnitt  ausfließen  kann;  der  Parameter  der  Parabel  sei 
gleich  3  dm.  Man  soU  die  Zeitdauer  T^  der  Entleerung  des  Gefäßes  be- 
stimmen, wenn  pi  =  0,97  gesetzt  wird. 

Die  Gleichung  einer  Meridiankurve  des  Eotationsparaboloids  ist 
hei  Benutzung  des  S.  55  erwähnten  Koordinatensystems  ?/^=  3(4  —  x), 
wenn  1  dm  als  Längeneinheit  zugrunde  gelegt  wird.  Ferner  ist  alsdann 
/=  0,01  qdm,  g  =  98,1  dm/sek^,  daher 


^1  = 


0,97  •  0,01  "j/lGG 


/35t 


(4  —  x)dx 

V'4  — rc 


2« 


0,0097  |/196,2 


{4.-4 


x  =  0 


oder 


0,0097  yi96,2 


20.  Im  Boden  eines  mit  Wasser  gefüllten  Gefäßes  von  der  Gestalt 
«ines  geraden  Zylinders  oder  Prismas  befinde  sich  eine  durch  einen 
Schieber  verschließbare  Öffnung  von  der  Gestalt  eines  Rechtecks,  dessen 
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Seiten  die  Längen  a  und  h  haben.  Der  Ausfluß  des  Wassers  möge  da- 
durch herbeigeführt  werden,  daß  der  Schieber  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit c  längs  der  beiden  Seiten  von  der  Länge  b  weggezogen 
wird;  die  zur  vollständigen  Öffnung  des  Rechtecks  nötige  Zeit  betrage  t^ 
Sekunden,  so  daß  h  =  ct^  ist.  Um  welchen  Betrag  x^  sinkt  der  Wasser- 
spiegel während  dieser  Zeit,  wenn  //  die  ursprüngliche  Druckhöhe  und 
F  der  Flächeninhalt  des  Wasserspiegels  ist?^) 
Nach  (4)  S.  55  ist 

F^  =  fiactV2g{h-x), 

denn  t  <it^  Sekunden,  nachdem  man  begonnen  hat,  den  Schieber  weg- 
zuziehen, ist  die  Bodenöffnung  f  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  a  und  ct. 
Es  folgt  nun 


Ff:^^i-,acV2yJm, 


wo  ^1  =  &  :  c  ist;  daher  wird 

2F{Vh  - 1/^^)  =  ^^-'^^ t,'  =  t^^ ^ 
oder 

4Fyii  -  x^  =  4F1/Ä  -  aa&^i  ^Yg 
und 

21.  In  der  vertikalen  dünnen  Seitenwand  eines  mit  Wasser  ge- 
füllten Gefäßes  von  der  Gestalt  eines  Prismas  befindet  sich  eine  recht- 
eckige Öffnung,  deren  wagrechte  Ränder  vom  Wasserspiegel  um  die 
Strecken  h  und  H  >  h  entfernt  sind ;  die  Breite  des  Rechtecks  sei  h. 
Wie  groß  ist  die  in  einer  Sekunde  durch  die  Öffnung  fließende  Wasser- 
menge Q,  wenn  der  Wasserspiegel  durch  entsprechenden  Zufluß  in  kon- 
stanter Höhe  erhalten  wird? 

Wird  das  Rechteck  in  wagrechte  Streifen  vom  Inhalt  hdx  zerlegt, 
so  fließt  durch  einen  solchen  Streifen,  der  sich  in  der  Tiefe  x  unter  der 
Oberfläche  befindet,  in  einer  Sekunde  die  Wassermenge  dQ  =  nhy2ffx dx ; 
daher  ist  die  in  einer  Sekunde  durch  das  ganze  Rechteck  fließende 
Wassermenge 

Q  =  }ihy2gl  x^  dx  =  y^^V^^9  \^'  -  '' V  • 


1)  Vgl.    D.  Ch.  L.  Lehmann,    300   Aufgaben    aus    der   höhern   und    ange- 
wandten Mathematik,  Berlin  1842,  S.  llü. 
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Wenn  h  =  0  ist,  beginnt  die  rechteckige  Öffnung  schon  in  der 
oberen  Kante  der  betreffenden  Seitenwand  und  bildet  einen  Wandein- 
schnitt oder   Überfall]  es  ist  alsdann 


wo  Ä  den  Flächeninhalt  des  Rechtecks  bedeutet. 

Die  praktische  Anwendung  dieser  Formel  ist  hauptsächlich  durch 
die  Kenntnis  des  Faktors  (i  bedingt.-^)  Wir  erwähnen  nur,  daß  ^  bei 
scharfen  Kanten  der  Öffnung  kleiner  ist  als  bei  abgerundeten  Kanten. 
Die  Zahl  0,41  ist  ein  Mittelwert  von  l  fi. 


§3. 

Uneigentlicke  Integrale. 

b 

Dies  sind  bestimmte  Integrale  lf{x)dx,  bei  denen  entweder  eine 

a 

der  beiden  Grenzen  a,  T)  unendlich  groß  ist,  oder  bei  denen  die  Funk- 
tion fix)  für  einen  innerhalb  des  Integrationsbereiches  gelegenen  Wert 
X  =  m  unendlich  groß  wird.    Hier  gelten  folgende  Regeln: 

1.  Die  Funktion  f{x)  sei  in  dem  Integrationsgebiete  eindeutig,  end- 
lich und  stetig,  aber  eine  der  beiden  Integrationsgrenzen  sei  unendlich 
groß,  oder  die  eine  sei  -|-  oo,  die  andere  —  oo.  Alsdann  gilt  die  Defi- 
nition: 


/  f{x)  dx  =  lim  j  fix)  dx , 


vorausgesetzt,  daß  das  Differential  fix)dx  bis  zu  jeder  Grenze  6  >  a 
integrierbar  ist  und  das  Integral  für  lim  &  =  oo  wirklich  einem  be- 
stimmten Grenzwert  zustrebt.  Man  kann  dies  auch  so  fassen:  Es  be- 
steht die  Gleichung 


ff{x)dx  =  [F{x)l 


falls  die  Funktion  Fix)  für  x'^a  die  Ableitung  fix)  hat  und  der  Grenz- 
wert lim  Fix)  existiert. 


Unter  den  analogen  Voraussetzungen  ist 

b  b 


I  fix)  dx  =  lim     /  f(x)  dx 


1)  Vgl.  hierzu  Ph.  Forchheime r,  Hydraulik,  in  der  Enzyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen,  Bd.  IV  Me- 
chanik, 3.  Teil,  Leipzig  1901—1908,  S.  409  ff. 
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und 

ao  h 

,-i  ,  i 

/  fix)  dx  =  lim     /  f{x)  dx 


6  =  +  oo 
a=  — 00 


für  lim  h  =  -T  oo  und  lim  a  =  —  oo . 

Der  Grenzwert  muß  hierbei  unabhängig  sein  von  der  Art,  wie  a 
und  &  nach  oc  bzw.  —  oc  konvergieren,  insbesondere  kann  man  erst 
h  nach  +  oo  und  dann  a  nach  —  oo  streben  lassen,  oder  umgekehrt. 

2.  Wird  die  Funktion  f{x)  für  eine  der  beiden  Integrationsgrenzen 
oder  für  beide  Grenzen  unendlich  groß,  so  kann  dennoch  das  Integral 
einen  endlichen  Wert  haben.  Wird  z.  B.  /'(fej  =  +  oo  und  ist  s  eine  be- 
liebig kleine  positive  Größe,  so  definiert  man  das  Integral  folgender- 
maßen : 

h  b-c 

(x)  dx  =  lim  J7(^)  f^^  =  lim  F{b  -  e)  —  F{a). 


ff(^ 


Wird  f{a)  =  +  oo ,  so  ist 
b  h 

ff{x)  dx  =  Hm     ff{x)  dx  =  F{h)  -  lim  F{a  +  e). 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  F{x)  im  a-^x<.h  bzw.  für  a  <  a:  ^  & 
die  Ableitung  f{x)  hat  und  die  Grenzwerte  lim.  Fih  —  s)  und  \imF{a-[-s) 
existieren.  *^"  *^° 

3.  Wird  die  Funktion  fix)  für  einen  zwischen  a  und  h  gelegenen 
Wert  X  =  in  unendlich  groß,  so  definiert  man  das  Integral  durch  die 
Gleichung 

ö  m  —  d  b 

ff(x)  dx  =  \\mff{x)  dx  +  lim    ff{x)  dx, 

WO  8  und  6  beliebig  kleine  positive  Größen  bezeichnen. 

Man  erhält  keinen  bestimmten  Wert,  faUs  die  beiden  Integrale  der 
rechten  Seite  keinen  Grenzwert  haben;  es  kann  aber  eintreten,  daß  für 
£  =  (pid),  wo  (fid)  eine  eindeutige,  stetige  und  mit  ö  nach  NuU  kon- 
vergierende Funktion  ist,  die  Summe  der  beiden  Integrale  einen  im  all- 
gemeinen von  der  Wahl  der  Funktion  (piß)  abhängigen  Grenzwert  hat. 
Insbesondere  heißt  der  für  e==  ö  auftretende  Grenzwert  nach  A.  Cauchy 
der  Hauptuert^)  des  vorgelegten  Integrals  (vgl.  Aufg.  9  u.  10,  S.  03 f.). 
Integrale,  die  in  der  eben  beschriebenen  Art  unbestimmt  sind,  werden 
nach  Cauchy  als  singidär^')  bezeichnet.    Auch  bei  den  in  Kegel  1  be- 

1)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  Bd.  12  ,cah.  19  ,  Paris  1823,  S.  572—573; 
CEuvres,  Bd.  1  der  2.  Serie,  Paris  1905,  S.  335—336;  Memoires  presentes  par  divers 
savants  ä  l'academie  royale  des  sciences  Bd.  1,  Paris  1827,  S.  687  [1814];  (Euvres, 
Bd.  1  der  1.  Serie,  Paris  1882,  S.  402. 
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trachteten  Litegralen  mit  den  Grenzen  +  oo  und  —  oc  können  solche 
Unbestimmtheiten  auftreten. 


1.  Den  Flächeninhalt  F  der  Kurve  ii  =  --;  für  das  Intervall  von  x  =  a 


Beispiele 
er  Kurve  ij  = 
bis  a;  =  oo  zu  bestimmen;  hierbei  sei  a  eine  positive  Größe. 

90 

J     X^  Lxjx  =  a  a 

a 

2.  Die  gleiche  Aufgabe  für  die  gleichseitige  Hyperbel  t/  =  — 

00 

Hier  wird  F  =  1  — dx  =  [bi  xj^  unendlich  groß,  das  Integral  hat 

a 

keinen  endlichen  Grenzwert. 

so 

/'dx 
—^,  wo  a  >  0  und  n  =1=  1  sei^ 


einen  endlichen  Grenzwert 

? 

J  = 

Vx^--- 

00 

a 

[^'"1 

a 
1  —  n 

1 

_1  —  "_ 

_1  —  n^x  =  x 

{n- 

-!)«"-' 

Man  erkennt,  daß  w  >  1  sein  muß. 


r  dx  _  !_ 

I  ^x  ~  12 


■  y 

4 


e  J'dx 

5.  /  ^-^  =  oo 


/dx  
]^~ 

6.  Man  bestimme  den  Flächeninhalt  F  der  Kurve  xy^  =  h^  für  das 
Intervall  von  x  =  0  bis  x  =  h. 

h 

F  =  I     —  dx.    Hier  wird  der  Integrand  für  die  untere  Grenze  un- 

0 

endlich  groß;  nach  Regel  2,  S.  61,  ist  daher 

6 

J  =  lim  f-^  dx  =  2l-(yb  -  lim yi)  =  2Z:]/ö  . 
t=oJ  yx  f=o 

7.  Wie  groß  ist  der  Flächeninhalt  F  der  Kurve  x'ij^  =  Jc^  für  das 
Intervall  von  x  =  —  a  bis  x  =  h,  wo  a  und  h  positive  Größen  sind? 
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Nach  Regel  3,  S.  61  ist 

-d  h 

F  =  lim  I  ^-^  dx  +  lim  1  ,  _  dx 

—  a  c 

=  U{limY-d  -  |/=^  +  V^  -  limV«}  =  3yt(Vä  ^■  |/t). 

h 

8.  Für  -welclie  positiven  Werte  Ton  n  hat    1  ^ — ^-r^ ,  wo  ?<  >  a  und 

a 

'>i  =4=  1  sei,  einen  endlicJicn  Grenzwert? 
Hier  wird 

b-s 


J  =  Km   / = 1  lim ^ ■ \ 


Man  erkennt,  daß  w  <  1  sein  muß,  und  zwar  wird  alsdann 

1  1 


J  = 


1_„     (ö  —  a)"-^ 


9.   Warum  hat    /  —  keinen  bestimmten  Wert? 

X 


ß. 

-1 

Da  der  Integrand  im  Integrationsbereich  unendlich  groß  wird,  hat 
man  Regel  3,  S.  61  anzuwenden.  Hiernach  ist  bei  Anwendung  von 
Regel  7,  S.  2 f.  und  mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  daß  in  dem 
ersten  der  beiden  folgenden  Integrale  x  negativ  ist; 

-<r  1 

J  =  lim    /         +  lim   1         =  lim  In  d  —  In  1  +  In  1  —  lim  In  e 

d  =  oJ     ^  f  =  oJ     ^         6  =  0  f  =  0 

—  1  e 

oder  J  =  lim  In  ö  —  lim  Inf,  und  dieser  Ausdruck  ist  unbestimmt,  denn 

ci  =  0  f  =  0 

d  und  £  müssen  voneinander  unabhängig  nach  Null  streben,  das  vor- 
gelegte Integral  ist  singulär.  Für  €  =  Ö  erhält  man  den  Cauchyschen 
Hauptwert  des  Integrals,  nämlich  Null. 

00 

10.   Man  zeige,  daß    1    5 1   i  ^i^  singuläres  Integral  ist. 

—00 
Nach  Regel  I,  S.  60  f.  ist 

J  =  lim    Hff^'l  +  lim  T-^^  =  -  lim  In  (a^  -f  1)  +  lim  In  (ft^  +  1)  ^ 
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ein   unbestimmter  Ausdruck.     Für  b  ^  a  erhält  man   den  Hauptwert 
lim  In    ^  T  ^ ,  der  ffleich  Null  ist,  denn    ,  ;    -  wird  auch  für  ein  unend- 

«=00         «'+1'  ^  '  «-+1 

lieh  großes  a  der  Einheit  gleich.  Vgl.  Teil  I,  Fig.  84,  S.  187. 

00 

/'      dx 
,  wo  a  >  0,  6  >  0  und  w  >  1  sei. 
iax+bT' 
0 

Die  Substitution  ax  -\-  b  =  s  ergibt 


*^  J    z^  a(w  — 1 


-  lim 

)  c  =  oo 


(n  — l)afe"-^ 


§4. 

Integration  der  Exponentialfunktion  nnd  des  Logarithmus. 

Methode  der  teil  weisen  Integration  (Integration  nach  Faktoren). 

1.    Durch  Umkehrung   der  entsprechenden   Differentiationsregeln 
erhält  man: 


In  a  "locr  a 


und 


j  edx  =  6"  +  C. 


2.  Die  Methode  der  teilweisen  oder  partiellen  Integration  läßt  sich 
durch  die  Formel 

J (p{x)xl)'{x)dx  =  (p{x)'(p{x)  —  j^{x)  (p'{x)dx 

darstellen,  oder  wenn  (p(x)  =  u,  t'{x)  dx  =  dv  gesetzt  wird,  durch  die 
Formel  ^  ^ 

judv  =  uv —  ivdu. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  setzt  natürlich  voraus,  daß  das  zu 
dv  gehörige  Integral  bekannt  und  /  v  du  leichter  zu  bestimmen  ist  als 

das  vorgelegte  Integral  ludv. 

Wenn  diese  Methode  als  partielle  Integration  bezeichnet  wird,  so 
bildet  ihre  Formel  doch  nicht  die  eigentliche  Umkehrung  der  Formel 
für  die  partielle  Differentiation.  Vielmehr  wird  diese  Umkehrung  in  der 
Schreibweise  von  M.  Brendel^)  durch 

/  /"(wj  v)dx  =  I  f(u,  v)dx  —  I  I  ö-  /  f{u,  v)  dx  |  dv 


1)  Mathematische  Annalen  Bd.  55  (1902),  S.  248 flf.  und  S.  599. 
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dargestellt,  wo  u  und  v  Funktionen  von  x  sind  und  der  Akzent  am  Inte- 
gralzeichen andeutet,  daß  bei  der  Integration  r  als  Konstante  anzusehen 
ist.  Im  Grunde  findet  sich  diese  Formel  schon  bei  J.  Bertrand ^)  und 
bei  J.  Worpitzky");  dieser  schreibt  sie  in  der  Gestalt 

J  f{u,  x)  dx  =1  flu,  x)cx-J  [  j^j  f{u,  x)  cx\^  "  dx . 

Für  f{u,  x)  =  u  ■  F{x)  geht  sie  in  die  Formel  für  den  besonderen 
FaU  über,  der  gewöhnlich  als  teilweise  oder  partielle  Integration  be- 
zeichnet wird  und  nach  dem  Vorschlage  von  N.  J.  Hatzidakis^)  besser 
als  „Integration  nach  Faktoren"  zu  bezeichnen  wäre. 


Beispiele. 

a'^^dx  =  a^  \  a' dx  =  ~. 

2.  Wie  groß  ist  die  Fläche  F  der  Kurve  y  =  a^  für  das  Intervall 
von  X  =  0  his  x  =  x-^'i 
Man  findet 

^  =  "?  ~  ^  =  n— -  =  (^1  -  1 )  St , 

In  a  In  a  ^^^         ' 

wo  St  =  1  :  In  a  die  bei  der  Kurve  y  =  a'  konstante  Länge  der  Sub- 
tangente  bedeutet  (vgl.  Teil  I,  S.  67,  Aufg.  5).  Für  a  =  e,  wo  e  die  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  wird  F=y^ —  1. 


dx  =  —i —  ■ 
n  In  a 


3.  ja''' 

4.  Jxe^dx. 

Setzt  man  x  =  u,  e^dx  =  dv,  so  ergibt  die  Methode  der  teilweisen 
Integration 

J  =  xe''  —  I  e'dx  =  e'{x—  1); 
insbesondere  wird 


J  xe'dx  = 

0 

fx^e'dx. 


1)  Traite  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  Bd.  2,  Paris  1870,  S.  10—11. 

2)  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integrahechnung,  Berlin  1880,  S.  73— 74; 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  23  (1878),  S.  407—408. 

3)  Mathematische  Annalen,  Bd.  57  (19ü3),  S.  134—136. 

Dingeldey:  Differential-  u.  lutegralreohnung.  II.  5 
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Hier  ist   die  Methode   der   teilweisen  Integration  zweimal  anzu- 
wenden.   Man  erhält 

J-  =  a;V  -fix e^ dx  =  {x^  —  2x  +  2)e\ 

6.  flnx-  dx. 

Für  hxx  =  u,  dx  =  dv  ergibt  Regel  2,  S.  64: 

J  =  xlax  —  j  dx  =  x{hi  X  —  1)-^ 
insbesondere  wird 

2 

(\nxdx  =  21n2  —  1. 

7.  I  Inx" dx  ^  n  i  Inxdx  =  nx{\nx—l). 

8.  I  x^lnxdx  =  Y^^^^^  — -  j  x^dx  =  -j^^^^^  — 9" ^^• 

9.  I x''\nxdx  =  ^r^x''  +  ^\nx  —  , — ^T^2^"^^     w  H=  —  1- 

1 

10.      jx''\nxdx,      wo  w  >  0  sei. 

♦. ' 

0 

Hier  wird  nach  Regel  2,  S.  61: 
J  =  lim   j  x"  '        ^ 


\n  X  dx  =-  —  -, — r—ri  —  lim 


^n  +  l 


W  +  1  («  +  1) 


und  wenn  man  beachtet,  daß  lim  (s  In  «)  =  0  und  w  >  0  ist,  folgt 

j  =  0 

J=- 


{n  +  iy 

11.  n^^dx. 

Nach  der  zweiten  Formel  in  Aufg.  8,  S.  50  wird  J'=Y(lna:)^ 
12.  \  ^—^^^-^dx,     lna;  =  ^,     —dx  =  dz, 

J  =  j  \nsdz  =  ^(In^— 1)  =  In  a;{ln(lna;)  —  1 } 


Flächeninhalt  der  Kettenlinie. 


67 


13.  Wie  groß  ist  der  Flächeninhalt  F  der  Kurve  tj  =  e~""  für  das 
Intervall  von  x  =  0  bis  rc  =  +  c»?    Hierbei  sei  m  >  0. 

F  =  lim   /  ß- "» ^  dx  =  —  —  lim  e-  '"*  +  —  =  -^  • 


:J 


Das  Integral  bat  nur  für  m  >  0  einen  endlichen  AVert:  bei  nega- 
tivem m  würde  i*' zugleich  mit  der  oberen  Grenze  unendlich  groß  werden. 

14.  Die  hyperbolischen  Funktionen  ßoj  x  und   Sin  x  sind   durch 
die  Formeln 

(So j  X  =\ (e"^  +  e- ■'■  ]     und     ©in  a;  =  -|- (e^  —  e" ^) 

definiert.  Unter  Beachtung  der  Tatsache,  daß  die  Ableitung  je  einer 
dieser  beiden  Funktionen  die  andere  ergibt  (vgl.  Teil  I,  S.  7  und  8, 
Aufg.  6),  mache  man  sich  klar,  daß 

/  Soj  xdx  =  ©in  x    und     /  ©in  x  dx  =  ßoj  x 

15.  Den  Flächeninhalt  F  der  Kettenlinie 

^  =  f  (e'«  +  e~^)  =  m  (Sof  (^) 

für  das  Intervall  von  x^  bis  x.2,  wo  0  <  a;i  <  2^2  ^^^i  ^^  bestimmen. 
Hier  ist 

Xo 

F  =  m/60!  (^)  rfx  =  „.' [Sin  (f )]":;, 
wofür  mit  Anwendung  der  Beziehung  ^0]^  x  —  ©in^jc  =  1  auch 


ist. 


F  =  m' 


y^o^'{^)-^]l=^n[y^/-^'Z 


=  m Yi/^^  —  m^—  m YVi  ~ 


m' 


gesetzt  werden  kann.    Dabei  sind  j/i^yo  die  zu  den  Abszissen  Xu^g  ge- 
hörigen Ordinaten. 

Man  beachte,  daß  ein  mit  F  inhalts- 
gleiches Rechteck  sofort  konstruiert  werden 
kann,  wenn  die  Kettenlinie  und  das  Koordi- 
natensystem gezeichnet  vorliegt;  denn  ein 
mit  2/1  als  Radius  um  den  Scheitel  S  der 
Kettenlinie  (Fig.  33)  beschriebener  Kreis- 
bogen trifft  die  positive  a:- Achse  in  einem 
Punkte  ij,  so  daß  OXi=l/^i^— w^  ist. 
Analog  wird  0L.2=  Yy./  —  m'^,  das  Rechteck 
mit  den  Seiten  OS  =  m  und  Z,  L.^  ist  daher 
mit  der  Fläche  der  Kettenlinie  inhaltsj^leich. 
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16.  Mit  Benutzung  der  Formeln 

^o\2x  =  (io]^x-\-(Bitt^x=  1  -\- 2  (Bin^  X  =  2  ^o\^  X  -  1 
beweise  man  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen: 

J<Bin^xdx  =-^©tn  2x  —  Ix  =  ^CBin x (E,d\ x  —  x) 
und 

J^o\^xdx  =^@in  2x  i-^x  =  j- {^Bin  x  Q,o\  x -{- x) . 

17.  ({Inxydx,     \nx  =  s,     x  =  e'- 

J=ß^e'dz  =  {(ln:r)2-  21na:  +  2]x, 
nach  Aufg.  5. 

Mit  Hilfe  der  Formel  in  Aufg.  8,  S.  50: 

f^  dx  =  In  f(x) 
J     fix)  '      ' 

sind  die  beiden  folgenden  Aufgaben  zu  erledigen: 
18 


und 

19. 


/  ^V"  dx  =  \n{f  -{-a)  +  In  c  =  lu  \c{e'=  +  a)] 
i^  =J  ^  =1^(1^^:)  +  Inr  ^  In  (c\nx). 


20.  Man  beweise  die  Formel 

Juv^"-^^hlx  = 

die  eine  "V  erallgemeinerung  für  die  Methode  der  teilweisen  Integration 
(Regel  2,  S.  64)  darstellt. 

Es  ist 

Cuv^^  +  ^^dx   =uv^"^        —Ju'v^"hlx, 

Juv^^'^dx       =M''y("-i)  —  lii"v^"-'^^dXf 

fu'v^^-'^ dx  =  m"v("- 2)  -ßi"'vi—^) dx, 


Cu^'"H'dx      =w(")v       —  fii^^-^^hdx. 

Werden  diese  Gleichungen  abwechselnd  mit  +  1  und  —  1  multi- 
pliziert und  dann  zueinander  addiert,  so  folgt  sofort  die  zu  beweisende 
Formel. 
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21.  Ist  fix)  eine  ganze  Funktion  w*®"  Grades,  so  besteht  die  Formel 

fe-^f{x)  dx  =  -  e--{f{x)  +  f\x)  +  f'\x)  +  •  •  •  +  f^''\x)], 

die  durch  mehrfach  wiederholte  Anwendung  der  teilweisen  Integration 
zu  beweisen  ist.    Insbesondere  folgt: 

fe-='x"dx  =  —  e-''{x"  +  nx"-'^+n{n—\)x^-^^ Vn{n—\)--?>-2x+n\] 

=  -,2!{l+:r  +  ^,  +  ...  +  ^^^-^+-)e-. 

22.  Auf  dieselbe  Art  beweist  man:    Ist  f(^x)  eine  ganze  Funktion 
n^^^  Grades,  so  gilt  die  Formel 

und  insbesondere 

Je'x-dx  =  (-iyn\[l  -  o;  +  f-J  -  f'  +  .  .  .  +  (-l)»^"}e-. 

Die  Ergebnisse  von  Aufg.  21  und  22  erhält  man  auch  sofort  mit 
Hilfe  der  in  Aufg.  20  bewiesenen  Formel. 

oc 

23.  J x^e~''  dx.         x'^ -=  z,     xdx  =\dz, 

00 

J==  \fz e-- dz  =  -  \[ze-^  +  e-X^,  =  \(x,^  +  l)e- V. 

24.  Man  zeige,  daß 

jx"^  e^""  dx  =  n\ 

0 

ist,  falls  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 
Durch  teilweise  Integration  folgt 

J  =  —  [^"e-^]*+  njx"-^e-''dx. 

0 

Hier  ist  nun  lim  —  =  0,   wie  leicht  gezeigt  werden  kann  (Teil  I, 

x  =  oc    ' 

S.  71—72,  Regel  1),  daher  wird 

00 

J  =  nj  x"~^  e'""  dx, 


70  §  •i-    Integration  der  Exponentialfunktion  und  des  Logarithmus, 

woraus  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel 

so 

J=  nl  I e'"^ dx  ==  w! 

0 

hervorgeht. 

25.  Unter  Radioaktivität  versteht  man  nach  Frau  P.  Curie  die 
Fähigkeit  gewisser  Substanzen  ohne  Zufuhr  äußerer  Energie  sogenannte 
BecquerelstraMen  auszusenden,  d.h. unsichtbare  Strahlen,  die  auf  die  photo- 
graphische Platte  wirken,  in  gewissen  kristallinischen  Substanzen  Fluores- 
zenz erregen  und  einen  elektrisch  geladenen  Körper  entladen,  indem  sie 
das  Gas,  z.  B.  die  Luft,  in  der  sich  der  Körper  befindet,  ionisieren,  d.  h. 
zu  einem  Leiter  der  Elekti"izität  machen.  H.  Becquerel  entdeckte  die 
nach  ihm  genannten  Strahlen  bei  dem  Element  Uranium  und  dessen 
Verbindungen,  Frau  Curie  und  unabhängig  von  ihr  G.  C.  Schmidt 
fanden  Strahlen  mit  solchen  Eigenschaften  auch  bei  TJioriumverbin- 
dungen,  das  Ehepaar  Curie  bei  den  neu  entdeckten  Elementen  JRadium 
und  Polonium-^  auch  das  von  Debierne  gefundene  Aktinium  ist  in 
diesem  Zusammenhang  zu  nennen.  ■'^) 

Ein  Maß  der  Radioaktivität  verschiedener  Substanzen  ist  die  in 
Ampere  anzugebende  Stärke  des  elektrischen  Stromes,  der  eine  durch 
die  radioaktiven  Substanzen  leitend  gemachte  Luftschicht  bei  übrigens 
gleicher  Versuchsanordnung  durchfließt.  Die  Stärke  der  Ströme,  um 
die  es  sich  hier  handelt,  ist  äußerst  gering,  es  kommen  Stromstärken 
von  10"^^  bis  10~^  Ampere  in  Betracht.^) 

Man  nimmt  zurzeit  an,  daß  sich  die  radioaktiven  Substanzen  in 
einem  Umwandlungsprozeß  befinden;  ein  Teil  dieses  Prozesses  besteht  in 
der  Aussendung  von  Strahlen  verschiedener  Gattung  mit  merkwürdigen 
Eigenschaften.  Ein  Umwandlungsprodukt  des  Radiums  ist  ein  Gas,  die 
Madiumemanation.  Die  Aktivität  dieses  Gases  ist  aber  sehr  unbeständig, 
weil  sich  jede  radioaktive  Substanz  ebenso  wie  diese  Emanation  allmählich 
umwandelt  oder  zerfäUt,  die  eine  rascher,  die  andere  langsamer.  Dieser 
Zerfall  geht  derart  vor  sich,  daß  die  Abnahme  -  dN  der  Anzahl  der 
Atome,  die  während  des  Zeitelements  dt  erfolgt,  der  Zahl  der  noch  vor- 
handenen Atome  proportional  ist.  Es  besteht  daher  eine  Gleichung  von 
der  Form 
(1)  -dJSf=lNdt, 

1)  Näheres  über  Radioaktivität  findet  man  z.  B.  in  den  folgenden  Schriften: 
J.  J.  Thomson,  Elektrizitäts-Durchgang  in  Gasen,  deutsche  Ausgabe  von  E.  Marx, 
Leipzig  1906;  E.  Rutherford,  Radioaktive  Umwandlungen,  übersetzt  von  M. 
Levin,  Braunschvreig  1907  (Heft  21  der  Sammlung  „Die  Wissenschaft");  W. 
Frommel,  Radioaktivität,  Leipzig  1907  (Nr.  317  der  Sammlung  Göschen);  Bei- 
trag von  E.  Dorn  über  Radioaktivität  zu  V.  Kohlrausch,  Lehrbuch  der  prak- 
tischen Physik,  11.  Aufl.,  Leipzig  und  Berlin  1910,  S.  630—660;  Frau  P.  Curie, 
Die  Radioaktivität,  deutsche  Ausgabe  von  B.  Finkelstein,  Leipzig  1911. 

2)  Frau  P.  Curie  a.  a.  0.  1.  Teil,  S.  75—76. 
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wo  l  eine  der  betreffenden  Substanz  eigentümliche  Konstante,  die  so- 
genannte radioüMiie  Konstante  ist. 

Was  folgt  nun  aus  dieser  Gleichung  für  die  Zahl  N  der  zur  Zeit 
t  noch  vorhandenen  Atome,  wenn  deren  Anzahl  zur  Zeit  ^  =  0  «rleich 
Nq  war? 

Aus  (1)  folgt 

(2)  j^^-xjdt     oder     ln.Y=-A^  +  c, 

und  hier  ist  die  Konstante  c  unter  Rücksicht  auf  die  Tatsache  zu  be- 
stimmen, daß  zu  ^  =  0  der  Wert  N=Nq  gehört:  daher  wird  c  =  In  JV^  und 

(3)  hi^=-Xt     oder     N  =  N^e-''. 

Besonders  wichtig  ist  hier  die  Zeit  t  =  T,  während  deren  die  Zahl 
der  Atome  auf  die  Hälfte  sinkt;  zu  ihrer  Bestimmung  muß  N:Nq=\'.2 
sein,  daher 

(4)  ylT  =  ln2     und     T  =  4- In  2  =  ^^^^■ 

Man  nennt  T  die  Halbwertszeit  oder  Zerfallperiode.  Für  die  Radiura- 
emanation  ist  T  =  3,85  Tage  uod  l  =  2,084  ■  10"^,  wenn  man  T  in  Se- 
kunden ausdrückt. 

2Q.  Es  sei  Nq  die  Anzahl  der  zur  Zeit  ^  =  0  vorhandenen  Atome 
einer  radioaktiven  Substanz;  zur  Zeit  i  sind  dann  nach  Aufg.  25  infolge 
des  Zerfalls  nur  noch  N  =  NQe~^-'  Atome  vorhanden.  Wie  groß  ist 
hiernach  die  mittlere  Lebensdauer  eines  Atoms? 

Die  Anzahl  der  während  des  Zeitelements  dt  zerfallenden  Atome 
ist  gleich  dem  absoluten  Werte  von 

dy=  -  N^Xe-'''dt  =  —  XNdt, 

sie  ist  also  ?.Ndt]  so  viele  Atome  haben  daher  während  der  Zeitdauer 
t  bestanden.  Zur  Bestimmung  der  mittleren  Lebensdauer  muß  man  für 
alle  Werte  t  des  Intervalls  von  t  =  0  his  t  =  <x>  die  Zahl  der  Atome, 
die  während  der  Zeit  t  bestanden  haben,  mit  t  multiplizieren  und  die 
Summe  dieser  unendlich  vielen  Produkte  durch  die  Anzahl  Nq  der  ur- 
sprünglich vorhandenen  Atome  dividieren.  Bezeichnet  man  die  mitt- 
lere Lebensdauer  mit  0,  so  wird  demnach  mit  Rücksicht  auf  (3): 

0  =  -^  A  •  XNdt  =  ^  ftN^e-^^dt, 

und  hierfür  findet  man  nach  Aufg.  24  den  Wert  1  :  A.^) 

1)  Vgl.  S.  387 — 388  von  Bd.  1  der  vorhin  genannton  deutschen  Ausgabe  des 
Werkes  von  Frau  P.  Curie. 
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Bei  der  Radiumemanation  war  l  =  2,084  •  lO'^sek,  daher  ergibt 
sich  für  sie  0  =  10« :  2,084  Sekunden  =  5,552  Tage  =  133,26  Stunden. 

27.  Nach  der  kinetischen  Gastheorie  sind  die  Moleküle  eines  Gases 
absolut  elastische,  durch  Zwischenräume  voneinander  getrennte  Körper- 
chen, die  sich  fortwährend  in  geradliniger  Bewegung  nach  den  verschie- 
denen Richtungen  des  Raumes  befinden,  und  zwar  ändert  ein  Molekül 
die  Größe  und  Richtung  seiner  Geschwindigkeit  erst  dann,  wenn  es 
gegen  eine  feste  Wand  stößt  oder  andere  Moleküle  trifft.  Befinden  sich 
in  der  Volumeinheit  n  Moleküle  eines  Gases,  so  ist  die  Anzahl  derjenigen 
unter  diesen  Molekülen,  deren  absolute  Geschwindigkeit  einen  zwischen 
u  und  w  +  du  gelegenen  Betrag  hat,  nach  dem  „VerteilungsgesetB  von 
Maxivell"^)  durch  die  Formel 

u- 

(V)  dn  =  — —e    "'-u^du 

gegeben,  in  der  c  eine  von  der  Temperatur  des  Gases  abhängige  Kon- 
stante bedeutet. 

Man  soll  nun  aus  (1)  die  mittlere  Geschwindigkeit  w^  der  Gasmole- 
küle bestimmen. 

Der  Mittelwert  aller  Geschwindigkeiten  ergibt  sich,  wenn  man  jede 
Geschwindigkeit  ii  mit  der  ihr  zugehörigen  Anzahl  dn  multipliziert,  aUe 
diese  Produkte  addiert,  d.  h.  über  udn  von  u  =  0  bis  ?^  =  oo  integriert, 
und  dieses  Integral  durch  die  Anzahl  n  der  Moleküle  dividiert. 

J!dan  erhält 

du 


(2) 

^m  = 

4 
0 

[■u^e 

oder  mit  Hilfe 

von 

Aufg. 

23: 

(3) 

w^  = 

2c 

In  einer  späteren  Aufgabe  (§  13,  Aufg.  18)  wird  gezeigt,  in  welcher 
Weise  die  Größe  c  von  der  gesamten  kinetischen  Energie  T'  der  n  Mo- 
leküle abhängt. 


1)  Philosophical  Magazine  (4)  Bd.  19  (1860),  S.  22—24;  The  scientific  papers 
of  J.  C.  Maxwell,  Bd.  1,  Cambridge  1890,  S.  380—381.  Eine  andere  Ableitung 
gibt  Maxwell  im  Philos.  Magazine  (4)  Bd.  35  (1868),  S.  186—188;  The  scientific  Pa- 
pers, Bd.  2,  Cambridge  1890,  S.  44 — 46.  Vgl.  auch  R.  Clausius,  Die  mecha- 
nische Wärmetheorie,  3.  Bd.:  Die  kinetische  Theorie  der  Gase,  herausgegeb.  von 
M.  Planck  und  C.  Pulfrich,  2.  Aufl.,  Braunschweig  1889—1891,  S.  39—40.. 
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§5. 

Aufgaben,  die  sicli  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  bestimmten  Integrale  beziehen. 

1.  Man  soll  zeigen,  daß  das  bestimmte  Integral 
(1)  ff{x)dx 

durch   die   Substitution   x  =  x^ -{- 2 {x^  —  x^)   in   ein   anderes   mit   den 
Grenzen  üund  1  und  mit  z  als  Integrationsveränderlicher  überführbar  ist. 
Für  x  =  x^  wird  z  =  0,  für  x  =  x^  wird  ^=  1 ;  da  ferner  dx  =  {x.2—Xy)dz 
ist,  folgt 

Jf{x)  dx=  {x^  -  x^)Jf[x^  +  ^iXi  -  x^)]dz. 

Xi  0 

2.  Das  Integral  (1)  soU  durch  die  Substitution  x  ^  pz  -\-  q  m  ein 
anderes  übergeführt  werden,  das  an  Stelle  von  x^  und  x^  die  Grenzen  ^^ 
und  z.^  hat.    In  welcher  Weise  hängen  p  und  q  von  x.^,  x.2,  z^  und  z^  ab? 

Aus  x^  =  pz^  +  q,  x^  =  p^2  +  Q  ^o^o*' 


^^  =  7"— 7";       ^=    '   * 


JUt     Za  '        3Ca  Z-\ 


■1  ~1  ^2  ^l 

daher  wird 

„ v^i       ^1 )  ^  ~r  -^i  ■^a       "^8  ^i  ^       -^1    ^       ■^i 

X  —  ,  —  • 

Sollen  insbesondere  die  neuen  Grenzen  z^  =  —  1,  z^^  -\-  1  sein,  so 

hat  man  ,  x     .         , 

_  (a,  —  a;,)g  +  a;,+a;, 

^~  2  ' 

3.  Die  Richtigkeit  der  Gleichung 


ff{x)dx  =1  f{a  ■}-  b  —  x)dx 


mit  Hilfe  der  Substitution  a;  =  a  +  &  —  ^zu  beweisen. 
Hier  ist  dx  =  —  dz,  daher 

6  ab 

ff(a  -{-h-x)dx  =  -ff{z)dz  =ff(z)dz. 

a  b  a 

b 

Da  f  f(z)dz  ein  bestimmtes  Integral  ist,  sein  Zahlenwert  also  von  z  völlig 

unabhängig   ist,   kann  statt  z  gerade   so   gut   der  Buchstabe  x  gesetzt 
werden,  womit  alsdann  die  vorgelegte  Gleichung  bewiesen  ist. 
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4.  Mit  Hilfe  des  Ergebnisses  von  Aufg.  3  mache  man  sich  klar,  daß 
folgende  Formeln  gelten: 

(1)  ff{x)dx  =ff{h  -  x)dx, 

0  0 

6  6 


(2)  ff{x)  dx  -=ff{-  x)  dx, 

-b  -b 

1  1 

(3)  ff(s'mx)dx=-Jf(co8x)dx, 

0  0 

1  1 

(4)  //"(%  ^)  ^^  ==//"(cot  x)dx, 

0  0 

7t 

(5)  / /"(sin  x)  cos  xdx  =  0, 

0 

1  1 

(6)  fx'''{l—xydx=jx''{l—xYdx. 

0  0 

5.  Man  beweise  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

1 

71  2 

jfU\n.x)dx  =  2  I f(smx)dx. 

0  0 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

1 

-:r  7t 

7t  2  71 

j  /"(sin  x)dx  =  I  /"(sin  x)dx  -\- 1  /"(sin  x)  dx 

0  0  1* 

genügt  es  zu  zeigen,  daß 

1 

j  f(smx)dx     gleich    Jf(ainx)dx 

1  0 

ist.   Dies  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  7t  —  s,  denn  sie  führt 

1 

-W  7t 
7t  2 

f  f(sinx)dx      in      j  f(smz)  ds 


1 
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über,  oder  wenn  man  den  Buchstaben  z  durch  x  ersetzt,  in 

1 

jf{sinx)  dx. 

0 

6.  Die  Funktion  fix)  ist  bekanntlich  eine  gerade  Funktion,  wenn 
sie  der  Gleichung  f(x)  =  /"(—  x)  genügt,  während  für  eine  ungerade 
Funktion  die  Gleichung  f{x)  =  —  /"(—  x)  besteht  (vgl.  auch  Teil  I,  S.  Gj. 
Man  soll  nun  beweisen: 

Für  eine  gerade  Funktion  f{x)  ist 

a  a 

Jf{x)dx  =  2ff{x)dx, 

—  a  0 

für  eine  ungerade  Funktion  f(x)  ist 

a 

ff{x)dx  =  0. 

—  a 

Dies  folgt  mit  Hilfe  von 


ff{x)  dx  =ff{x)  dx  +ff{x)  dx. 

—  a  0  —a 

Ersetzt  man  im  zweiten  Integral  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  x 
durch  —  X,  so  wird 

0  0  a  a 

jf{x)dx  =  —jf{—  x)  dx  =Jf(.—  x)dx  =  ±Jf{x)  dx, 

—  a  a  0  0 

wo  beim  letzten  Integral  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nach- 
dem f(x)  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  ist. 
7.  Ebenso  folgt  leicht  die  Formel 

a  a 

ff(x)  dx  =/{  f(x)  +  f(-  x) }  dx. 

-a  0 

§6. 

Die  trigonometrischeu  und  zyklometrischen  Funktionen. 

Durch  Umkehrung  der  entsprechenden  Differentiationsregeln  erhält 


man: 


/  cos  x  dx  =  sinx  -{-  C,         I  sin  xdx  =  —  cos  x  -{-  C, 
J^^x  =  ^S^+C,  f^  ==-cotx+C, 
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dx 


f 
J 

J 


+  -\/l-x 
dx 


z  =  arc  sin  X  4-  C  =  —  arc  cos  x  +  C, 
-  =  arc  cos  x  -\-  C  =  —  arc  sin  x  -f  C', 


--[/l  —  x 

_—     -^  =  arc  tsx  4-  C  =  —  arc  cot  x  +  C. 

1  -\-  X^  o  ■ 


J''        dx 
— — .  die  Veränderliche  x 


dx 

±yi^x 

dem  Intervall  von  —  1  bis  +  1  angehören. 
Es  ist  ferner  zu  beachten,  daß  bei 


/ 


:  =  arc  sin  x  -\-  C  =  —  arc  cos  x  -}-  C 


die  Funktion  arcsinrr  =  «/  einen  Bogen  darstellt,  dessen  Kosinus  po- 
sitiv ist,  denn  -—-  =    , =  — =  = muß  positiv  sein,  da 

'  dx       yi  —  x^        yi  — sin««/         cos  2/  ^  ' 

die  Quadratwurzel  des  Integranden  das  Pluszeichen  hat.  Man  könnte 
auch  sagen,  daß  die  Funktion  arc  cos  ic  einen  Bogen  darstellt,  dessen 
Sinus  positiv  ist. 

/dx 
'     Vgl.  hierzu  auch   Teil  I, 
-yi  —  x^ 

S.  9—10. 

Beispiele. 

1.  Welche  Funktion  F(x)  hat  die  Ableitung  cosa;  und  für  x  =  ^Jt 
den  Wert  3? 


F(x)  =1  cos  xdx  =  s'mx  -\-  C, 


wo  C  =  2j  gefunden  wird. 

2.  Wie  groß  ist  der  Flächeninhalt  F  der  Kurve  y  =  s'mx  für  das 
Intervall  von  x  =  0  bis  x  =  n? 

F=2. 

3.  Die  in  Aufg.  2  erwähnte  Fläche  wird  durch  die  Gerade  t/  =  |  in 
einen  oberen  Teil  F^  und  einen  unteren  Teil  F^  zerlegt  (Fig.  34);  wie 

yj^  groß  sind  F^  und  F^? 

'f)^\  Die  Gerade  trifft  die  Kurve  ^  =  sin a:  in  Punk- 

ten mit  den  Abszissen  x  =  l'Jt  und  x  =  j7t.    Ver- 
^'^        legt  man  nun  die  rc- Achse  in  die  schneidende  Ge- 
Fig.  :u.  j.g^^g  jjj^jj  bezeichnet  man  die  neuen  Ordinaten  mit 

Y,  so  lautet  die  Gleichung  der  auf  das  neue  Koordinatensystem  be- 
zogenen Kurve: 

F  =  sin  ic  —  I ; 
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daher  wird 

5 

JF;  =/  (siu  x—^^dx  =  —  [cos  a;+|a;]       =|/3  —  |n-  =  0,685. 

]  ^    TT 

—  TT  6 

b 

Mit  Rücksicht  auf  das  Ergebnis  von  Aufg.  2  wird 
^2  =  2-0,685  =  1,315. 
4.  /  (a  sin  a;  +  &  cos  x)dx  =  —  a  cos  a;  -f  &  sin  a;. 


5.  Man  bestimme  den  Flächeninhalt  der  Kurve  w  =  &sin  —  für  das 

^  a 

Intervall  von  a;  =  0  bis  a;  =  a:7r . 

an 

sin  —  dx  =  —  alj\  cos  ^       =  2 « & . 

0  0 

6.  /sin2icrfa;  ^  —  y  cos2ic. 

Würde  man  j sm2xdx  =  2J s'mxcosxdx  vermöge  der  Substitu- 
tion sin  a;  =  5'  auf  2  jzdz  zurückführen,  so  würde  man  den  Wert  sin^a; 
erhalten.    Warum  sind  beide  Ergebnisse  richtig? 


co^nxdx  =  —  Bmnx. 

n 


8.  /( — i — I — ^-^)  dx  =  at^x  —  hcotx. 

9.  Welche  Gestalt  nimmt  diese  Formel  im  Falle  h  =  —  a  an? 

Aa  o,    \  1  2a 

cos-a;        Bin^a;/  sin  2a; 

10.  Welche  Gestalt  nimmt  die  Formel  8  im  Falle  h  =  a  an? 

adx 


S^ 


sin-x  cos-a; 


=  «(tgx  —  cota;)  =  —  2  a  cot  2a;. 


11.         / — 5-: rvv  ,     ax  -{-h  =  2,     dx  =  —d; 

J  cos^(aa;-|-&)  '  '  '  « 


/*  A  — 


12.         /         ""^ =   / .  =  arc  sin 
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a 
('  dx  ^    r\        • 

13.  /   ,  ,/-^ .,    WO  a  >  0  sei. 

0 

Hier  wird  der  Integrand  für  die  obere  Grenze  des  Integrals  unend- 
lich groß;  nach  Regel  2,  S.  61  ist  daher 

a  —  f 

J  =  lim    / =  lim  arc  sin arc  sin  0  =  —  ;t. 

0 

X  11 

Unter  der  Annahme,  daß  arc  sin —  dem  Intervall  von  —  —  tt  bis  -\-^r'X 
'  a  2  2 

angehört,  ist  hierbei  lim  arc  sin =  —%  und  arc  sin  0  =  0. 

Für  ein  negatives  a,  etwa  a  =  —  a^,  wo  nun  a^  >  0  ist,  wird 

a  0  0 

/dx         _  _  r dx _  ..        /* d^ 
-]-y^-^x^~      J  -\-ya,'--x'~        /rjj    -f  |/a,«  — x* 

0  —  öTi  —Oi  +  e 

=  —  I  arc  sin  0  —  lim  arc  sin ^"^ ]  = -n. 

14.  Man  zeige,  daß  die  Formel 
dx 


I 


l_|.a;2  =  arctg:c+  C 
auch  in  der  Gestalt 

x-\-  c 


Jdx  .      X 

-— i — g  =  arc  tg  — 
1 4-a;  ^1 


geschrieben  werden  kann,  wenn  man  c  durch  die  Substitution  C  =  arctgc 
einführt. 

Setzt    man    arctga:  =  ß:,    arctgc  =  /3,    so    ist  x  =  tga,c  =  tgßy 
femer  wird 


somit 


a  -\-  ß  =  arc  tg  a;  +  arc  tgc  =  arctg    _      • 


Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Funktion  arctg^r. 

+  1/3 

15.  J___  =  [arctg:r;      =-;r. 

0 

Unter  der  Annahme,  daß  arc  tg  x  dem  Intervall  von  —  |  :r  bis  +  |-  :;r  an- 
gehört, ist  hier  arctg]/3  =  3  tt  und  arctgO  =  0. 


Integrale,  die' auf  zyklometrische  Funktionen  führen.  79 

^Y  \        ^^        _    ^    / ?        _    1  ,6« 

J   a^  -\-  b-x^        ab  I  /bx\^  ~  ab  ^   a 

00 

18.  T-^.- 

0 

h 

J  =  lim    /  —^-     „  =  lim    —  arc  tg  —    =^ . 

6  =  00  J  «"  +  ^'        6  =  ooL«  °  aJo      2a 

0  " 

Hier  wäre  ähnliches  zu  bemerken  wie  bei  Aufg.  15. 

+  00 

19.  T-^ . 

—  00 

Hier  ist  J  =  — ,  und  es  gilt  entsprechendes  wie  bei  Aufg.  15. 

20.  f        '^^ 


x  —  2 


'^      2 


21-/(^_lj'.  +  fc.,     x-a  =  hz,     J^=&/ö.^^  =  iarctg"^": 
22.    f-^^,  e^z,  dx^Ldz. 

J=j^^-   =arctge-. 

23.  I  xcosxdx. 

J  =  X  sin  X  —  I  sinxdx  =  X  sin  a;  +  cos  a;. 

24.  /  sin^  oj  j/cos  a;  (?a;,      cos  a;  =  -?, 

/1_  7  3 

(^;2  —  l)r  ^  dz  =  ^  z^  —  3^2  =  2  cos  a;  ^cos  x  ( ]  cos^  ^  —  i)  • 

c^-  /*  cos^x     , 

2.1.  13- dx,      smx  =  z, 

J  ysin*a; 
J=  f  [z~  ^  -  z")  dz  ^  2>  z^  -  ^,  z^  =  ?>V^^  {l  -isin^a:). 
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00 

26.  Warum  ist   fcosxdx,   wo  a  eine  beliebige  endliche  Zahl  sei, 

a 

unbestimmt? 

Die  Funktion  sin  x  hat  für  x  =  oo  keinen  bestimmten  Grenzwert. 
Unter  Anwendung  der  in  Aufg.  S,   S.  50  abgeleiteten  Formel  für 

-T^  dx  erledige  man  Aufg.  21  bis  30: 

f{x)  »  ° 

27.  jcotxdx. 

/POS  T* 
-. —  dx  =  In  sin  a;  +  In  c  =  In  (c  sin  x)  . 

28.  jtgxdx.  , 

Sin  or  c 

dx  =  —  In  cos  a;  +  In  c  =  In 

cosa;  cosaj 

/COS  1*  1 

— ^-^ -. —  dx  =  -r  In  (a  +  &  sin  a;)  . 
a-\-osinx  0        ^  ' 

i     V  (llT  / 

30.  /  — j-  =  xtgx  —  I  tgxdx  =  xtgx  -\-  In  cos  x. 

Bei  Aufg.  31  bis  33  wende  man  die  in  Aufg.  8,  S.  50  abgeleitete 
Formel  für   lf{x)f'{x)dx  an. 

31.  / aa;  =  —  (arcsma:)". 

J  +1/1-0;^  2 

oe>  l&XCisX     7  1    /  I  \9 

32.  j  -~^  ^^  =  Y  (ai'«  *g  ^)'- 

33.  f^dx=- -^Uotx)\ 

J   %vü}x  2   ^  -' 


1 


34.  /  ^^  dx 

coB-a; 


0 

J"=   sina:tga;  —  /  tg  a;  cos  a;  r?a" 

1  1 

4  ^  4"  '^  _ 

=  [sina;tga;  +  «osa:]^  =[-c^sx]^  =  +  )/ 2  -  1 . 

35.  I  arctgxdx. 

J  =  xaxctgx  —  I  T^TT^  =  a; arc tg a;  —  —  In (1  +  a:;^) . 
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36.  jsLrcsinxdx,     arcsiiia;  =  2,     .<;  =  sin^ 

J==l  z  cos  zdz  =  z  sin  z  +  cos  z     (nach  Aufg.  23) , 

oder  also 

J  =  X  arc  sin  x  +  |/l  —  x'^. 

37.  Man  soll  das  Integral 

1 


/■ 


dx  1 

1  +P  ^  T  '"^ 


nach  der  Simpsonscheti  Regel  (vgl.  S.  10)  berechnen,  indem  man  die  in 
dieser  Regel  auftretende  Anzahl  2n  gleich  10  setzt. 
Hier  ist 

J=  3   [Vq  +  2/io  +  4(2/1  +  ?/3  +  ^5  +  ^7  -f  2/9)  +  2(^2+  J/4+  y^  +  i/s)}. 

Es  sei  nun  y.^  die  zur  Abszisse  a;  =  j~  x  (>t  =  0,  1,2,...  10)  gehörige 
Ordinate  der  Kurve  y  =  — -r- — s;  man  hat  alsdann  folgende  Werte: 

1  -\-  X' 


?/o=  1 

ij,  =  0,090099 

y,  =  0,961538 

^10=  0,5 

y,  =  0,917431 

t/,  =  0,862069 

?/5  =  0,8 

y^  =  0,735294 

y.  =  0,671141 

y^  =  0,609756 

?/9  =  0,552486 

Summe  =  3,931157 

Summe  =  3,168657 

Daher  erhält 

man 

^.-t  =  /=  ^  { 1,5  +  4 .  3,931157  +  2 .  3,168657  }= '^^^^^^-*^  =  0,785398, 

somit  jr  =  3,141592,  während  der  wahre  Wert  auf  sechs  Stellen  abge- 
rundet gleich  3,141593  ist. 

Wie  man  sieht,  ist  das  Ergebnis  sehr  genau.  Immerhin  muß  man 
bei  Anwendung  dieser  und  ähnlicher  Regeln  vorsichtig  sein,  denn  es 
gibt  Fälle,  in  denen  der  Fehler  ziemlich  groß  ist.  Ein  solcher  Fall 
würde  z.  B.  vorliegen,  wenn  man  die  Fläche  der  oberhalb  der  a.'-Achse 
gelegenen  Hälfte  des  Kreises  x^  -\-y'  =  1  nach  der  Simpsonschen  Regel 
oder  nach  der  Trapezregel  bestimmen  wollte^). 


1)  Vgl.  G.  Scheffers,  Lehrbuch  der   Mathematik,   2.  AuH.,    Leipzig   1911, 
S.  249—2.50. 

Dingeldey:  Differential-  u.  IntegralrechnuDK-  H-  6 
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38.  Man  berechne  den  Wert  des  Integrals  in  Aufg.  37  nach  der 
Trapezregel 

^=■^^(^0  +  22/1  + 23/2 +  ---  +  2^_,  +  t/J 

(vgl.  S.  11),  und  zwar  sei  n  =  10. 
Man  findet 

l.jr  =  j=  1(1,5 +  2(3,931157 +  3,168657)}  =  ^^—  =  0,784981, 

somit  3t  =  3,139924,  mit  dem  wirklichen  Wert  verglichen  um  0,001669 
zu  klein. 

39.  An  dem  freien  Ende  Bq  eines  vertikal  hängenden  elastischen 
Fadens  ABq  oder  eines  elastischen  Stabes  von  der  Länge  l  wird  ein 
Gewicht  P  =  mg  angehängt.  Hierdurch  erleidet  der  Faden  eine  Ver- 
längerung, bis  die  Gleichgewichtslage  AB  eintritt.  Wird  nun  das  Ge- 
wicht nach  unten  gezerrt  und  dann  losgelassen,  so  erfolgt  zunächst  noch- 
mals eine  Verlängerung  des  Fadens,  etwa  bis  B'  (Fig.  35).  Alsdann  wird 
das  Gewicht  durch  die  Elastizität  des  Fadens  wieder  in  die  Höhe  ge- 
hoben, und  zwar  über  die  Gleichgewichtslage  AB  hinaus,  der  Faden 
erfährt  also  eine  Verkürzung  der  Länge,  die  er  in  der  Gleichgewichts- 
lage hatte;  dann  folgt  wieder  eine  Verlängerung  usf.,  es  entstehen  also 
Longitudinalschwingungen  des  Fadens.  Hierbei  ist  nach  dem  Näherangs- 
gesetz  von  R.  Hooke  (vgl.  S.  27)  die  Kraft,  mit  der  vermöge  der  Elasti- 
zität das  Gewicht  wieder  gehoben  wird,  der  Verlängerung  des  Fadens 
proportional.  Die  Gleichgewichtslage  ist  vorhanden,  wenn  die  Verlänge- 
rung AÜ  so  groß  ist,  daß  sie  dem  Gewicht  P  =  mg  das  Gleichgewicht 
hält,  also  mg  =  kAl  ist,  wo  Je  eine  positive  Proportionalitätskonstante 
bedeutet.  Ist  nun  x  das  Stückchen,  um  das  in  irgend  einem  Zeitmoment 
t  die  Länge  des  Fadens  von  der  Länge  l  -\-  AI  abweicht,  die  der  Faden 
zur  Zeit  der  Gleichgewichtslage  hatte,  so  gilt,  wenn  x  nach  unten  po- 
sitiv gerechnet  wird,  nach  dem  Grundgesetz  der  Dynamik  bei  Vernach- 
lässigung des  Luftwiderstandes  die  Gleichung 

^  )  m  T^  =  mg  —  Ji (AI  -\-  x)  =  —  kx . 


Bei  Einführung   der   Geschwindigkeit   v  = -tt  kann  w^ -,  ^    durch 


Qt»      rino/in  ccinni  rrlrolf.      o^   — —   _  «  n  ■  ■  ■  ■      ».# 

dt  dt' 

dv       T         T        .  dv  dx  dv  ,    ,  ,  j    ,  n  ^    • 

m-TT  oder  durch  m  -3-  -tt  =  mv -j-  ersetzt  werden;  daner  lolgt 
ctt  et cc  dt  et cc 

(2)  mv  -T-  =  —  kx      oder      ^^  j—  =  —  ^^^Cj 

wenn  Je:  m  =  'x.'^  gesetzt  wird. 

Man  soll  nun  durch  Integration  die  Beziehungen  zwischen  v  und  x, 
zwischen  x  und  t,  sowie  zwischen  v  und  t  ableiten;  a;  =  a  sei  die  Ampli- 
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tude  der  Schwingung,   also  der, größte  Betrag,   um    den    das  Gewicht 
über  die  Gleichgewichtslage  hinaus  nach  unten  gezerrt  wurde. 

Zunächst  wird  nach  (2)  v^  =  —  xrx-  -\-  c;  da  die  Werte  y  =  0  und 
X  =  a  zusammengehören,  wird  c  =  y^a^,  also 

(3)  v^  =  y}{a'--x^). 

Mit  Rücksicht  auf  v  =  ^r  erhält  man 
dt 

dx  j 

=  zeit 


oder  (nach  Aufg.  12)  +  arc  sin  —  =  yd  -\-  c^,  somit 

ic  =  +  a  ■s,va.{y.t-\-  c^)  =  +  «(sinx^cosc^  +  cosx^sinc^). 

Zur  Bestimmung  von  q  werde  angenommen,  daß  ^  =  0  und 
X  =  -]-  a  zusammengehören;  alsdann  erhält  man  +  sin  Cj  =  1,  d.  h. 
sin  Cj  =  +  1 ,  cos  c^  =  0  und 

(4)  X  =  a  cos  xt. 

Die  Beziehung  zwischen  v  und  t  ergibt  sich  aus  (4)  durch  Diffe- 
rentiation: 

(p)  ^  "^  777  ^  ~~  ^^  ^^^  ^ 

Die  Zeitdauer  T  der  Periode,  in  der  ein  vollständiger  Schwingungs- 
vorgang verläuft,  geht  aus 

sin  yt  =  sin  {yt  +  2;t)  =  sin  y{t-\-  T) 
hervor,  sie  wird  also 
(6)  T  =  ^ 

und  ißt  unabhängig  von  der  Amplitude  a. 

Die  Gleichung  (4)  zeigt,  daß  der  untere  Endpunkt  des  Fadens  die- 
selben Schwingungen  ausführt  wie  die  Projektion  eines  Punktes,  der 
eine|  Kreisperipherie  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  durch-  a 
läuft,  auf  einen  Durchmesser  des  Kreises  (vgl.  Teil  I,  S.  17).  Zur 
Zeit  t  =  0  befindet  sich  der  Endpunkt  an  der  Stelle  B'{x  =  a), 
zur  Zeit  t=  \T  in  B{x  =  0),  zur  Zeit  t=  \T  m  B"{x  =  -a) 
(Fig.  35).  Dann  findet  eine  Umkehrung  des  Sinnes  der  Bewegung 
statt;  zur  Zeit  ^  =  y  T  ist  der  Endpunkt  wieder  in  B,  zur  Zeit  T 
in  B'.  Der  absolute  Wert  der  Geschwindigkeit  ist  am  größten  in 
B,  er  ist  Null  in  B'  und  B". 

Bei  der  vorstehenden  Rechnung  wurde  übrigens  der  Wider-     '^' 
stand  der  Luft  und  die  Tatsache,  daß  der  Faden  nicht  vollkommen  elastisch 
ist,  vernachlässigt.    In  Wirklichkeit  sind  diese  Einflüsse  vorhanden,  und 

6* 
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sie   haben   zur  Folge,    daß   die  Amplituden  der  Schwingungen  immer 
kleiner  werden  und  daß  schließlich  die  Ruhelage  eintritt. 

40.  Wir  wollen  nun  annehmen,  der  untere  Endpunkt  des  Fadens 
in  Aufg.  39  erhalte,  wenn  er  über  die  Gleichgewichtslage  S  hinaus  nach 
B'  gezerrt  worden  ist,  noch  einen  nach  unten  gerichteten  Stoß,  der  ihm 
die  Geschwindigkeit  i\  erteilt.    Wie  verläuft  jetzt  die  Bewegung? 

Nun  gehören  die  Werte  t  =  0,  x  =  a,  v  =  v^  zusammen;  an  Stelle 
von  (3)  tritt  daher 
(7)  v^-v,^=x'-(a^-x'). 

Ferner  wird 

^  _  /—7^         v2«2_  „2^2  f  _     r  ^^ 

oder 

Kl  4-  c,  =  +  arc  sm  —  • 

So  folfft 


(8)  XX  =  ±y v^^ -{- 7i^ a^  sin {%t  +  c^) 


=  +yi\'^  +  ;f^a^(sinx^cosq  +  cos  x^siuCj). 

Zur  Bestimmung  von  q  beachte  man,   daß  die  Werte  ^  =  0  und 
X  =  a  zusammengehören;  man  findet  alsdann 


sm  c,  = — ,       cos  c, 


mit  Rücksicht  auf  (8)  wird  also 

%x  ==  ±v^  sin  xt  +  aa  cos  xf. 

Das  Vorzeichen  des  Gliedes  v^  sin  xt  ergibt  sich,  wenn  man  be- 
achtet, daß  -TT  gleich  v^  sein  muß,  wenn  ^  ==  0  ist;  dies  tritt  ein,  wenn 
das  Pluszeichen  steht.    Es  gelten  also  die  Gleichungen 

(9)      XX  =  v^  sin  xt  +  xa  cos  xt,      '^  =  77  =  ^'1  ^^^  ^^  "~  ^'^  ^^^  ^^• 

Die  Geschwindigkeit  wird  Null  im  Augenblick  der  größten  Zu- 
sammenziehung und  bei  der  größten  Ausdehnung;  alsdann  ist 

tg  xt  =  Vi  :  xHy 
sin  )ff  = z=^=T  ,      COB  xt  = 


wo  bei  den  Wurzeln  entweder  jedesmal  das  obere  oder  jedesmal  das 
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untere    Vorzeichen    zu    stehen    hat.     Die    zugehörige    Amplitude    der 
Schwingung  wird  nach  der  ersten  Gleichung  (9) 


(10) 


^1  =  ±  f  Vv,''  +  x2a2  =  +  "|/a2  +  ^ . 


Man  sieht,  wie  die  Ausdehnung  des  Fadens  oder  Stabes  größer 
geworden  ist.  Nach  einem  neuen  Stoß  auf  das  untere  Ende  des  Fadens 
oder  Stabes  in  seiner  tiefsten  Lage,  der  diesem  Ende  wieder  die  Ge- 
schwindigkeit v^  erteilt,  würde  an  Stelle  von  x^^  der  Ausdruck 


(11) 


=  ±]/v 


+ 


Fig.  36. 


2  V  " 
treten;  ofienbar  wird  x^-  =  a^  -\-    _l    usf. 

Der  hier  betrachtete  Bewegungsvorgang  ist  ein  Beispiel  für  eine 
erzivungene  Schivingung ,  während  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  die 
Eigenschivingimg  oder  natürliche 
Schwingung  des  Fadens  oder  Stabes 
und  des  angehängten  Gewichts  be- 
trachtet wurde.  Wie  Gleichung  (11) 
zeigt,  können  rhythmische  Stöße, 
deren  Periode  mit  der  Periode  der 
Eigenschwingungen  zusammenfällt, 
eine  so  große  Amplitude  und  daher 
eine  solche  Spannung  in  dem  Stabe  veranlassen,  daß  dieser  zerreißt. 
Hierauf  beruht  es,  daß  Hängebrücken  unter  dem  regelmäßigen  Tritt 
darüber  marschierender  Soldaten  eingestürzt  sind.  ^) 

41.  Jcos-xdx  =J  1(1  -^cos2x)dx  =-|-a;  +  ^sin  2x. 

42.  /sin-  xdx  =  j  1(1  —  cos2x)dx  =  l  x  —  lsiji2x. 

Auf  dieses  Integral  trifft  man  z.  B.  bei  der  Aufgabe: 

43.  Den  Druck  zu  bestimmen,  der  durch  den  Wind  auf  einen  senk- 
recht stehenden  Turm  von  kreisförmiger  Basis  ausgeübt  wird.  Hierbei 
sei  h  die  Höhe  des  Turmes  in  Metern,  a  der  Radius  der  Basis  und  p 
der  in  Kilogrammen  gemessene  Winddruck  auf  je  1  qm  einer  recht- 
winklig getroffenen  ebenen  Fläche. 

Durch  den  Kreis  h  (Fig.  36)  sei  die  Basis  des  Turmes  angedeutet; 


1)  Vgl.  hierzu  auch  Kopeke,  Deutsche  Bauzeitung,  19.  Jahrgang  (1885), 
S.  163—167;  20.  Jahrgang  (1H86),  S.  549;  Deslandres,  Annales  des  ponts  et 
chaussees,  Bd.  4  der  7.  Serie  (Jahrgang  1892,  2.  Semester),  S.  765—782;  F.  Steiner, 
Zeitschrift  des  Österreichischen  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins,  44.  Jahrgang 
(1892),  S.  113— 117;  S.  672— 674;  F.  Engesser,  ebenda  S.  386— 388;  S.  671— 672. 
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der  Wind  streiche  in  der  zum  Durchmesser  AB  parallelen  Richtung. 
Der  senkrechte  Streifen  der  Turmwandung,  der  sich  über  dem  zu  Ä  ge- 
hörigen Bogenelement  dö  des  Kreises  /.•  erhebt,  wird  vom  Wind  unter 
rechtem  Winkel  getroffen;  auf  ihn  wirkt  daher  der  „Normaldruck" 
dv  =  phdö.  Der  Streifen  der  Turmwandung,  der  sich  über  dem  seit- 
lich liegenden  Bogenelement  ds  senkrecht  erhebt,  wird  nicht  von  dem 
vollen  Druck  ph  ds  getroffen,  vielmehr  wirkt  rechtwinklig  auf  ihn  der 
Normaldruck  du  =p}ids  •  sin  93,  denn  so  groß  ist  die  rechtwinklig  zu 
der  Fläche  hds  wirkende  Komponente  des  in  der  Richtung  AB  wirken- 
den Winddruckes.  Hierbei  bedeutet  cp  den  spitzen  Winkel,  den  die  Tan- 
gente des  Bogenelements  ds  mit  der  Windrichtung  bildet. 

Der  Normaldruck  dn  läßt  sich  nun  in  zwei  Komponenten  zerlegen, 
von  denen  die  eine  rechtwinklig  zur  Richtung  des  Windes,  die  andere 
in  der  Windrichtung  wirkt.  Die  erstgenannte  wird  durch  eine 
gleich  große,  aber  entgegengesetzt  wirkende  Komponente  aufge- 
hoben, wie  man  bei  Berücksichtigung  des  zu  ds  in  bezug  auf 
den  Durchmesser  AB  symmetrisch  gelegenen  Elements  ds^  er- 
kennt. Die  in  der  Windrichtung  wirkende  Komponente  div  von 
dn  wird  hingegen  (Fig.  37) 

dw  =  dn  sin  cp  =  pli  ds  •  sin"  (p  =  2)ha  sin"  9?  dcp ; 
der  in  dieser  Richtung  auf  den  ganzen  Turm  ausgeübte  Druck  wird  daher 


w 


71 

=  pah  I  sin^ q)d€p 


Man  setzt  häufig  p  =  — -  kg/qm,   wo  v  die  Gresch windigkeit  des 

Windes  in  m/sek,  g  =  9,81  m/sek-  die  Beschleunigung  der  Schwere,  y 

das  Gewicht  von  1  cbm  Luft  in  kg  bezeichnet.   Bei  einer  Temperatur  von 

15°  C  und  einem  Barometerstand  von  760  mm  ist  y  :  g  =  0,1249,  also 

abgerundet  9    n  1  or       12 

°  p  =  V-'  0,125  =\v\ 

Wird  als  größte  Geschwindigkeit  des  Windes  ?;  =  30  m/sek  ange- 
nommen^), so  erhält  man  p  =  112,5;  für  nicht  freistehende  Gebäude 
nimmt  man  gewöhnlich  p  =  125  kg/qm  an.    Alsdann  würde 

w  = =  196  all     oder  abgerundet     w  =  200  ah  kg/qm. 


1)  Beim  Bau  des  auf  dem  Gipfel  der  Zugspitze  in  etwa  2965  m  Höhe  be- 
findlichen meteorologischen  Observatoriums,  eines  Turmes  mit  quadratischer 
Basis,  wurde  die  bisher  bekannte  größte  Orkangeschwindigkeit  v  =  60  m/sek,  die 
vor  etwa  zwanzig  Jahren  auf  dem  Gipfel  des  Sonnblick  in  den  Hohen  Tauern  ge- 
messen wurde,  zugrund  gelegt  und  jp  =  500  kg/qm  angenommen.  Vgl.  W.Burk- 
hard, Das  Observatorium  auf  der  Zugspitze,  Zeitschrift  des  Deutschen  und 
Österreichischen  Alpenvereins,  Bd.  31  (Jahrgang  1900),  S.  2. 


Druck  auf  eine  Stützmauer, 
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Es  muß  übrigens  bemerkt  -werden,  daß  die  vorstehenden  Betrach- 
tungen wie  auch  die  auf  Newton  zurückgehende  Annahme,  daß  die 

Größe  p  dem  Quadrat  der  Geschwin-          a^ 0  B 

digkeit  proportional  sei,  keine  volle 
Gültigkeit  haben,  sondern  nur  ange- 
nähert richtig  sind.-^) 

44.  Die  Stützmauer  eines  Wasser- 
reservoirs hat  im  Querschnitt  auf  der 
Wasserseite    den   Bogen    AE    eines  Fig.  38. 

Kreises  vom  Radius  a  zur  Begrenzung,  der  Mittelpunkt  0  dieses  Kreises 
liege  im  Wasserspiegel  AB,  der  zum  Bogen  AE  gehörige  Zentriwinkel 
sei  E  (Fig.  38).  Man  soU  den  im  Querprofil  auf  den  Kreisbogen  aus- 
geübten gesamten  horizontalen  und  vertikalen  Druck  des  Wassers  be- 
stimmen.^) 

Der  auf  ein  Bogenelement  PQ  =  ds  des  Kreises  ausgeübte  Druck 
ist  nach  einem  elementaren  Satze  der  Hydrostatik  (vgl.  S.  18)  gleich 
dem  Produkt  aus  dem  Gewicht  y  der  Volumeinheit  des  Wassers,  der 
Länge  ds  des  Bogenelements  und  der  Tiefe  RP,  in  der  sich  der 
Punkt  P  unter  dem  Wasserspiegel  befindet.     Im  vorliegenden  Fall  sei 

7=1- 

Bildet  der  Radius  OP  mit  der  Horizontalen  OA  den  Winkel  cp,  so 
ist  nun  RP  =  a  sin  (p,  PQ  =  ds  =  ad(p.  Der  auf  PQ  ausgeübte 
Druck  ist  daher  gleich  a-'sin  (pd(p  und  hat  die  horizontale  Komponente 
d  X  =  «'  sin  (p  cos  (p  d(p,   die  vertikale  Komponente  dY  =  a^  sin^  (pd(p. 

Die  horizontale  Komponente  X  des  gesamten  auf  den  Bogen  AE 
ausgeübten  Druckes  wird  daher 


X  =  a^J  sin  (p  cos  (pd(p  =  -  [sin^  9)]^^^  =  y 


sin^  s 


ferner  erhält  man 


Y  =  a-  I  sin^  cp  dcp  =  a^  \  —  q)  —  ~  sin  2  q)  \   ==  —  (2  s  —  sin  2e). 


Der  gesamte  Druck  wird  R  =  ]/X^  -f  Y^. 


1)  Näheres  hierüber  hndet  man  z.  B.  in  dem  Artikel  von  S.  Finster- 
wal der  über  Aerodynamik  in  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften, Bd.  4,  3.  Teilband,  Leipzig  1901—1908,  S.  150  ff.,  ferner  in  dem  Werke 
von  F.  W.  Lanchester,  Aerodynamik,  ein  Gesamtwerk  über  das  Fliegen,  aus 
dem  Englischen  übersetzt  von  C.  und  A.  Runge,  Bd.  1,  Leipzig  1909,  Bd.  2, 
Leipzig  1911,  sowie  bei  6.  Hamel,  Elementare  Mechanik,  Leipzig  und  Berlin 
1912,  S.  109  flF. 

2)  Vgl.  L.  Herzka,  Zeitschrift  des  Österreichischen  Ingenieur-  und  Archi- 
tekten-Vereines, 47.  Jahrgang  (1895),  S.  292  f. 
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45.  Nach  dem  Gesetze  von  Joule  ist  die  durch  einen  elektrisclien 
Strom  von  der  Stärke  i  Ampere  in  einem  Leiter  vom  Widerstand  r  Ohm 
(vgl.  Teil  I,  Fußnote  zu  S.  113)  während  einer  Zeit  von  t  Sekunden  ent- 
wickelte Wärmemenge  Q  in  Grammkalorien  gegeben  durch  den  Aus- 
druck 

Q  =  0,2388  riH, 

Der  elektrische  Strom  sei  nun  periodisch  veränderlich  entsprechend 

der  Formel 

.     .    2nt 
i  =  ?o  sm  -Y- , 

wo  i^  das  Maximum  der  Stromstärke,  T  die  Zeitdauer  der  Periode 
in  Sekunden  bedeutet.  Wie  groß  ist  alsdann  die  Wärmemenge  Qq, 
die  während  einer  halben,  zur  Zeit  ^  =  0  beginnenden  Periode  erzeugt 
wird? 

Während  eines  Zeitelements  dt  wird  die  Wärmemenge  0,2388  rr(i^ 
erzeugt,  daher  ergibt  sich 

ft  =  0,2388  ,-i/J.in^  ^^  dt  =  o^''^. 


46.  Integrale  von  Differentialen,  die  eine  Irrationalität  tvie  Ya^ —  x^ 
enthalten,  lassen  sich  zuweilen  leicht  mit  Hilfe  einer  Substitution  wie 
X  =  a  cos  s  oder  x  =  a  sim  z  berechnen;  man  wende  dies  an  auf 


/: 


X  =  a  cos  z,      dx  =  —  a  sin  z  dz 


-f  Va*  —  x^ 


aj, 


cos  zdz  =  —  a&mz  =  —  ay  1 ^  =  —  V«  ^  —  x^ . 

47.  Auf  dieses  Integral  kommt  man  z.  B.  bei  der  Aufgabe:  die  Be- 
wegung eines  materiellen  Punktes  P  zu  bestimmen,  der  sich  zur  Zeit 
^  =  0  noch  in  Ruhe  befindet  und  nun  von  einem  festen  Punkte  M  mit 
einer  Kraft  angezogen  wird,  die  umgekehrt  proportional  der  dritten 
Potenz  des  Abstandes  MP  =  x  ist:  außerdem  sei  diese  Kraft  der 
Masse  m  des  Punktes  proportional.    Man  löse  diese  Aufgabe. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Dynamik  (vgl.  S.  13 J  ist 

d^  X  mJc'- 

dt-  x^  ' 

wo  t  die  Zeit,  k^  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet  und  rechts  das 
Minuszeichen  steht,  weil  die  Anziehung  den  Abstand  31 P  =  a;  zu  ver- 
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kleinern  sucht.    Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  -,  '  mit  v     so   ist 

°  dt  ' 

d^x        dv        dv  dx  dv       -,   ■, 

j^i  =  j7  =  j    Tj7  =  ^'  :7"  ;  daher 
ar         dt        dx  dt  dx' 


dv  A-  r    j  ,9  A?a 

dx  x^ '    J  t/    ^ 


oder 

1  ,  1     A:^     , 

2  ^"  =  -2-^  +  ^1 


Ist  zur  Zeit  ^  =  0  der  Abstand  3IP  =  a,   so  wird,   da  zu  dieser 
Zeit  V  =  0  sein  sollte,  die  Integrationskonstante  c^  =  —  -5-  —  >  somit 

\di/         '    \x-        a-j  a^x^ 

und 

axdx  ,7   1, 
,              =  +  hat-. 

+  Va*  —  x^  ' 

dabei  steht  links  das  Minuszeichen,  weil  mit  wachsender  Zeit  {df^  0) 
X  abnimmt  {dx  <  0).    Die  Integration  ergibt  nach  Aufg.  46 


+  aya^  —  x'^  =  ht  +  C2 , 

und  hier  ist  Cg  =  0,  da  die  Werte  ^  =  0  und  x  =  a  zusammengehören 
sollten.    Es  findet  sonach  die  Beziehung  statt 

a\a''-x^)  =  hH^    oder    x  = -^  ^Ya^  - 'kH\ 

Man  bemerkt,  daß  der  Punkt  nach  Verlauf  der  Zeit  t  =  a^  :k  mit 
unendlich  großer  Geschwindigkeit  in  das  feste  Zentrum  M  stürzt. 

Anders  gestaltet  sich  die  Lösung,  wenn  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  P  zur  Zeit  ^  =  0  von  Null  verschieden  ist. 


48.  Integrale  von  Differentialen,  die  Ya-  +  x^  enthalten,  sind  mitunter 
durch  die  Substitution  x  =  a  ^1x10  leicht  zu  erledigen;  so  z.  B. 

dx 


f. 


Durch  die  Substitution  x  =  ©in  2,  dx  =  (Sof  zdz  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  die  Fundamentalgleichung  ßof^^  —  @in^^  =  1 : 

J  =  j  dz  =  ß . 
Nun  ist 

X  =  ©in  z  =  -^-^^  -,     ^o\  z  =  -—',^- —  =  -r  Y^^  +  ^ ; 
daher  ©in  z  +  ßoj  z  =  e'-  =  x  -\-  ]/:r^  +  1  und  z  =  lu.(x-\-  Y^'  +  l)  • 
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So  folgt 

r     dx 

J  +  yi  +  x' 

dx 

+  ^X^  TO« 


/  -t-  |/i  +  «' 
49,  / _  x  =  m2,     dx  =  mds, 


und  hierfür  kann  auch  In  (x  +  Vx^  +  ni^)  geschrieben  werden,  wenn  man 
—  In  7n  in  die  Integrationskonstante  eingehen  läßt,  die  eigentlich  noch 
beizufügen  ist. 

50.  / —  ,      x  =  7n^'mz,      dx  =  m^oSz  dz 
J+Vx^  +  m^-' 

J  =-  m  j  ©in  zdz  =  m  ßoj  ^  =  +  yx^  +  »?'  • 

51.  Man  soll  die  Gleichgeii-iclitslage  eines  dünnen,  vollkommen  bieg- 
samen und  unausdehibaren  Seiles  (Fadens)  bestimmen,  wenn  dieses  an 
seinen  beiden  Enden  Ä,  B  aufgehängt  und  der  Wirkung  der  Schwere  über- 
lassen ivird.  Das  Seil  sei  homogen  und  habe  konstanten  Querschnitt; 
das  Gewicht  eines  Seilstückes  von  der  Länge  1  cm  sei  g  gr.  Ferner 
werde  angenommen,  daß  die  Enden  A  und  B  in  der  vertikalen  a;?/- Ebene 
eines  rechtwinkligen  räumlichen  Koordinatensystems  liegen,  bei  dem 
sich  die  positive  Richtung  der  y- Achse  vertikal  nach  oben  erstrecke. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufg.  38,  S.  21  findet  man,  daß  die  ge- 
suchte Kurve  der  Mittellinie  des  Seiles  in  der  a:?/- Ebene  liegt.  An  Stelle 
der  Gleichungen  (3),  S.  21  treten  nun  die  folgenden: 

(1)  Scosa  =  Ci,     d{S  &ma)  —  C[ds  =  0, 

von  denen  die  erste  aussagt,  daß  die  wagrechte  Komponente  der  Span- 
nung in  jedem  Punkt  der  Kurve  gleich  groß  ist.    Ferner  ist 

dy        .  T  1  a    ■  ci  Ciy  dy 

-3^  =  i^a,     daher     o  sin  «  =  ^  cos  a  •  ^-^  =  c,  y^  • 
dx        ^    '  dx         ^  dx 


Mit  Hilfe  des  Ausdrucks  für  das  Bogenelement  ds  ==  ydx^  -\-  dy^  (vgl. 
Teil  I,  S.  154)  geht  also  die  zweite  Gleichung  (1),  wenn  noch  ,—  =  p 
gesetzt  wird,  über  in 

%||-«yr+^'-0     oder     ^M=  =  j-dx, 
woraus  durch  Integration  nach  Aufg.  48 

(2)  ln(p4  1/1+7')  = -f^  +  <^ 
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hervorgeht.  Die  Integrationskonstante  C  möge  durch  die  Forderung  be- 
stimmt werden,  daß  die  Kurve  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  y- Achse 
wagrecht  verlaufe;  dann  gehören  die  Werte  x  =  0  und  ^  =  0  zusammen, 
und  mau  findet  C  =  0.    Setzt  man  noch  c\:  q  =  m,  so  wird 


(3)  p+yi^p^  =  e-^, 


dahe 


p  —Vi  -\r p^  = , =  —  e 

P  +  V^  +  P'- 


(4)  ^  =  ||  =  |(;<_r"«)  =  6i„(^), 

(5)  y  =  7neoi(|-) +c,  =  |-(^e-  +  e   "*)  +  Cg. 

Sollen  .hier  a:  =  0  und  y  =  tn  zusammengehören,  so  folgt  Cg  =  0, 
und  man  erhält 

(6)  y  =  f(e^  +  e"''^)=maol"(|-), 

also   die  Gleichung  einer  Kettenlinie   (vgl.  Fig.  33,  S.    67  und    Teil  1, 
S.  48). 

Die  früher  eincfeführte  Intecn-ationskonstante  c,  stellt  offenbar  die 
Spannung  H  im  Scheitel  der  Kettenlinie  dar,  denn  für  a  =  0  ergibt  die 
erste  Gleichung  (1)  S  =  c^,  allgemein  ist  also  S  cos  a  =  H  =  c^  und 

(7)  S  =  E:cosa, 

die  Jcleinste  Spannung  ist  dalier  im  Scheitel  der  Kurve. 

Die  Konstante  m  ist,  mechanisch  gedeutet,  das  Verhältnis  dieser 
kleinsten  Spannung  zum  Gewicht  q  der  Läugeneinheit  des  Seiles, 
m  =  H :  q\  daher  wird  die  Spannung  S  an  einer  beliebigen  Stelle  gleich 
qm  :  C03 a  ==  qniYl -{- ig' a  =  qmYl -i- p^ ,  wofür  wegen  (4j  und  mit 
Rücksicht  auf  die  fundamentale  Beziehung 

e„i'(^)-®m=(^)  =  l 

auch  qm  (Soj  ( — )  gesetzt  werden  kann,  es  ist  somit 

(8)  S  =  qy, 

d.  h.:    In  irgend  einem  Punkt  P  der  Kettenlinie  (6)  ist  die  Spannung  S 
so  groß  ivie  das  GewicJif  eines  Fadenstüclcs ,  das  dieselbe  Länge  hat  wie 
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die  Ordinate  des  PimMes  P.   Die  vertikale  Komponente  V  der  Spannung 
ist  natürlich 

(9)  V=mga  =  ^.  ©in  (^)  =  +  qV? 


m" 


52.  Man  soll  die  Gleichung  der  Seilkurve  ableiten,  falls  unter  übrigens 
gleichen  Voraussetzungen  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  der  Quer- 
schnitt Je  des  Seiles  an  irgend  einer  Stelle  P  der  daselbst  vorhandenen  Span- 
nung S  proportional  sein  soll,  so  daß  Z;  =  cS  ist,  wo  c  die  Proportionali- 
fätskonstante  bedeutet. 

Das  Gewicht  eines  Seilelementes  ds  ist  dessen  Volumen  kds  =  cSds 
proportional,  also  auch  proportional  zu  Sds,  wir  können  dieses  Gewicht 

gleich setzen.   An  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  in  Aufg.  51  treten 

alsdann  die  folgenden: 

(1)  Scosa  =  c^,     d(S  sin  a)  =  — Sds. 

Auch  hier  ist  wieder  q  gleich  der  Spannung  H  der  Kurve  in  dem- 
jenigen Punkte,  dessen  Tangente  wagrecht  liegt.  Trägt  man  S  =  H:  cos  cc 
in  die  zweite  Gleichung  (1)  ein,  so  geht  diese  in 

(2)  d(Htsa)  =  ^^ds 

Über,  und  mit  Rücksicht  darauf,  daß  tga  =  ^    =p  uud^s  =  ]/l  -^p^dx 
ist,  erhält  man  aus  (2): 

Hdp  =  ~{\  +p')dx 
und 

(3)  -^=/^^,  =  arctgj,+  C. 

Nimmt  man  die  ^-Achse  in  solcher  Lage  an,  daß  sie  durch  einen 
Kurvenpunkt  mit  wagrechter  Tangente  geht,  so  gehören  die  Werte  x  =  0 
und  p  =  0  zusammen;  alsdann  ist  C  =  0,  und  (3)  kann  durch 

ersetzt  werden.    Hieraus  folgt 

(5)  y  =/tg  (f-)  dx^-aln cos  ^  +  C„     (vgl.  Aufg 28,  S.  80), 

und  wenn  man  die  Ä:-Achse  in  die  eben  erwähnte  wagrechte  Taugente 
verlegt,   ist  C\  =  0  zu  setzen.    Die  Gleichung  der  Kurve  wird  alsdann 

(6)  y  =  —  a  In  cos —       oder      e" 


a  X 

cos  — 

a 
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Man  bezeichnet  diese  Kurye  als  die Ketienlinie  gleichen  Widerstandes^), 
da  eine  solche  Kette  in  allen  Punkten  gleiche  Zugfestigkeit  hat. 

Die  Kurve  (6)  ist  zur  y-Achse  symmetrisch  und  besteht  aus  un- 
endlich vielen  unter  sich  kongruenten  Zweigen,  da  die  Funktion  cos  — 

die  Periode  2 an  hat.  Alle  diese  Zweige  verlaufen  oberhalb  der  a:- Achse, 
und  jeder  berührt  diese  Achse  an  einer  Stelle;  die  Berührungspunkte 
haben  der  Reihe  nach  die  Abszissen  0,  +  2a7t,  +  Aan,  .  .  .  Der 
Kurvenzweig,  der  die  x- Achse  im  Koordinateuanfang  berührt  und  prak- 
tisch allein  bei  der  Lösung  unserer  Aufgabe  in  Betracht  kommt,  hat  die 
Geraden  x  =  jan  und  x  =  —  jüti  zu  Asymptoten  und  liegt  innerhalb 
des  durch  diese  Geraden  begrenzten  Streifens  von  der  Breite  a:T.  Durch- 
läuft X  in  diesem  Streifen  das  Intervall  von  0  bis  \'t%,  so  durchläuft 

cos  —    das  Intervall  von  1  bis  0,  und  y  =  —  aln cos  —  geht  von  0  bis 

-j-  oo.  Die  übrigen  Kurvenzweige  erhält  man,  indem  man  den  eben  er- 
wähnten Zweig  parallel  zur  a;- Achse  nach  links  oder  rechts  wiederholt 
um  die  Strecke  2 an  verschiebt. 

~(.                       f      dx                p    äx  .1 

o6.  /- =    /"    =  — cot  — rr. 


r    dx     _   p 

Fl  —  cosa;  / 


X 

sin-  — 
2 


54. 


55.  Welche  Foi-meln  erhält  man  aus  (53)  und  (54),  wenn  x  =  \7C—z 
gesetzt  wird? 

Tt-^^— =  ^0t(^-4)     und       rTÜ^  =  -tg(T-v)- 
J    1  —  sins  \4  2/  ^l-j-sin^  ''\4  2/ 

56.  Welche  Formeln  erhält  man  aus  (53)  und  (54),  wenn  x  =  \7c  +  z 
gesetzt  wird? 

r-rrA-^-cotf^  +  v)    und      r--^4— =  tg(^  +  M. 

^l-f-sm^r  \42/  J    l  —  sin^  °\42/ 

WWum  stehen  diese  Formeln  nicht  in  Widerspruch  zu  den  Formeln 
in  Aufg.  55? 


1)  Näheres  über  diese  Kurve  findet  man  bei  G.  Loria,  Spezielle  algebraische 
und  transzendente  ebene  Kurven,  deutsche  Ausgabe  von  F.  Schütte,  2.  Aufl., 
2.  Bd.  Die  transzendenten  und  die  abgeleiteten  Kurven,  Leipzig  und  Berlin  l'Jll, 
S.  20'J;  H.  Wieleitner,  Spezielle  ebene  Kurven,  Leipzig  i;»08  (Sammlung  Schu- 
bert, Nr.  56),  S.  317—318. 
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/ 


57.  Unter  Benutzung  der  in  Aufg.  8,  S.  50  abgeleiteten  Formel  für 

^  ,  dx  beweise  man  die  Gleichung: 

fix)  ^ 


I 


dx  1     . 

misx. 


sm  X  cos  X 


^        ,    cos^x  .,  1     , 

0=1  -7 aa;  =  lntß:a;. 


tgjj 
58.  Aus  diesem  Ergebnis  soll  die  Formel 


h 


dx         1      .       1 
• —  =  In  tg  —  a; 

sin  X  °    2 


abgeleitet  werden  und  hieraus 

dx 


/. 


In  tg  (^  +  f ) 


cos x  °  \2 


Aus  Aufg.  57  folgt 


/ 


dx  1  ,     , 

■—^r-  =  ^  In  tga:;, 


und  hier  ersetze  man  2x  durch  x;  alsdann  erhält  man  die  erste  der 
zwei  zu  beweisenden  Formeln.  Aus  ihr  ergibt  sich  die  zweite,  wenn  man 
X  durch  i  7t  +  a;  ersetzt. 


^  ^                                     .         sm  X  cos  X         -, 
o9.  / ^,     I   ,    .  g—  dx. 

■x-\-  osin^  X 


/sin 
a  cos^: 

T-  1  /  2(fe  —  a)  sin  a;  cos  a;  ,  1         ,     ,  9       ,    7    •    9    \ 

2(& — a)J    a  coB^ X -{- b  sm^ X  2(fe  —  a)       -  ' 

60.  Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  cos^  und  unter  Rücksicht  auf 

/'          dx 
^=  • 
{\—x)y\  —  x' 

j-=_r^^=cot|.=T/^. 

J  \  —  cos  z  2  r    1  —  x 

Hierbei  sind  die  Beziehungen 


Qo^\z=^/\{\  +cos^)  =]/|-(l  ^x) 
und 

sin I ^  =  l/|(l-cos^)=  )/| (1  -  a;) 
benutzt  worden,  die  sich  aus  a;  =  cos  z  ergeben. 

61.  I  ainmx cos nxdx,  wobei  m  und  n  beliebige  Zahlen  sind. 
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Das  Produkt  sin  m  x  cos  n  x  kann  nach  einer  bekannten  Formel  der 
Goniometrie  durch  l  {  sin  ( m  +  w)  a^  +  |  sin  {m  —  n)x}  ersetzt  werden. 
Alsdann  folgt  leicht,  falls  |  m  |  =|=  |  w  j  ist: 

^=-11  m^t  ^°^ ('''  +  n)x  +  — ^  cos im-n)x]. 

62.  Die  Richtigkeit  der  Formel 

/  sin  mx  cos  nxdx  =  0 

—  71 

ZU  beweisen. 

Die  Funktion  sin  wa:cos  w./:  ist  eine  ungerade  Funktion,  das  Inte- 
gral verschwindet  also  nach  Regel  6,  S.  75. 

63.  Sind  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen,   so  gelten  die  Formeln 

n 

f  sin  mxsin  nx  dx  =  0,     wenn  |  m  |  =i=  |  w  |  ist, 

—  n 

=  ;r,     wenn  m  =  n, 

=  —  7C,     wenn  w  =  —  w  ist. 

Hier  benutzt  man  die  Formel 

sin  mx  sin  nx  =  ^  { cos  {in  —  n)x  —  cos  {m  +  w)  a; } 

und  verfährt  dann  ähnlich  wie  in  Aufg.  61. 

64.  Ebenso  beweise  man  unter  derselben  Voraussetzung  über  m  und  nt 

n 

I cosmxcos7ixdx  =  0,     wenn  |  m  |  4=  h^ ,  ist, 

—  n 

=  ;r,     wenn  m  =  +  n  ist, 

=  jt,     wenn  m  =  n  =  0  ist. 
Hier  ist  die  Formel 

cos  mx  cos  nx  ==  l  { cos  (m  -}-  n)x  -\-  cos  {m  —  n)x} 

zu  benutzen. 

Die  Integrale  in  Aufg.  62  bis  64  ändern  übrigens  ihren  Wert  nicht,, 
wenn  man  als  Integrationsgrenzen  nicht  —  7t  und  +  7t,  sondern  0  und 
2ä  nimmt. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  beweise 
man  die  Richtigkeit  der  Formeln  in  Aufg.  65  bis  67. 


66. 
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n 

65.  /  %vü.mxQ,o^nxdx  =  —, 5^,  wenn  m  —  n  (und  also  auch 

0  m  +  n)  eine  ungerade  Zani  ist, 

=  0,  wenn  m  —  n  (und  also  auch 

m  -\-  n)  eine  gerade  Zahl  ist. 

n 

I  sin  7nx  sin  nx  dx  =  0,     wenn  |  m  |  4=  ^^    ist, 

0 

=  I  jc,     für  7n  =  n, 

==  —  l"  jr     für  m  =  —  w. 

67.  I  cosmxcosnxdx  =  0,     wenn    m|4=!'*    ist, 

0 

=  1^  71,     wenn  m  =  +  w  ist. 

Die  Integrale  in  den  Aufg.  62 — 67  sind  wichtig  in  der  Theorie  der 
Fourierschen  oder  trigonometrischen  Reihen  (vgl.  §  11). 

68.  Die  von  einem  elektrischen  Strom  während  eines  Zeitelements 
dt  geleistete  Arbeit  wird  dargestellt  durch  das  Produkt  aus  der  elektro- 
motorischen Kraft  E,  der  Stromstärke  i  und  dem  Zeitelement  dt.  Bei 
einem  Wechselstrom  sei  nun 

E  =  Eq  sin  (gj  ^  -f  9),     *  =  ?o  sin  {at  -{-  rj/). 

Man  bestimme   die  der  Zeitdauer  einer  Periode  T=2tc:c}   ent- 
sprechende Arbeit  p. 
Man  erhält 

T  T 

p  =  I  Eidt  =  Eq  ?o   /  sin  (cot  -f  cp)  sin  (co^  -f-  4^)  dt, 
0  0 

und  bei  Benutzung  der  schon  in  Aufg.  63  angewandten  goniomefcrischen 
Formel  folgt 

T 

p  =  EqIq  j  —  \  cos  (qp  —  1^)  —  cos  (2  C3^  -f  9?  +  t)  ]  dt 
0 


■^"*"  cos  ((p-ilj)-T-^^  [sin  (2a^  -H  <p  +  i')] '' 


-"Co 


Hier  verschwindet  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  es 
bleibt 

p  =  ——-  cos  {(p  —  1p). 
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69.  Man  berechne    /  cos  nix  cos  nx  cos px  dx. 
J  =  I  Y  {cos(^^^  +  n)xcospx  -\-  co8{m  —  n)xcospx\  dx 


/■ 


—  { cos  (w  -{-  it  -}-  p)  x  -}-  cos  (m  -\-  n  —  p)x 


-f  cos  {m  —  n  ^  p)x  -\-  cos  {—  m  -i-  n  -\-  p)  x  ]  dx 

1    f  sin (»4  -f"  *^  +  ^) -^  _,    sin  (»t  -]-n  —  p)x 
4I      m  -\-n-\-  D 


m  -\-n-\-  p  m  -\-  n  —  p 

8in(m  —  n-\-  p)x        8in( —  m  -\-  n  -\-  p)x 
m  —  n-\-p  — m-\-n-\-p 

Verschwindet  eine  der  Zahlen  m  ^  n  -\-  p,m  -\-  n  — p,  m  —  n  -\-  p, 
—  m-\-n-\-  p,  so  tritt  in  dem  Integralwert  \x  Q,n  Stelle  des  betreffendea 
Gliedes. 

70.  Ahnlich  beweist  man: 

I  Binmx  sin  «a;  sin^a:  dx 

1    (  cos( —  m  -\-  n  -\-  p)x        coa{m  —  n  -\-p>x 
4    l       —  m-\-  n  -{-p  m  —  n-{-p 

cos (m  +  w  —  p)x       cos (m  -f-  n  -\-p)x] 
m  -{-  n  —  p  m  -\-  n  -^p       ) 

Verschwindet  eine  der  Zahlen  —  ni  -\-n  -\-p^  m  —  n  -}-p,  m  +  n—p, 
m  -\-  n  -\-  p,  so  verschwindet  das  betreffende  Glied  auch  in  dem  Inte- 
gralwert. 

71.  Mit  Hilfe  der  Methode  der  teil  weisen  Integration  beweise  man 
die  Formel 

J  m  '        »i     ./ 

J  =  1 9m"'~^xiiinxdx  =  —  sin"'~^a;  cosa:  +  (m  —  l)fBm'"~-xcos'xdx 

=  —  sin"'~^a:cosa;  -f  (ni  —  1 1  1  sin"'~-x dx  —  (m  —  1)  1  sm^'xdx  usw. 

Bei  mehrmaliger  Anwendung  dieser  „Rekursionsformel"  kann  das 
vorgelegte  Integral  bestimmt  werden,  falls  ni  eine  ganze  positive  Zahl 
ist:  für  ganzes  negatives  m  vgl.  Aufg.  78. 

72.  Die  Formel 

/cos"'a;f/a:  =      cos'"~^a;sina;  +        —  /  cos"'~^a;</j' 
/«  m    J 

zu  beweisen,  indem  man  in  Aufg.  71  die  Größe  x  durch  l  -x  —  x  ersetzt. 

Dingeide y:  Differential-  u.  Integraliechnung.  II.  7 
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73.  fsm^xdx. 

J  =  —  j-  sm^ajcosa;  +  f  f  sm^xdx  =  —  -^sin^iccoso:— -|sina;cosa;  +  ^x. 

74.  jcos^xdx. 

Die  Substitution  sina;  =  ^  ergibt 

oder 

J  =  sin  a;  { 1  —  sin^  ^  +  f  sin^  x  —  \  sin^  x } . 

75.  Ist  m  eine  ungerade  positive  Zahl,  ni  =  2n  -{-  1,  so  lassen  sich 
die  Integi-ale  in   Aufg.  71  und  72   auch   erledigen,   indem   man  z.  B. 

fcos^^-^^xdx  durch  /(l  —  sin^a;)"cosa;f?a:  oder  /(l  —  z^ydz  ersetzt, 
wo  ^  =  sina;  ist,  alsdann  (1  —  z^Y  nach  der  Formel  für  die  Binomial- 
reihe  (Teil  I,  S.  88)  entwickelt  und  hierauf  gliedweise  integriert. 

Zur  Berechnung  der  Integrale  in  Aufg.  71  und  12  kann  man  ferner 
folgende  vier  Formeln  anwenden,  die  in  der  algebraischen  Analysis  be- 
wiesen werden: 

22m-i.  cos^^'a;  =  cos2ma;  +  (  "')  cos(2wi  —  2)x-\ 

+  f;)cos(2»-2;0.  +  ...  +  („rOeos2.  +  lf:), 

(_  lyn.  2^"'-^siu^"'a;  =  cos2ma;  —  (  ^]  cos(2w  —  2)x 

+  (^2")  cos  {2m-4:)x +  (-  1)*  •  (^^)  cos  (2m  -2k)x+-" 

+(-i)"-'(r.)-^-+f(->)-c:)' 

227ngog2«.  +  i^  =  COS  (2m  -\-  l)x  +  P"\     )  cos  (2m  —  l)a; 

+  ('"'2^  ^)  cos  (2m- 3)a;  -f-  •  •  •  +  (^"' +  ^)  cos(2m-  2Ä;+  l)a:+- 
,    /2jw-f  1\         Q       ,    /2m-\-l\ 

(_  1)"'22"'.  siu2«+ia;  =  sin(2m  +  l)a;  -  ('^"' +  ^)  sin(2m  -  Ij  a; 
+  (^"'+^)sin(2m-3)a;  +  .-  +  (-l)*(^'"+^)sin(2m-2Ä;+l)a;  +  - 
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76.  Mit  Hilfe  der  in  Aufg.  71  u.  72  zum  Beweis  gestellten  Formeln 
leite  man  die  Gleichungen  ab: 

1  1 

2  2 

2m  — 1      2m  — 3  3       1« 


1  sixr'" xdx=  I  cos^"'xdx 


2m  2m  — 2  4 

0  0 

und 


1  1 

2  s 


I  sm^"''^^xdx  =  /  cos^"''^^xdx  = 


2m  2m  — 2 


2  ?tt  +  1      2  m  —  1 
0'  0 

77.  Unter  Rücksicht  auf  die  Ungleichung 

1  11 

-TT  'f  -TT  ^  -^* 

2  2  2 

/ sin^'"" ^a; dx  >  / 3iD.^"'xdx >y sin^'"+ ^rc dx 

0  0  0 

benutze  man  die  Ergebnisse  von  Aufg.  76  zum  Beweis  der  Formel  von 
J.Wallisi): 

1_224466  2m  2m 

Y^~T'Y'Y'b^'T'Y'''  2m  — 1  *  2m  +  1  '  '  "  ■ 

Man  erhält 

2m  — 2   27/1  —  4  4       2         2m  — 1      2m— 3  Sin 


2m— 12  m  — 3  5       3"^        2m  2m  — 2  4       2 

2m         2  m  — 2  4       2 


oder 

2       2       4       4  (2m  — 4)     (2m  — 2)     (2m  — 2)         2m 


2m-[-l      2jn— 1  5       3 


13       3       5  (2m  — 3)     (2m  — 3)     (2m  — 1)     2?«  — 1 

2       2       4       4  2  wi  —  2      2  »i  —  2  2  m  2  m 


1       3       3       5  2  m  — 3     2m  — 1      2  m  — 1     2m +  1 

Die  beiden   äußeren  Seiten   dieser  Ungleichung   sind  nur  um  den 

2m  . 

Faktor ;-—  voneinander  verschieden,   der  für  lim  tn  =  oo  der  Ein- 

2m  -j-  1  ' 

heit  gleich  wird. 

78.  Mit  Hilfe  der  Ergebnisse  von  Aufg.  71  und  72  leite  man  durch 

die  Substitution  m  —  2  =  —  w  die  Formel  ab: 


und 


/' dx    1         cosa;  n — 2    /*     dx 

sin"^  «^^  sin"-^       n-lj  8in"-  = 

/dx     1         sinx  n  —  2rdx 

cos"«  ~  n  —  1  cos^-^a:       **  —  V  co8"~^x 


1)  Arithmetica  infinitorum,   Oxford  1655  oder  J.  Wallis,  Opera  mathema- 
tica,  Bd.  1,  Oxford  1699,  S.  467—469. 

7* 
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Ist  n  eine  positive  gerade  Zahl,  so  gelangt  man  bei  fortgesetzter  An- 
wendung dieser  Formeln  schließlich  zu 

/dx  ,  j        r  d^         1. 

■  .     =  —  cot  X      und       1 — ^=ig;x: 
sin*a;  ^7    cos^'a;         °     ' 

im  Falle  eines  positiven  ungeraden  n  gelangt  man  schließlich  zu  den  In- 
tegralen 

f4^      und       T-^^, 
,/    sin  X  ^f    cos  X  ' 

die  schon  in  Aufg.  58  bestimmt  wurden. 

79.  Durch  Anwendung  der  Methode  der  teilweisen  Integration  soUen 
die  Formeln  bewiesen  werden: 


und 


/  i^^'xdx  =  ^^^^  tg"'-^2:  —  /  ig^'-^-xdx 

/coi'^xdx  =  I  —^  = r  cot"'~^a:  —  /  eoV^'^xdx. 
J    tg"'x                OT  —  1  J 

Man  ersetzt  ftg'"x  durch 


,  cos- '"  +  13; 


/  sin'"~^a;cos~"'a;sina;<?a;=  /  sin"'~^a;- ^ dx 


dx 


sin"'     ^x  r  ■    m    ^  ^-m     J 

— '. /  sin"'--j::cos-"*a:aa;,usw.: 

(m-l)cos'"-^a;    J  '  ' 

in  entsprechender  Weise  ist  bei  fcoV'xdx  zu  verfahren. 

Im  Falle  eines  positiven  ungeraden  m,  m  =  2n  -^  1,  gelangt  man 
schließlich  zu  den  Integralen  jtgxdx  und  fcotxdx,  die  schon  in 
Aufg.  28  und  27  (S.  80)  bestimmt  wurden.    Es  ergibt  sich 

ßg'^^'xdx  =  ^^  tg2«:r  -  ^^tg2"-'^  +  •  •  • 

Im  Falle  eines  positiven  geraden  m,  m  =  2n,  folgt 
/tg2"a;  =  -^L^  tg2»-ia:  -  „    ^    ^  tg^»-^x  H 

^     o  2ri— 1     o  2«  — 3    o 
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Insbesondere  wird 

Jtg-xdx  =  tgx  —  X. 

80.  Für  J  Bin"'xcos''xdx,   wo  m  und  n  ganze  (positive  oder  nega- 
tive) Zahlen  sind,  sollen  folgende  Rekursionsformeln  abgeleitet  werden: 

.^.      -f-       sin"'  +  ^a;cos''~^x         n  — 1    /"  .  2-  n-"     j  ,        i 

(1)   J-= -^^^^^  +  ^„^\J  sm"'  +  ^a;cos''--2;f?:r,         m^-  1, 

8in"'~-a;cos''  +  ^a;c?a:,     w=j=— 1,  ' 


/o\       -r  Olli  ^  i^uo  it      ,       /t  —  ■•■      I      •     „  „      o        T  ^ 

(3)  J  = ^ j —  /  sm"'a;  cos" - ^o;  dx,  m  +  » =4=  0, 

/^\     -r  sin'""  ^x  cos""*"  ^x-    ,»i  —  l/*,,»  „7  ,/^ 

(4)  j  = j j —  I  sm"'~  -ic  cos"a:  aa:,         w«  +  n  4=  0, 

^   ^  m  -\-  n  m-\-  nJ  '  '      ^    ^ 

...     -r      sin"'  +  ^a;cos"  +  ^a;    ,    m-\-n-\-2  C  ■    „  m->  „      7 

(o)   J= r- ^  ,  y     /  8m"'  +  -xcoa"xdx,        wi4=—  1, 

.ß<      T            sin'"  ^^a;  cos"  "^■^a;    ,    in-\-n-\-2  C  .    „,  ,  ,„     j  i         i 

(6)  .je/ = r— ,    !      \  sm"'xcc>s"^^xdx,    w=H— 1. 

Die  Anwendung  der  teilweisen  Integration  führt  leicht  zum  Ziel. 

Bei  negativem  m  und  positivem  n  wird  man  die  erste,  dritte  oder 
fünfte  Formel  anwenden,  bei  positivem  m  und  negativem  n  die  zweite, 
vierte  oder  sechste  Formel.  Sind  m  imd  n  positiv,  so  führt  die  dritte 
und  vierte  Formel  zum  Ziel,  sind  m  und  n  negativ,  die  fünfte  und  sechste. 
Im  FaUe  m  +  1  =  0  versagen  die  Gleichungen  (1)  u.  (5),  das  alsdann  vor- 

/COS  or 
— dx  läßt  sich  bei  positivem  n  durch  (3)  redu- 
zieren;   im   Falle  n  -\-  \  =  0    versagen  die   Gleichungen  (2)   und   f6), 

/sin^'x 
—  dx  ist  nun  durch  (4)  zu  reduzieren.   Im  Falle  m  +  w  =  0  treten 
cos  X  ^  ■ 

an  Stelle  von  (3)  und  (4)  die  in  Aufg.  79  abgeleiteten  Formeln. 

Nach  mehrfacher  Anwendung  der  Formeln  (1)  bis  (6j  gelangt  man 

zu  Integralen  von  der  Form 

/■j               /    sin  X    ^  /    cos  X  j 

sma:cosx«a:,         / dx,        I  — — dx, 
'        ,/     C08X        '       J     sinj:        ' 

/,  \^\u''xdx,        lcoa''xdx, 

sin  X  cos  X  ,j  ^        J  ' 

WO  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.    Diese  Integrale 
sind  aber  schon  in  Aufg.  6,  2t!>,  21,  bl,  71  und  72  berechnet  worden. 
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Häufig  kann  man  j  sm"'xeos^xdx  direkt,  ohne  Anwendung  von 
Rekursionsformeln  bereclinen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  eine  der  beiden 
Zahlen  m,  n  positiv  und  ungerade,  die  andere  beliehig  ist.  Sei  z.  B. 
w  =  2A'  +  1,  so  wird 

/  sin'^j  cos":r  dx  =  j  sin"'.r  (1  —  sin^^r)*  •  d  sinic, 

und  dieses  Integral  geht  durch  die  Substitution  sin  x=z  in  /  z"'(l  —z^^dz 
über,  wo  nun  (1  —  z^y  nach  der  Binomialreihe  zu  entwickeln  und  als- 
dann z"'  (1  —  z^Y  gliedweise  zu  integrieren  ist. 

Ein  anderer  Fall  ist  der,  wo  m  +  n  eine  negative  gerade  ganze  Zahl 
ist,  etwa  m-\-n^  —  2Z;;  alsdann  setzt  man  tgx  =  z,  dx=  ^ dz  und 

erhält 

J  =ß^g'»x  cos- ^'^x dx  =ß,g"x  •  (1  +  tg2 xf  dx  = /i"* (1  +  z^-'^ dz. 

Die  Substitution  cot  x  =  z  würde 

J=-fz'^{l+z'y-'dz 
ergeben. 

Zur  Anwendung  der  in  Aufg.  80  behandelten  Formeln  mögen  die 
Beispiele  81  bis  86  dienen. 

81.  j  svD^xaoa^xdx. 
Nach  (3)  in  Aufg.  80  wird 

J  =  \sm^ XQ.OSX -\- \  j^m^xdx, 

wo  nun  das  letzte  Intecfral  durch  Aufo;.  73  bestimmt  ist.    Man  findet 
(/  =  "l  cos  X  {  sin^ic  —  \  srn^x  —  f  sin  x }  +  i^  ^. 

82.  l~^~dx. 

J   sin'*  X 

Nach  (1)  in  Aufg.  80  wird 

-r  1    cos^a;         3    /cos^a;   ,  1    cos^a;    ,     3    /  /  .  1    \   t 

J  =  —  —  -^-j- -IT  /    •  -   f<^^  =  —  "S"  "-^2 — V  ^  \    sm  a;  — -. —  dx 

2    sin*a;         2^    sin  a;  2    sin^a;         2^/    \  sinx/ 

=  — —  COS  X  (cot^  X  -\-  d)  — ^  In  tg  Y  o; . 

83.  I  sin^xcos^xdx,     sinx  =  z, 

J  =J>  (1  _  z^y  dz  =f{z^  -  2s'  +  z^)  dz  =  sin^a:  { }  -  f  sin^a;  + 1  sin*a; } . 
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/cos**  00 
^^—  dx,     sinx  =  2, 
sin-, 


■  X 


J         z-  J   \z  I  sinx  '3 

o-  /  sin-x  j 

J  =fz'  (1  +  ^2)  f?^  =  tg^o;  { i  +  I  tg^o; } . 

/cos    OC 
sin'  X       ' 

J  =  -p3  (1  -I-  ^2-)  ^^  _  _  i  cot*:r  { a  +  2  cot^^r } ; 
die  Substitution  igx  =  z  würde 

J  tg'iccos^a;      J      z^ 
ergeben,  also 

1 

—  7t 

87.  Man  bestimme  j  ^\n!^xao^'^xdx  und  unterscheide  liierbei  vier 

0 

verschiedene  Fälle,  je  nachdem  die  Zahlen  m,  n  gerade  oder  ungerade 
positive  ganze  Zahlen  sind. 

Nach  (3)  in  Aufg.  80  ist  für  w  >  1 


/sm"'a;cos"a;<^Ä;  ==  — j —  /  sm"'j;  cos"~^icrfa:; 
m-\-nJ  ' 

0  0 

bei  ungeradem  w  >  1  führt   daher  die  wiederholte  Anwendung  dieser 

Formel  auf 

1 


n  —  1  w  —  3 


m-{-n      m  -\-  n  —  2  m  +  3 

bei  tjeradem  n  wird  man  auf 


I  sin"'xeosxdx, 


n  —  l           n— 3  1         /*. 
. .  ...      _  _      1  si 

m-{-n      m -\- n  —  2  m -\- 2  J 


sin"*xdx 
ö 
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geführt.    Nun  ist 


ß^ 


sin'"a;cosrr<fa:  = 


w+  1 ' 


wie  die  Substitution  sina;  =  ^  sofort  ergibt,  während  bei  J  sm"'xdx 

0 

nach  Aufg.  76  die  beiden  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  m  zu  un- 
terscheiden sind. 

So  erhält  man: 


ß 


„_.,,  2w  2n  — 2 

sm^"'xcos^''+^xax  = 


2m +  2%+!     2m  +  2n  — 1  2m +  3     2m  +  l' 

0 

2 

2n  2n  — 2 


I  sin2"'  + 1 X  cos^"  +  ^iCf^a;  = 


2m-|-2n4-2      •2m-f-2w  2»» +  4     2w  +  2 

1  nlml 

T  (m-j-w  +  1)!  ' 


1 


f  sin^"a;i 


cos^''a:<?a; 

0 


2n— 1  2w  — 3  1  2m  — 1  2wt  — 3  3       1« 


27ti-\-2n      2m-\-2n  —  2  2m -f  2*       2m       2m  — 2  4       2       2' 


1  1 

2 


I  sin^"'  +  ^ X  cos^" X  dx  =  /  s 


sin^^  +  ^-TCOs^^a^^ic  =  1  sin^"a;cos^"'  +  ^rr'fZa; 

0"  0 

2w  2m  — 2 


2m-f2w  +  l       2m  +  2w  — 1  2n-f3     2»i-f-l 

Die  vorstehenden  Formeln  sind  bei  Aufg.  88  bis  91  anzuwenden. 

1 
Y« 

88.  /  sin*a;cos^a:ö^ic  =  q— ^^  =  o7^' 

0 

1 

89.  I  sin'xcos^xdx  = —z-^  =  YR- 

J  10-8         40 

0 

1 

Y'^ 
f\r\  I     ■    i  KT  5-3-3         jr  3        71         Bn 

90.  /  sm'xcos'xdx  =  — ^-^  _  4-T2  ¥  =  2^  '  T  =  5r2' 


I  sin^a:« 
0 
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Ol  r  •    9  4      7  8-6-4.2  128 

J  13-11 -S-T-ö         15015 

0 

92.  j  x"'arctgxdx,  wo  w  eine  ganze  positive  Zahl  sei. 


J   (m  +  l)(lH 


a-'n  +  l 

J'=       ,  -    arc  tgx  —  I  7      1  *!,  ,,   , — j,  dx. 


da; 


Die  Substitution  a:  =  tg^,  z  =  arctg  ic  ergibt  r/^  =    -^    ^ ,    womit 
die  Integration  auf  Aufg.  79  zurückgeführt  ist. 


§7. 

Weitere  Beispiele 
zur  Integration  transzendenter  Funktionen. 

1.  Man  beweise  die  beiden  Formehi 

T         Cr,-.        7       1           «""^(acos  6x  4- fc  sin  &x) 
Ji=  f  e'^-^cos  o.r  dx  = ^ TITp > 

7-        r  n^   •    1      1           e'^^ (asinhx  —  &  cos  &a;) 
^2=/  e^^'smhxdx  = ^ ^g  ,  ^^ , 

indem  man  auf  Jj  und  Jq  ^iß  Methode  der  teilweisen  Integi'ation  an- 
wendet. Durch  die  so  entstehenden  zwei  Gleichungen  wird  je  eines  der 
beiden  Integrale  auf  das  andere  zurückgeführt,  und  die  Auflösung  dieser 
Gleichungen  nach  Jj  und  J,  ergibt  die  gewünschten  Formeln. 

2.  Unter  der  Voraussetzung  a  >  0  sind  die  beiden  Formeln  zu  be- 
weisen: 

O  00 

b 


Je~'*'' coshxdx  =     »  ,  ,«     und        1  e~'^^B'mhxdx  =     ,  .  ,, 
a^  +  b^  J  a*  +  fe« 

0  0 

Nach  Aufff.  1  ist 


0 


,      ,               ■,.       e   "•^(acosfea; — &  sin  6a;)     , 
e-'^''  COS  oxdx  =  —  lim rr^v* + 


a*-f-6*  '    a*4-6' 


Da  e~"^  für  lim  x  =  oo  nach  NuU  konvergiert,  während  cos  hx  und 
sin  hx  für  a;  =  oo  keinen  bestimmten  Grenzwert  haben  (vgl.  Aufg.  26^ 
S.  80),  aber  in  ihrem  ganzen  Verlauf  nur  Werte  des  IntervaUes  von  —  1 
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bis  +  1   annehmen,  hat  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  der  letzten 
Gleichung  den  Grenzwert  Null,  das  Integral  somit  den  Wert  a:(a^-\-  h^). 
Analog  ist  das  zweite  vorgelegte  Integral  zu  behandeln. 

J"  =  —  /  e*-^(l  —  cos  2a;)  dx  =  -^—  e"' — r-  /  e'^'' cos2xdx 

1      ax        1   e''"^(acos2a;  + 2  sin2a:;)  _      26"-*  e"^sina;(asinx  —  2cosx) 

^Ya^      ~"  "2  a^ +1  "~  ä(aH-^  a^  +  4 

4.  Durch  welche  Substitution  läßt  sich 

/gaarcsinx^^ 

auf  ein  Integral  von  der  Form  J^  in  Aufg.  1  zurückführen? 

Man  setze  arcsina;  =-  z,  x  =  sin^,   so  wird  J=j e'^'coazds. 

5.  Für      x'^^sinxdx,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  sei,   eine  Re- 
kursionsformel abzuleiten. 

/  X"'  sin  xdx  =  —  x"^  cos  x  +  ml  x^  ~  ^  cos  j'  dx ; 
analog  wird 

/  x'"-  cos  xdx  =  x"'  sin  x  —  mi  x"'  ~  ^  sin  x  dx. 

6.  /  (arc  sin  jc)'"  dx,     arc  sin  a;  =  2,     x  =  sin  z, 

J  =  1 2"'  coszdz. 

7.  I sin  y xdx,      yx  =  z,      dx  =  dz'dz, 
J  =  dj z^  s'mz  dz  =  o|—  ^^cos2^  -j-  2  j z  cos z dz j 

=  —  S^^cos^  +  6^sin^-}-6cos^=3{(2  —  "/a;^)  cos  )/.?  +  2y'xsmy'x}- 

8.  f  arcigYxdx,     x  =  z^,     dx  =  2zdz, 

J  =  2  I  z  arc  tgzdz  =  z^  arc  tgz  —  j      \_   g  dz 

=  z'^  arc  tgz  —  /  (  1  —         ^^j  f/^  =  (a;  +  1)  arc  tg  y~x  —  j/a: . 


9.  Zahlreiche  transzendente  Differentiale  können  durch  eine  Sub- 
stitution in  algebraische  verwandelt  werden.  Es  sind  dies  z.  B.  alle 
Differentiale  von  der  Form  f(u)  •  u'  dx,  wo  u  eine  transzendente  Funk- 
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tion  (p(x)  von  x  und  f(u)  eine  algebraische  Funktion  von  u  bedeutet;  sie 
werden  durch  dieSubstitution  ^fAj  =  ^  mf(z)dz  übergeführt.  Man  mache 
sich  dies  klar  bei  den  folgenden  Integralen,  die,  von  etwaigen  Zahlen- 
faktoren abgesehen,  sämtlich  in  Integrale  von  der  Form  if{z)dz  ver- 
wandelt werden  können. 

I  f(e'"')e"'''dx,  j  f{\nx)^dx,  j  f(smx)cosxdx, 

Jf{co8X)smxdx,  J/'(tg^)co8*x^^'     J /"(^^^ ^) ^i^  ^^' 
f  (arc  sin  x     , i„  ,     f  (arc  tg  x)  -—- — 5  • 

Hiernach  löse  man  die  Aufgaben  10  bis  12. 
10.  /(1°^)'^'     \nx  =  z, 

12  f  ^^^ f ^  ^^         tcT:r  =  ^ 

J==  f  ,  ^^     ,  =  J-  arc  tg  (— )     (nach  Aufg.  17,  S.  79). 
daher 

J  =  —r  arc  tg  (  —  tg  a: )  • 

/d  X  i       d  sc 

,   ,        ,    und  /  ,—,    .  ,     an. 
l-fcos*x  ^  1  +  8in*a; 

/rfx               Z'           dx                ,,          i*      dx  1  ,     /tgx\ 

7--; j~  =  /  s s — i     •  «^  >   daher    /  — -j ^    =  -^  arc  tg  (     -.-  ] ; 
1 -|- cos'^a;        f  2co3*a;-|- 8in*x'                  I  1 -|- cos-x       -1/2  y  1/2  / 

ähnlich   findet   man    /--—.—-=     _  arc  tcr(l/2  tcric). 
^  1  +  8in*a;        y-i 

•^  -j'coVx  +  .i~^W5  -  y=p  arctg(vT:rSHgr),naeb  Aufg.l2. 
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T        C      dx  1  ,     /ae^\ 

^=J  a-z^  +  h^  =  7ä>  ^^^  *g  It-J  • 

r»  m 

16.  / f^x,  WO  m  eine  ganze  Zahl  sei. 

Durch  die  Substitution  ä;=  sin^  folgt  J"= /sin'"^  rf^,  womit  das  In- 
tegral auf  Aufg.  71,  S.  97  oder  Aufg.  78,  S.  99  zurückgeführt  ist. 

17.  I  ~=ax ,     a;=-cos^'. 
Hier  wird 

1— a;=2sin^Y,     1  +  a:  =  2cos^-|- ,     J=  —  2  /  sin^ y  f?^ 
oder 

«7"=  +/  (cos  z  —  1)  <^^  =  sin  ^  —  ^^  =  ]/l  —  x^  —  arc  cos  x. 
1 

18.  /a^~^(l  —  aj/'^^t^^r,  wo  ^  und  g  ganze  positive  Zahlen  seien. 

0 

Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  sin^z  erhält  man 
t 

J=2  l8m''P-'zcos'^-^zd0  =  ^^r^,^'^^~.sY' ,  nach  Aufg.  87,  S.  104. 

0 

Übrigens  folgt  aus  diesem  in  p  und  q  symmetrischen  Ergebnis,  daß 
1  1 

jxP-'^d  —  xy-'^dx=Jxi-'^{\  —xy-^äx 

0  0 

ist  (vgl.  Formel  (6)  in  Aufg.  4,  S.  74).  Als  Funktion  beliebiger  positiver 
Größen  p  und  q  betrachtet  heißt  dies  Integral  das  Eulersche  Integral 
erster  Gattung]  es  wird  durch  B  (p,  q)  bezeichnet;  vgl.  auch  §  14. 


§8. 

Integration  der  rationalen  Funktionen. 

1.  Die  rationale  Funktion 


(1) 


F{x)         h,x--^h,x'^-^^---^h„_,x-\-h„   ' 
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bei  der  die  ganze  Funktion  f{x)  von  niederem  Grad  sei  als  F{x)  (m  <  n, 
echt  gebrochene  rationale  Funktion)  und  überdies 

(2)  F{x)  =  h,x"  +  ftio:»-!  +  .  .  .  _^  j^_^^  ^  j^ 

=  6o(^  —  a)(.r  —  Z')  •  •  •  (jc  —  A)  •  •  •  («  —  Z) 

nur  reelle,  ungleiche  Faktoren  hat,  von  denen  keiner  in  f(x)  als  Faktor 
enthalten  ist,  gestattet  eine  Partialbruchzerlegung: 

^^'  F{x)        x  —  a'^x  —  b^  ^x  —  h'^  ^  x~l' 

Zur  Bestimmung  eines  beliebigen  Koeffizienten,  z.  B.  H,  dieser 
Zerlegung  unterdrücke  man  bei 

iM_ M 

F(x)       b^{x—a){x  —  b)...{x  —  h)...{x—l) 

im  Nenner  den  Faktor  x  —  h  und  setze  alsdann  in  die  übrig  bleibende 
Funktion  au  Stelle  von  x  die  Größe  //.  Das  Ergebnis  dieser  Substitu- 
tion ist  der  Zähler  H,  der  zu  dem  Partialbruch  mit  dem  Neuner  x  —  h 
gehört. 

Übrigens  ist  S"  auch  gleich  /"(/<)  :  F'ili). 

Zur  Herstellung  der  Partialbruchzerlegung  (3)  ist  also  die  Kenntnis 
der  Größen  a,h,  .  .  .h,  .  .  .1,  d.  h.  der  Wurzeln  der  Gleichung  F[x)  =  0 
erforderlich. 

Offenbar  erhält  man  aus  (3): 


(4)/ 


-^^^dx=A\n(x-a)+B\n{x-V)  +  -''  +  mri{x-h)-{-----^L{x-l). 


Die  Koeffizienten  von  fix)  und  F{x)  werden  hier  und  im  folgenden 
als  reell  vorausgesetzt. 

Ist  in  der  Funktion  (1)  der  Grad  m  des  Zählers  größer  oder  ge- 
rade so  groß  wie  der  Grad  n  des  Nenners,  so  muß  man  vor  Anwendung 
der  Partialbruchzerlegung  f{x)  :  F{x)  durch  Division  in  eine  Summe 
aus  einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen  Funktion  verwandeln. 

2.  Da  die  Koeffizienten  von  F(x)  reell  sein  sollen,  enthält  F{x) 
neben  einem  T:omplexen  Y okior  x  —  a,  wo  a  =  a-\-iß  ist,  auch  den 
konjugiert  komplexen  Faktor  x  —  cc  -\-  iß.  Die  infolge  dieser  beiden 
Faktoren  x  —  cc  —  iß  und  x  —  a  -\-  iß  auftretenden  Integrale  der  Par- 
tialbrüche 

A-\-iB      ,       A  —  iB 


(5)  ^-T'-^^    , 

ergeben  zusammen  bei  der  Integration  den  Ausdruck 

(6)  A  \n  [{x  -  af  -\- ß']  -  2  B  arc  tg  ""  ~  "" 
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dabei  ist  der  Zähler  Ä  -{-  iB  des  ersten  Partialbruches  in  (5)  gerade  so 
zu  bestimmen  wie  bei  einem  Partialbruch  mit  einem  reellen  Nenner 
X  —  a  (vgl.  Regel  1). 

Die  zwei  durch  die  komplexen  Faktoren  x  —  a  —  iß  und  x  —  a-j-  iß 
des  Nenners  jP(a;)  veranlaßten  Partialbrüche  lassen  sich  auch  in  der  Form 

Mx  +  N 

zusammenfassen.  Das  zugehörige  Integral  geht  durch  die  Substitution 
X  —  ß;  =  ^  in 

^^Tf^  <^'  -J   ,^+  ß^  +J     z^  +  ß^    '^' 

oder  in 

-  M  In  {z^  +  ß~)  ^ ^--  arc  tg  j 

über,  man  hat  daher 

3.  Es  sei  wiederum  f(x)  in  (1)  von  niederem  Grrade  als  F{x),  aber 
F{x)  enthalte  mehrfache  reelle  Faktoren,  so  daß  etwa 

(8)  F{x)  =  \{x  -  ay{x  -  hy  ■■■{x-iy 


ist,  wobei  natürlich  auch  einige   der  Exponenten  a,  ß,  .  .  .  X  gleich  1 
sein  können.    Hier  ergibt  sich  eine  Partialbruchzerlegung  von  der  Form 

^   ^  -f^(^)        {X  —  af        {x-  af-^  x-a 

B,  B^  B 


(x  —  b)'^    '    {x  —  by-'   '            '    x  —  b 
+ 

+  -A„: b I  ....  J:^. 

(x  —  lf        {x  —  lf-^  x  —  l 

Zur  Berechnung  einer  beliebigen  Koeffizientenreihe,  z.  B.  der 
A^,  A^,  .  .  .  A^,  unterdrücke  man  bei  f(x)  :  F(x)  im  Nenner  F(x)  den 
entsprechenden  Faktor  (x  —  a)"  und  setze  in  der  übrig  bleibenden  Funk- 
tion X  gleich  a  -)-  h,  ordne  Zähler  und  Nenner  nach  steigenden  Potenzen 
von  h  und  dividiere  nun  mit  dem  Nenner  in  den  Zähler.  Das  Ergebnis 
dieser  Division  ist  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  h  angeordnete 
unendliche  Reihe,  von  der  man  aber  nur  die  a  ersten  Glieder,  also  die 
Glieder  mit  h'^,  h^,  Ji'^,  .  .  .h"~^  braucht.  Die  Koeffizienten  dieser  Glieder 
sind  der  Reihe  nach  bzw.  gleich  A^,  A2,  A^,  .  .  .  A^. 
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Man  könnte  auch  folgendermaßen  verfahren:  Setzt  man 
F{x)  =  {x-aYF,{x), 

so  \'&if{x)\F^{x)  die  nach  Unterdrückung  des  Faktors  (a:— a)"  des  Nenners 
von  f{x)  :  F{x)  übrig  bleibende  Funktion,  die  mit  cp(x)  bezeichnet 
werden  möge.  Statt  nun  wie  vorhin  qp(a  +  Ä)  =  f(a  +  h)  :  F^^(a  +  h) 
durch  Division  nach  steigenden  Potenzen  von  h  zu  entwickeln,  könnte  man 
auch  diese  Entwicklung  mit  Hilfe  der  Taylorsclien  Heike  (vgl.  Teil  l,  S.77) 

(10)  cp{a^h)^(p(a)i-hq^\a)+^-^<p''(a)  +  ...  +  ^ß^^^^^^^ 

ausführen,  von  der  man  —  wie  vorhin  erwähnt  wurde  —  nur  die  a 
ersten  Glieder  braucht.  Bequemer  ist  jedoch  das  Divisionsverfahren, 
denn  die  Bildung  der  höheren  Ableitungen  von  q){x)  =  f{x):F^ix)  ist 
zeitraubend. 

Auch  die  Methode  der  Koeffzientenv  er  gleichling  führt  zum  Ziel: 
Man  macht  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  gleichnamig  und  beachtet, 
daß  \(x  —  ay{x  —  hf.  .  .  (x  —  If  nach  (8)  gleich  F{x)  ist.  Nachdem 
die  Nenner  der  beiden  Seiten  von  Gleichung  (9)  einander  gleich  ge- 
macht sind,  müssen  auch  die  Zähler  übereinstimmen,  und  zwar  für 
alle  Werte  von  x]  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x  müssen 
daher  einander  gleich  sein.  Setzt  man  sie  einander  gleich,  so  er- 
hält man  gerade  so  viele  lineare  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 
Ä^f  Ä^,  .  .  .  Ä^,  5j,  Bc,,  .  .  .  B^,  .  .  .  Lj^,  X,,  ■  •  ■  L)  wie  zur  Bestimmung 
dieser  Unbekannten  erforderlich  sind.  Die  vorhin  zuerst  beschriebene 
Methode  der  Division  führt  meist  rascher  zum  Ziel  als  die  Koeffizienten- 
vergleichung. 

Die  Integration  der  Summe  (9)  der  einzelnen  Partialbrüche  macht 
keine  Schwierigkeit  (vgl.  Aufg.  5,  S.  50). 

4.  Mehrfache  Iwmplexe  Faktoren  des  Nenners  F{x)  in  f{x)  :  F{x) 
geben  Anlaß  zu  Partialbrüchen  von  der  Form: 

^■^^  [(a;  — a)*+^*]"  "^  [(x  — a)''  +  ^»J«-i  "^  ■        '^  {x  —  a)' -\- ß' 

oder  auch  von  der  Form: 

n  9\  __A+±?L_  j A  —  i^i     j A  +  ^'-^i        ,        A  —  i^i         , 

^   ^   {x—a  —  i  ^)"  "^  (a;  —  DT  +  ißf'  '^  {x  —  a  —  i^Y''^'^  {x  —  a  -\-  i(3)"- »  "^ 


X  —  a.  —  iß       X  —  a-\-iß 

Die  in  den  Zählern  auftretenden  Konstanten  lassen  sich  durch  die 
Methode  der  Koeffizientenvergleichung  bestimmen,  bei  der  zweiten  Form 
auch  so  wie  in  Kegel  3  bei  mehrfachen  reellen  Faktoren  des  Nenners 
gezeigt  wurde. 
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Die  Integration    eines  Partialbruches  wie 

erfolgt  am  besten  mit  Hilfe  der  Substitution  x  —  u  =  ßs'.   man  erhält 
alsdann 

,      .     f'M.a  +  N.  +  M.ßz  r     M.a  +  N,  r        M.zdz 

wo  das  letzte  Integral  gleich 

—  M,  1 

2ß^-'i--{n  —  1)  *  (1  +  s^)«-i 

ist.    Das  erste  Integral  ist  mit 

dz 


(")  ß 


(1  +  zY ' 
wofür  auch 

/l -\- z- —  z-   ^    f       dz  r   z^dz 


(1  +  z^ 


gesetzt  werden  kann,  sofort  erledigt. 
Hier  ist 


r  z^dz  _  r     zdz      _  c    , 1^ 

J  (1  +  zy  -  J  ^  ■  (1  +2^«  -      J  -■  ^'  2(«-  1)  (1 


,2Vt-l    + 


dz 


2(«— 1)(1 +0')«-i     '    2(?l  — 1)J    (1  4-5r*)'»-i' 

daher  folgt 

.^p.x  f  ^^  ^  c   ^^     I ? ^^  r   <^-g 

^  e/  (l  +  '2')"      J  (l  +  2r^»-i~''2(w  — l)(l4-^r«)«-i       2(w  — 1)  J  (l+2*)»-i 

z  2n  —  3     /*       d^; 

""  2(«  — l)(l  +  2*)»-i  "^  2«  — 2  J  (l+s^'-i' 

Durch  diese  Rekursionsformel  wird  das  Integral  (14)  mit  dem  Ex- 
ponenten n  im  Xenner  zurückgeführt  auf  ein  Integral  derselben  Art  mit 
dem  Exponenten  «  —  1  im  Nenner.   Wiederholte  Anwendung  der  Formel 

/dz 
-—-. — 5  =  arc  tg  0. 

Ein  anderes  Verfahren  zur  Bestimmung  von  /  '^^^  besteht  da- 
rin, daß  man  dieses  Integral  durch  die  Substitution  2  =  igu  in 
/  cos*"~^w(?M  überführt. 
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A)  Der  Nenner  der  rationalen  Funktion  hat  nur  reelle  Faktoren. 

Beispiele. 

l-"/(x-2Kx  +  4)^^=/(^-i-^^)^^-31nu-2)  +  81n(a:  +  4)  +  ln(7 
Jx^—a-     J    l2a(x-rt;       2a(a;+ajJ  2o       L     J^  +  aJ 

=  lii[C(a:-7)2(a;-4)^]. 

r  da; 

4-  J  ax^  +  2hx-^c' 

Man  unterscheide  hier  drei  Fälle,  je  nachdem  die  Wurzeln  x^,  x^ 
der  Gleichung  a  x"^  -\-  21) x  -\-  c  =  0  reell  und  verschieden,  komplex  oder 
einander  gleich  sind. 

Im  Falle  reeller  Wurzeln  (h^  —  ac  >  0 )  findet  man  mit  Hilfe  der 
Partialbruchzerlegung 

J^  ~,-^^  f(-^ ■  —     )  dx  =  — ^  In  " -^  +  C. 

tt(aji  —  x^)J    \x  —  x^        X  —  xj  a{x^  —  x^)       x      x^ 

Im  Falle  komplexer  Wurzeln  (h^  —  ac  <  0)  schreibt  man  das 
Integral  in  der  Form 

-,!/"•               dx  1  ,       ax-]-b         ^ 

J  =  —    /  r-^ r^  =  -  arc  tg    ,  -  +  C . 

Im  FaUe  einer  Doppelwurzel  x  =  —  b:  a,  (ac  —  6^  =  0),  wird 

/2x'+41a;— 91         ,  T/     *  "^        i        ^     \  z/... 

(^_l)(^  +  3)(x-4)  ^^  =  j    (^^  -  ^+3  +  ^^IT-J^-^ 

=  41n(a;-l)-71n(a;4-3)  +  51n(a--4)  +  lnC'=ln[^^^^^^^*^-]- 

r.         C  a;*-a;+14     ^    _  /*f      13  3 ^2 L_!,/r 

^'^      J(^IIT)»(a;-2)^^~J   |(x-4)»       fx  -  4)»  "^  x- 4       x-^V'-^ 

13  3        ,   21n^^~*^- 

—       2(a;  — 4)»"^a;  — 4^^'"^    a:  —  2 

Diugeldey:  Differential-  u.  Integralrechnung    II.  8 
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/*4a,_|_3  Tf       11        ,         ^       1^ l^ 4  ^ 

r3a;^-37a;  +  83  ,  ff        3 ^_„  4.  _J^ —]dx 


3 


^^*-^  +  ln'^^?f^- 


2  (a;  —  2)*  '  a;  —  2   '  a;  +  5 


rx^-20x^+^6x-2S  A^Z^O ?__  +  ^L_U^ 


^^       ■      ^     -l-ln(a:  +  3)-fC. 


(a;  — 4)*   '   x  — 4 

1^-  J       (a;_2)»(aj-5)     ^^-J   l(^_2)3  +  a:-5r^       2(a;-2)^ 

+  ln(Ä;-5)  +  (7. 

i^-  J(^-Z.3)*(a;+l)*^^~J   l2(a;-3)»^2(a;4-l)*l 


2(a;  — 3)       2(a;  + 


^  +  ^' 


.„      /^a;^+  5x^—  lOa;^—  8a;  +  5  ^ 
1^-   J  (a;-2r(a;  +  3r  ^"^ 

_    A 1  1  ^2  27  23 l—\dx 

—  J   \5(a;  — 2)»"'"25(a;  — 2)«"^25(a;  — 2)^25(a;i-3)2       25(a;+3)| 

/-;,«_8a;  +  7  ra,^-sx-^l 

^^-  J  (^«_3a;-10)^^^~J  (a;_5)^(a;  +  2)*'*^ 

_  ff  8  30  27 ^—Ua; 

~/   1      49(a;— 5)*^343(a;  — 5)^49(a;4-2)*       343(a;+ 2)  J  "'**' 

8  27  .    30  ,    a;— 5    ,    ^ 


49  (a;  — 5)       49(a;+2)   '343       a;  +  2 


^^-  j     (1-3)-    ^^=j  I(^^r3p  +  (^:::3r  +  ^:::3pr^ 


— 15  10  1_ ^ 

la;  — 6  , 

/TT 

(a;  — 2)^ 


4(a;— 3)*       3(a;  — 3)^       2(a:  — 3) 

15.  /^'-^."'tr— d» 


_  fl       U  28  21  8  I        ^      U 

J   l  (a;  —  2)«  "^  (a;  —  2)"  +  (a;  —  2)^  +  (a;  -  2)^  "1"  a;  —  2  j  ^^ 

7  28  21  \_'\     {  o\  _L  f^ 

=  — 2(^II"2p~3(^ir^~2(x  — 2)*~'a;— 2~^       *^^~"'  "^  • 
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16.   Man  zeige,  daß  jedes  über  ein  transzendentes  Differential  er- 
streckte Integral  von  der  Form 


f  f{sm  X,  cosx)dx, 


wo  f  eine  algebraische  Funktion  von  sin  x  und  cos  x  ist,  durch  die  Sub- 
stitution tg  Ix  =  2  in  ein  Integral  eines  algebraischen  Differentials  ver- 
wandelt werden  kann. 

Man  findet 

2z  1  —  z-         ,  2  dz 

sm  X  =  — -,     ö,     cos  X  =  :r~, — 2  j     (^^  =  ^~r   i  • 

1  -j-  2-'  1  +  2*'  1  -f  2* 

17.  Die  vorstehend  erwähnte  Substitution  ist  auf 

dx 


/ 


a  -{-  h  cos  X 

anzuwenden.  Hierbei  zeigt  sich,  daß  man  zwei  verschiedene  FäUe  unter- 
scheiden muß,  je  nachdem  a  —  h  und  a  -\-  b  Zahlen  von  gleichem  oder 
entgegengesetztem  Vorzeichen  sind. 

Die  genannte  Substitution  ergibt 


+  &  +  (a  —  6)2* 

A)  — r^  sei  >0,  etwa  =  k^. 

Hier  wird 

j  2       f     dz  2  ,    f-\/a  —  b,      x\ 

nach  Aufg.  17,  S.  79. 

B)  — p-,  sei  <  0,  etwa  =  —  Jc^. 

Hier  wird 

j_      2        r     dz       _  _      2        r dz 


ia  +  b)k  I  l_ 


){kz  +  l) 

1     -^V'' 


T      '+  k 


oder  also 

Die  Fälle  a  =  &  und  a  =  —  h  sind  schon  durch  Aufg.  54  und  53,  S.  93 
erledigt. 
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18  f  ^"^  ■ 

J  1  —  2j3  cos  a;  -\-p^ 

Aus  dem  Ergebnis  von  Aufg.  17  folgt  für  1  -\-  p^=  a,  —  2p  =  b 
sofort 

J^=r:^.arctg(i±|tgf). 

1  q       r  dx 2  rp±l       xj  _  _^ 

^y-    J  1  _  2p  cos  x  4-  i,^  ~"  i?^  -  1  ^^°  ^S  U  -  1  ^  2  Jo  ~  iJ—  1 ' 

0 

wenn  p  >  1  ist. 

Im  Falle  p<l  wird  /=  57:^,;  i?  =  1  führt  auf  Aufg.  53,  S.  93. 


20.  f^osxdx^  ^^^    r 

J  a  -{-0  008  X  Ja 


dx 


4"  b  cos  a; 
zurückzuführen. 
Offenbar  ist 

j        r j  1  a  I   ,     X         a    r       dx 

J   \h        h{a -\-l)  C0&  x)]  h         bj  a-\-bcoäx 

21.  r_    a  +  cos.  ^^ 

J  1  -\-  2a  cos  a;  -j-  "" 
wobei  0  <  a  ^  1  sei. 

•^  =V  2a  +  ^2^J  r+ 2a 008  0;+"^  "  2^  +  T  ^''^  ^^U'+T  ^TJ 

wenn  arc  tg  (^^  tg-|-)  =  /3,  |^  tg  y  =  tg  /3  gesetzt  wird.   Bei  An- 
wendung des  Additionstheorems  für  die  Funktion  arc  tg  (vgl.  Aufg.  14, 

S.  78)  erhält  man 

T        1  ,  a  sina; 

J  =  —  arc  ts: 


22. 


/. 


1  -\-  a  cos  X 
dx 


+  b  cos  X  -{-  c  ainx 


Dieses  Integral  führe  man  auf  das  in  Aufg.  17,  S.  115  behandelte 
Integral    zurück,   indem  man  &  =  mcoso;,  c  =  >wsina  setzt,  während 

m  =  yb^  +  (^  ist,  wobei  der  Wurzel  das  Pluszeichen  gegeben  werden 
kann.    Man  erhält 

dx 


-h 


'   ~  -f-  »i  cos  {x  —  a) 
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23.  '         ^^ 


1  —  —  sin^  X 
6 

0 


Hier  wird  mit  Hilfe  von  2x  =  z: 


71 

_  r>  r    dz     _   12  r        -|  /lö    z~\'^    1      


X  -\-  sin  .r  ,  i      ^ 

-, ria:,      tg — 

-|-  cos  X        '        ^2 


=  1  2  arc  tgzdz  -{-  I    ^—^ dz  =  2sB,rQ,igz  =  a: tg -|- 


Hieraus  folgt  leicht 


/ 


r— , dx  =  xis—  -[-  2\n  cos  — 

1  -}-  cos  a;  ö  2     '  2 


25.  Ist  /eine  rationale  Funktion  von  sina;  und  cosa:,  die  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  x  durch  x  +  7t  ersetzt,  so  geht  das  Integral 


I  f(s'mx,  cosx)dx 


durch  die  Substitution  tga:  =  ^  (also  nicht  tg  ya^  =  z  wie  in  Aufg.  16) 
in  ein  über  eine  rationale  Funktion  von  z  erstrecktes  Integral  über.  ^) 
Dies  soll  gezeigt  werden. 
Aus  tgx  =  z  folgt 


sinx  =  z  :yi-\- z^,     cos a;  =  1  :  ]/!  +  z'',     dx  =  dz  -.{X  -{•  z^). 

Die  Funktion  /"(sin  x,  cos  x)  geht  durch  die  Substitution  in  einen  Aus- 
druck von  der  Form 

über,  wo  R  und  S  rationale  Funktionen  von  z  sind.   Wird  nun  x  durch 
x-\-  7t  ersetzt,  so  bleibt  igx  =  z  ungeändert,  aber  sin x  und  cos x  ändern 

ihr  Vorzeichen,  also  muß  man  auch  bei  y  1  +  z^  das  Vorzeichen  ändern, 
man  erhält 

/"(sin  {X  +  7i),  cos  {X  -f-  7c)) 


1)  Ch.  Hermite,  Conrs  professe,  redige  par  Andoyer,  3.  Aufl.,  Paris  1887, 
S.  13—14. 
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oder  (nach  Voraussetzung) 

/(sin  X,  cos  x)  =  R ,  • 

o 

Da  /"(sina;,  cosa;)  schon  bleich  i?  H war,  folgt  sofort 

/"(sina;,  cosic)  =  -R(^). 
26.  '        ^^ 


L 


a  -f-  &  tg  a;  ' 
man  wende  die  Substitution  i^x  =  z  an. 


J^ 


J(«" 


geht  durch  Partialbruchzerlegung  in 

über;  man  findet  leicht 

«^  =  ^+p(^  arc  tg^  ~  y  6  In  (1  +  ^^^  +  5  In  (a  +  &^)} 

1        f  1  T  1         1        ,71«  cos  ic  4-  ?^  sin  X  \ 

=    3  ,  ^ \ax  —   -0  In  — i — H  0  In 

a^  +  0*  l  2  cos^a;    '  cos  a;  J 

=    g      ,g { aaj  +  6  In (a cos a;  +  6  sin a:) } • 

Das  vorgelegte  Integral  läßt  sich  auch    durch    die    Substitution 

a  =  w  sin  a,  h  =  m  cos  a,  m  =  -\-  Ya^  +  b^  erledigen;    man  erhält  näm- 
lich alsdann 

j-  1  f*   cos  X  dx 

~  +  |/a«  +  &  V    sin  (x  +  a) ' 
woraus  mit  Hilfe  von  x  -\-  a  =  2,  dx  =  dz  der  Ausdruck 

-r               1             /'cosÄfcosa  +  sin^;  sina  ,  1  .  ,      .        ,        .      ^ 

«/= ,  / az  = (cosamsm^  +  gsinc^) 

+  >/a*  +  bV  sin^  +|/a^4-&2^  ^ 

hervorgeht  usw. 

27       /        ^^ =  -_  1 {ax  —  bin  {ci  sva.x-\-b  cos  x)  \  • 

Ja-\-hcoix       a^-\-h- 

no  I  ^^ . 

J  a  sin*  a;  -(-  2  &  sin  x  cos  x  -\-  c  cos-  a; ' 

man  setze  tg  a;  =  ^. 

Hier  wird  J  =  \  — ,  ,   ^, — , — ,  ein  Integral,  das  schon  in  Aufg.  4, 
S.  113  behandelt  wurde. 
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29.  Man  soll  die  Formeln  beweisen: 

/In  (a  +  hx^)dx  =  x  In  (a  +  hx-)  —  2x-\-  ^^  arc  tg  (a;l/-    ) , 
ya b  \     f     a  / 

/'in  (a  +  lx')dx  =  x  ln(«  +  hx'')  -2x-\-    ,"^-  In^"^""*^"", 
J  y—ah       xYb  +  y—a' 

wo  die  untere  oder  obere  Gleichung  gilt,  je  nachdem  a  und  h  gleiche 
oder  entsregensesetzte  Vorzeichen  haben. 

Für  beide  Fälle  ergibt  die  Methode  der  teilweisen  Integration 

-xln{a  +  ix^)-2x  +  2af^,- 

Das  nun  noch  zu  berechnende  Integral  wurde  im  wesentlichen  schon  in 
Aufg.  17,  S.  79  behandelt. 
1 

V 

30.  /   -T-^-^r-A-n--Tr.dx 


(  a*  sin*  X 
J    a^  sin*  X 


+  ö*co8*a;  a*-f  h^ 


Diese  Formel  soU  bewiesen  werden,  indem  man  den  Integranden 
mit  Hilfe  der  Substitution  tg  o;  =  ^  in  eine  rationale  Funktion  von  z 
verwandelt  und  diese  durch  Partialbruchzerlegung  integriert. 


00  00  00 

j ra-z^-\-'b-     dz     a-h-      C       dz  1         C 

"^  ^J   a*z^+b~*  r+7*  ~  n-  +  b^J  a*z^  +  b*  +  a*  +  & V    1 


dz 


0 


1  7C  1         n  n 

1^  '  "ö"      I 


a'  +  b-      2     ^  a*  +  5-  2         o«  +  &* 
r     dx 

31-  JT^-^-'     '-' 


j        C   dz  1 


e*—  1 

e"*  -|-  1 


Wäre   der  Nenner   des  Integranden  e^  -f-  e~-^,   so  würde   man  auf 
arc  tge^  geführt  (vgl.  Aufg  22,  S.  79j. 


/l/smx   -,  .  o 

•^ dx,      sin  ic  =  ^  , 
cos  iC         '  ' 


1  ,     14-  l/sin  X  ,     ,  /—. 

=  ^- In — arctgl/sina;. 

2  i-Vsina;  ^^ 
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33.  Die  Gleicliungen  (3),  S.  109  und  (9),  S.  110  zeigen,  daß  die  Inte- 
gration einer  rationalen  Funktion  f{x):F{x),  deren  Nenner  keine  kom- 
plexen Faktoren  enthält,  wieder  auf  rationale  Ausdrücke  und  außerdem 
im  allgemeinen  auf  Logarithmen  führt.  Enthält  F{oc)  keine  linearen, 
sondern  nur  mehrfache  reeUe  Faktoren  {x  —  aY,  {cc  —  'by,  .  .  .,  (x  —  iy, 
so  kann  es  vorkommen,  daß  einige  logarJthmische  Glieder  fehlen,  vgl. 
z.  B.  Aufg.  11  und  14.    Man  soU  untersuchen,  wann  dies  eintritt. 

Offenbar  müssen  die  Koeffizienten  Ä^^,  B^,  .  .  .,  i;  in  Formel  (9), 
S.  110  teilweise  oder  sämtlich  verschwinden.  Die  Bemerkungen  zu  Glei- 
chung (10),  S.  111  zeigen,  daß  Ä^  mit  (p^"~'^'>(a)  verschwindet.  Analoges 
gilt  für  B^:  Setzt  man  F(x)  =  {x  —  hyF^^x)  und  ip{x)  =  f{x)  :  F^{x), 
so  muß  tjj^f^  ~  ^'> (h)  =  0  sein,  wenn  B^  verschwinden  soU,  usw. 

34.  Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion,  deren  Grad  kleiner  als  n  ist,  so 
erhält  man 


/i 


m  ^i^^_        A«)  f(«) 


{x  —  af"  {n  —  l){x—af-'^       {n  —  2)  {x  —  a)" ~ '^ 

f"{a)  f"{a) 


2 !  (w  —  3)  (a;  —  a)"~  ^        3 !  («  —  4)  (x  —  «)""* 

{n  —  2) !  (a;  —  a)    '     (w  —  1) !         ^  ^    ' 

Dies  soll  bewiesen  werden. 

Die  Partialbruchzerleguug  des  Integranden  ergibt  nach  Regel  3: 

m   _   m         na)  na) 


{x  —  af        {x  —  af        {x  —  af-'^        1\{x  —  af 


{n  —  IV.  {x  —  a)^    '    {n—l)\{x  —  a) 
35.   Man  berechne  hiernach 

4a;*  — 2a;+  1 


/ 


{x  —  3)= 


dx. 


j__  _J^ 82  25  12  ,         o^    ,    At 

^-        (ar-3)*        3(rr-.3)3        (a- _  3)*  ~"  a;  -  3  "*"  ^"  ^"^  ~  "^^  +  ^• 

36.  Nimmt  die  ganze  Funktion  f{x),  deren  Grad  ^  w  —  1  sei,  für 

X  =  x^,  X  =  x^,  .  .  .,  X  =  x^   die   Werte  f{x^,  fXpc^)j  ■  •  ■,  fi^J   ^^>   ^^ 
läßt  sich  f(x)  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

71 

(x  —  x^._^)  {x  —  x^^^)---{x  —  xj 


(1)  rt-)=2V(..)<|^^^:^^|E 


a^A-iXa:-*—  Xk  +  r)  ■  ■  ■  (%—  x„) 


Diese  Formel  soH  unter  Benutzung  von  Regel  1,  S.  108  f.  bewiesen 
werden. 
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Nach  (3)  in  Regel  1  ist 

1 
wobei 

F(x)  =  c{x-x,)(x-x.^---{x-x„),     Ä,==f{x^):F'{x,)', 
daher  wird 

n 

'  ^   ^       .^j  '  ^  *^  (a;  —  x^.)  F  {X/) 
1 
Mit  Rücksicht  auf 


^^^^  =  c(x-x,){x-x,)---(x-x,_^){x-x,_^J---{x-x„) 
und 

^'(^*)  =  K^k-  ^i)  (-^ii-  -  ^2)  •  •  •  (^i-  ^k-i)  K-  ^i+i)  •  •  •  (^*-  ^J 

erhält  man  die  zu  beweisende  Formel. 

Setzt  man  f(x)  =  y,  f{x^  =  Vk^  so  stellt 

n 

{x  —  x^)  {x  —  x^)---{x  —  xi._^)  {x  —  a;i+ J  •  ■  ■  (a;  —  x„) 


(2)     ^=2y.(^ 
1 


)  (a^t  —  x^)---  {Xk  —  Xk  -1)  {Xk  —  Xi.^.i)  •  •  ■  (a;^  —  j;„) 

die  Gleichung  einer  Kurve  (n—  1)'®""  Ordnung  dar,  die  durch  n  gegebene 
Punkte  mit  den  Koordinaten  x^^,  «/^  (Ä'=  1,  2,  ...,  n)  geht.  Dies  ist  so- 
fort ersichtlich,  denn  für  x  =  x^.  reduziert  sich  die  Gleichung  (2)  auf 

y  =  Vk- 

Die  Anordnung  der  rechten  Seite  von  (1)  oder  (2)  nach  Potenzen 
von  X  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form  y  =  g{x),  wo  gix)  eine  ganze 
Funktion  {n  —  Vf^^  Grades  darstellt;  Kurven,  deren  Gleichungen  eine 
solche  Gestalt  haben,  bezeichnet  man  als  Parabeln  höherer  (hier  {n — 1}'®') 
Ordnung;  vgl.  auch  Aufg.  2>i,  S.  8. 

Die  zuerst  von  Lagrange^)  aufgestellte  Formel  (2)  wird  in  zivei- 
facher  Weise  angewandt.  Wenn  man,  z.  B.  auf  Grund  von  Experimenten, 
weiß,  daß  den  Werten  X■^^^X2,  . . .,  x^  eines  Bereiches  der  Veränderlichen  x 
gewisse  Werte  Vi,  y^:  •  •  •}  Vn  ein^r  Veränderlichen  y  entsprechen  und 
wenn  man  glaubt,  die  allgemeine  Abhängigkeit  der  Größe  y  von  x  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  y  =  f{x),  wo  /(a;)  eine  ganze  Funktion 
(w  —  1)*®"^  Grades  ist,  wenigstens  angenähert  darstellen  zu  dürfen,  so 
kann  man  hierzu  die  Formel  (2)  verwenden.  Mit  ihrer  Hilfe  kann  man 
für  beliebige  andere  Werte  von  x  des  Bereiches  die  zugehörigen  y  aus- 


1)  J.  L.  Lagrange    im    Journal   de  l'Ecole   Polytechnique,   Bd.  2,   cah.  8 
(1812),  S.  276f.;  Oeuvres,  ed.  par  J.  A.  Serret,  Bd.  7,  Paris  1877,  S.  •285f. 
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i-eclinen  oder  einschalten,  und  da  dieses  Verfahren  als  Interpolation  be- 
zeichnet wird,  heißt  die  Formel  (2)  die  Interpolationsformel  von  Lagrange. 
Ob  sich  nun  gerade  eine  ganze  Funktion  am  besten  für  die  Berechnung 
der  zu  interpolierenden  Werte  y  eignet,  wie  soeben  angenommen  wurde, 
ist  eine  andere  Frage;  es  kann  sehr  wohl  Fälle  geben,  wo  eine  ge- 
brochene rationale  Funktion  oder  eine  Exponentialfunktion  oder  eine 
periodische  Funktion  (z.  B.  trigonometrische  Reihe)  den  gewünschten 
Zweck  besser  erfüllt. 

Eine  andere  Art  von  Anwendung  der  Formel  (1)  oder  (2)  ist  fol- 
gende: Eine  Funktion  f{x),  die  aber  nun  keineswegs  eine  ganze  Funk- 
tion sein  muß,  sondern  vielleicht  einen  recbt  komplizierten  Bau  aufweist, 
aber  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist, 
sei  gegeben;  man  weiß  überdies,  daß  sie  für  die  Werte  x^x.^,  x^,  .. .,  x^^ 
des  Intervalles  die  Werte  Vi,  112}  •  ■  •■>  Vn  annimmt.  Es  fragt  sich  nun, 
ob  vielleicht  auch  bei  anderen  Werten  von  x,  die  dem  Intervall  ange- 
hören, die  Grleichung  (1)  eine  genügende  Annäherung  an  die  Funktion  f{x) 
darstellt. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  werde  zunächst  die  rechte  Seite 
von  (1)  durch  G{x)  bezeichnet.  Die  Gleichung  f{x)  =  G{x)  ist  alsdann 
allgemein  nicht  streng,  sondern  nur  augenähert  richtig;  wirklich  erfüllt 
wird  sie  allerdings  durch  die  Werte  x  =  x^,  x.2,  ■  .  .,  a;„.  Es  handelt 
sich  nun  darum  den  Fehler  abzuschätzen,  der  bei  allgemeiner  Anwen- 
dung dieser  Formel  gemacht  wird.    Jedenfalls  kann  man  streng  richtig 

(3)  f{x)  =  G{x)  +  B{x) 

setzen, -WO  R(x)  ein  unbekanntes  Restglied  bedeutet,  das  für  die  Werte 
x^,  X2,  •  •  •,  ^n  ^^^  ^  verschwinden  muß,  so  daß  man  die  Gleichung  (3) 
durch 

(4)  f{x)  =^  G(x)  +  (x  —  x^)  (x  —  x^)'--  {x  —  x„)  r{x) 

ersetzen  kann. 

Hier  ist  nun  der  Fehler  r(x)  abzuschätzen.  ^)  Dies  geschieht  auf 
Grund  eines  von  dem  französischen  Geometer  M.  Rolle  stammenden 
Satzes,  der  in  moderner  Ausdrucksweise  lautet:  Es  sei  y  ==  f{z)  eine 
Funktion,  die  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  B  ein- 
deutig, endlich  und  stetig  ist  und  innerhalb  B  an  jeder  Stelle  eine  be- 
stimmte erste  Ableitung  hat.  Verschwindet  diese  Funktion  für  die  Werte 
z  =^  a  und  z  ^h  des  Bereiches  B,  so  gibt  es  zwischen  a  und  h  min- 
destens einen  Wert  z  =  t,,  für  den  die  erste  Ableitung  f'(X)  gleich  NuU 


1)  Vgl.  hierzu  A.  A.  Mark  off,  DiflFerenzenrechnung,  deutsche  Übersetzung 
von  Th.  Friesendorff  und  E.Prümm,  Leipzig  1896,  S.  6 — 8;  femer  F.  Klein, 
Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie,  autogr.  Vor- 
lesung, ausgearbeitet  von  C.  Müller,  Leipzig  1902,  S.  109  iT. 
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ist.  Hieraus  folgt  weiter,  wenn  die  Funktion  mindestens  n  mal  differen- 
zierbar ist: 

Verschwindet  die  Funktion  y^=f{z)  für  n-\-\  Werte  eines  gewissen 
Intervalles  der  Veränderlichen  z,  so  hat  die  Gleichung  f"[z)  =  U  min- 
destens n  Wurzeln,  die  diesem  Intervalle  angehören;  die  Gleichung 
f"{z)  =  0  hat  mindestens  n  —  1  solche  Wurzeln,  die  Gleichung  f^"\2)  =  0 
mindestens  eine. 

Diese  letzte  Bemerkung  wendet  man  nun  an  auf  die  Funktion 

(5)         0{z)  =  f(z)  -  G(z)  -(2-  X,)  {z-x^)---{z-  xj  >-{x), 

die  nach  (4)  für  die  h  +  1  Werte  Xj^,  x.2,  .  .  .,  x^^  und  x  der  Veränder- 
lichen 2  verschwindet.  Hier  ist  0(0)  nach  (1)  eine  ganze  Funktion 
(n  —  l)*^'^  Grades  von  2,  deren  n^  nach  z  genommene  Ableitung  somit 
verschwindet,  und  das  Produkt  (^  —  xj  (-?  —  ^'2)  •  •  ■  (j^  —  x^^)  hat  wl  zur 
^ten  Ableitung.    Daher  wird 

0('')(2)  =^f'')(z)-n\r{x), 

und  mit  Rücksicht  darauf,  daß  diese  Funktion  mindestens  für  einen, 
allerdings  unbekannten,  dem  oben  erwähnten  Intervall  angehörigen 
Wert  z  =  t,  verschwindet,  folgt 

somit  nach  (4): 

(7)  f{x)  =  G{x)  4-  (^-a-J(a:-^,)---(x-^^(„)^^^_ 

Sobald  das  Restglied  hinreichend  klein  ist,  kann  die  Funktion  f{x) 
durch  G(x)  ersetzt  werden,  und  zwar  natürlich  auch  außerhalb  des  Be- 
reiches der  Zahlen  x^,  x^,  .  .  .,  x^,  sie  kann  daher  auch  zur  „Extra- 
polation" dienen. 


B)  Der  Nenner  der  rationalen  Funktion  hat  auch  komplexe  Faktoren. 

Beispiele. 
..  y        dx 

vgl.  Aufg.  17,  S.  79. 


)    r      x-5        ,  _  /  ]  5 20*     ö  '^20^ 2    i 

"    J  {x^—8x  +  2(J)(x  —  3)         ~J      U  — 4  — 2t  "■"  X  — 4  +  2i        5(a;  — 3)J 
=  \  ln(:r2-8:r  +  20)4-^arctg^7'-iln(^-3). 


Ix 
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/'_  5x  —  8  -j     __   I     j      Ic 


23  .  1    ,23  .  , 

13      26      .        13^26      .  2         l, 

a  X 


i  —  3i   '   x  —  4:-\-3i   '    13(a;-2), 


4. 


r  de 

/  (1  4- 


(1  +  xy 

nach  Formel  (15),  S.  112  zu  berechnen. 

T  X  ,     3        a;         ,     3  ,  a;(5  4-3a;*)    ,     3 

4(1 +  a;*)*    '     «   1  +  a?-    '     8  °  8(1 -fa;*)-    '     8  " 

Dieselbe  Aufgabe  mit  der  Substitution  :r;  =  tg  ^  zu  lösen. 

so 

r   dx 

"^-  J  {x^  +  aY  ' 

0 

wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  sei. 

Man  benutze  die  Substitution  a;  =  a  tg^.    Alsdann  folgt 

1 
T« 


-  ^Jcos»— .d.  ^  -J-. .  <!— gg"-"?--^-; .  ^ 


ß2n-l      (2w  — 2)(2n  — 4)-- •4-2      2' 
ö 


nach  Aufg.  76,  S.  99. 

ia;-  — 12 
6a; +  13)^ 


6«  /         bx-  —  iö         j 


Hier  ergibt  die  Methode  der  Koeffizientenvergleichung 
öa;-  — 12  3Üa;  —  77  5 


(a;*— 6a;+13)*        (a;-— 6a;  +  13)-    '    a;^  — 6a;  +  13' 

da  ferner  X'—  'dx-\-lZ  =  (x  —  3)^  +  4  ist,  hat  man  nach  Regel  4,  S.  11 1  f. 
eine  neue  Veränderliche  z  durch  x  —  3  =  2z  einzuführen  und  erhält 
alsdann 


dz 


j_  ^602  + 13    .      ,     5    /* 

^  -J  8(r+^r     ^  "äj  r 

Vö  r    zdz       ,    13  f*     dz         ,5 


15  1         ,    13  f         z  .     1  .1,5  i. 

=  - T  •  r+T^  +  ¥ {2ör-Fi^)  +  Y  ^^'«^g^i  +  2  ^^*g^ 

—  15  ,  13(a;  — 3)  ,53  ,     a;  — 3 

.0  +  ^z^Tf     a^  ,  .o,  +  ;-.  arc  tg  ^ 


—  6a; +13     '    8(a;*— 6a;  +  13)    '    16  »      2 

13a;— 159         ,53  ,     x  —  3 

+  — arctg     „ — 


8(x*— 6X+13)    '    16 
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7.  Mau  führe  I,     r^i—i^idx,    wo    m    eine    beliebige    ganze    Zahl, 

J  (a-|-&x*)"      '  o      o  > 

n  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  während  a  und  Jj  beliebige  Zahlen  von 
gleichem  Vorzeichen  sind,  durch  die  Substitution  hx^  =  a  ig-  z  in  eins 
der  in  Aufg.  80,  S.  101  betrachteten  Integrale  über. 

Hier  ist 

}     h   cos*  z'  V      '     o     y        cos-  z ' 


daher 


m  +1 

J  =  i^  .  ^|-)    ^   .  Ain'"  z  ■  (cos  zf-  "'  -  -'  •  dz 


8.  Dasselbe  Integral,  bei  dem  aber  m  nun  eine  ungerade  ganze 
positive  Zahl  sei,  etwa  »i  =  2Ji  -\-  1,  durch  die  Substitution  a-\-hx^  =  z 
zu  erledigen. 

Xun  wird  J=  - — r— r  I  -^ -dz;  der  Zähler  des  Integranden  ist 

nach  dem  binomischen  Satze  zu  entwickeln,  und  nach  Division  eines 
jeden  Gliedes  dieser  Eütwicklung  durch  z"  kann  die  gliedweise  Integra- 
tion erfolgen.  Hier  dürfen  die  Zahlen  a  und  h  auch  ungleiche  Vor- 
zeichen  haben. 

9.  Für  den  Fall,  daß  in  dem  Integral  von  Aufg.  7  der  Exponent  m 
eine  gerade  ganze  positive  Zahl,  etwa  m  =  2kj  ist,  leite  man  die  Rekur- 
sionsformel ab: 


/. 


dx  =  — 


(2k-l)a        r     x''-'     ^^ 
{2n—2k  —  l)bJ   (rt  +  ftx*)" 
Offenbar  ist 

.  _      ia^bx--a)  ^^^  _  £  T— ^---,  dx  -  "-  f    ' -„  d'. 

b{a-\-bx^''  bj  {a  +  bx*f-^  bj  {a-{-bx^f 

-  ^  T      "  r 


-»-—  1  .  —  ■  ;«i  IM,  1M~.  _  _  I  M  II,  ii:  **  •*' 

JNun  kann  aber  J, 


1     r  dx^ 

2k  — ij       d 


dx         (a  +  öx*)"-' 

ersetzt  werden,  woraus  bei  Anwendung  der  Methode  der  teilweisen  Inte- 
gration 

J, —  { —  ^''"'     ,  +  2  (w  -  1)6  T-  '^-'-—  dx \ 

^       2k  —  l\{a-\-bxy-^  ^  ^  J  {a-\-bxf       l 
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hervorgeht,  so  daß 

J  (a+bx')"  {2k—l)bla  +  bx')°~^        2*  —  1 J  (a  + d^V 


U  (a-\-- 


bj  (a  +  öxy 


folgt.  Die  gewünschte  Rekursionsformel  ergibt  sich  durch  Vereinigung 
der  an  zwei  verschiedenen  Stellen  dieser  Gleichung  auftretenden  Inte- 
grale J. 

Natürlich  kann  man  auch  für  den  Fall  eine  Rekursionsformel  ab- 
leiten, daß  in  dem  Integral  von  Aufg.  7  der  Exponent  m  eine  ungerade 
ganze  positive  Zahl  ist;  aber  man  wird  in  diesem  Fall  besser  das  in 
Aufg.  8  oder  bei  gleichem  Vorzeichen  von  a  und  b  das  in  Aufg.  7  an- 
gegebene Verfahren  anwenden. 

1^-     /  /Q  I  n   2N3  ^^  nach  den  in  Aufg.  8  und  7  angegebenen  Me- 

fj    [o  -f-  <iX  ) 

thoden  zu  berechnen. 

Die  Substitution  3-}-2x^  =  2  (vgl.  Aufg.  8)  ergibt 

^=  Ä/^^'^^  ==  Ä  (l"^  +  I  -  ¥P) 

=  I^  |ln  (3  +  2x^)  -f  3~:p^,  -  2(3 -J- 2x^1 

-  16  r^  V^  +  ^^ -^  +  2(3 -f  2a;^)*r 
Die  Substitution  2x^  =  3tg^^,  4:Xdx  =  — ^^^ds  ergibt 

O        '  cos- 2  ^ 

T-        1    /  sin*  z   ^ 

^J     cos  2         ' 

woraus  mit  Hilfe  der  Formel  (4j  in  Aufg.  80,  S.  101 

c  -r             1      •   A       ,      /sin'  s   7 
8/= -sm^^+  / dz 


cos  z 
hervorgeht,  und  wenn  man  die  Formel  nochmals  anwendet, 

8  J"  = sin^  z  — --  sin-  z  —  \x\  cos  -s . 

4  2 

Nun  ist  tg^^  =  -7^^^  sin^^'  =  ^  ,  ^   ^,  cos^^;  =  ö— To    s;  Diit  Rücksicht 
®  3       '  3-f-2a;''  3-t-2a;^' 


auf  In  cos  ^  =  —  In  cos^  z  ergibt  sich 
J^=^{ln(3  +  2a:^) 


6a:*(14-a;^) 


Bationale  Funktionen  mit  komplexen  Faktoren  im  Xenner.  127 

Dieser  Wert  des  Integrals  scheint  von  dem  vorhin  gefundenen 
wesentlich  verschieden  zu  sein,  tatsächlich  unterscheiden  sich  beide  nur 
durch  eine  additive  Konstante.  Addiert  man  nämlich  bei  dem  soeben 
gefundenen  Wert  zu  dem  letzten  Glied  der  Klammer  die  Zahl  -|-  und 
macht  dann  die  beiden  Glieder  gleichnamig,  so  folgt  der  zuerst  ange- 
gebene Wert  des  Integrals. 


11-  I  TW — r-ty,dx. 


Die  Substitution  7  —  4x^  ^  z,  xdx  =  —  -rdz  ero-ibt 
Die  Anwendung  der  Rekursionsformel  in  Aufor.  9  ergibt 


J  = 


X^  C        X* 

—i — 7  +  12  /  r, Widx, 

X^  —  4  t/    (4  —  X^*  ' 


woraus  mit  Hilfe  derselben  Formel 

x^  I2x  .r.  /       dx 


J  = 


h-^^Jj^ 


x^  —  4        X*  —  4  J  {^  —  ■*) 


hervorgeht.  Das  noch  übrigbleibende  Integral  ist  nach  der  in  Regel  3, 
S.  110  entwickelten  Methode  der  Partialbruchzerlegung  zu  behandeln. 
Man  findet 

1        _  i  I       1        _  J_  ^_   ,         1         ,         1       l 
(x*  — 4)*        16  l(x  — 2;*         2  X  — 2  "^  (a;  +  2)*    '    2(x  +  2)i  » 
daher 

^  T^I^  +  Y"^x  +  2" 

13.  Die  in  Aufg.  7  und  9  abgeleiteten  Methoden  sind  anzuwenden 
auf  das  Beispiel 

^      x^ n 

Die  Substitution  a;  =  tg^  ergibt 

/*                             1  ;■}  3 

J  =  \  sin*  zdz  =  —  —  sin^^  cos  z ^  sin  ^'  cos  z  -{-  -^z{n.  Aufg.  73,  S.  98) 

1         x'  3        X         ,     3  ,  x(3-|-5j;-)    ,     3  , 


/f 
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Nach  der  in  Aufg.  9  abgeleiteten  Rekursionsformel  ergibt  sich 

und  wenn  man  die  Formeln  nochmals  anwendet,  folgt 


X 


J=   —   r.      ,     „^^2  +  3    )  —    o^i      r     „8N2   + 


1     r     da;      1 

3"  J  (1+^») 


(l  +  a;*)^"^      1       3(l  +  a;*)«  ^    3 

Das  noch  übrig  bleibende  Integral  wurde  schon  in  Aufg.  4,  S.  124 
bestimmt.    Man  findet  schließlich 

-r  X  5        X         ,     3  .  a;(3  4-  5ic*)     ,     3  , 

'^=  WT^^  -  Y  TT^^  +  y  arctgo;  =  -  ^3(1^^^.   +  y  arctgo:. 

14.  /  ..   ,"^.^8,3  dx. 


3a;2=  4  tg-^f,     dx  =y-ö 


(4  -}-  3a;«)ä 
Die  Substitution 

dz 


ergibt 

21/3 


T        -  ,,  J  /sin®  2  , 
J  =  ^^^  /  — i-  dz. 


woraus  mit  Hilfe  der  Formel  (2)  in  Aufg.  80,  S.  101 

81       [  COBS  J  J 

2  1/3  (sin^^    ,     5     .    o  ,    15    .       '  15     1 

=  -~T- h  "T  sm''^  cos  s  -\-  -^  sm  ^  cos  ^  —  —  ^f 

81      l  C0S2     '     4  '8  8      i 

hervorgeht.    Bei  Einführung  von 

a;l/3  2 

sin  2  =    .-  ,     cos  2 


|/4  +  3a;*  -1/4  +  3a;* 

folgt 


^_2|/3(      oyäa:^       I    l^ys         a:^  ,      löa^ys    _  15  /^i/q\1 

''  ~  ^81     1  2(4+ 3x*)^  +  " '"2~  (4  +  3«*)*  +  4(4 +  3x*)       ¥  ^^^'^^ \T  »^  ^ j  J 

9(4  +  3a;*)*  ^  18(4  + 3a;*)         108  ^^^'^»U    ^  ^) 

1    I  6x6  +  2öa;3  +  20a;        5  y  3         ,     /a;.,/ö\l 
=  18  1  (4-+3^^P ^^^^*g(YK3)j• 

J»        da; 
— —  ,   wo  m  und  w   cpanze   positive  Zahlen   sind,   soll 
a;'"(a+6x*)" '  °  ^  ' 

durch  die  Substitution  x  =  1  :  s  auf  das  in  Aufg.  7,  8  und  9  behandelte 

Integral  zurückgeführt  werden. 
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Man  findet 

/-  7n  +  2«-2 

Ein  Beispiel  hierzu  ist 

1«  /'       dx 

J  x'{a-\-bxy' 

1  /*       z^ 

Die  Substitution  x  =  ^  ergibt  J  =  —  \  -. — ^^-rr-,  dz,  woraus  nach 

Aufg.  8  mit  Hilfe  von  az'  -\-  b  =  u,  sdz  =  -^  du  das  Integral 
hervorgeht.    Man  findet 

und  nach  Einführung  von  u  =  az^  +  &  =  (a  +  &a;^)  :  a;-  folgt 

'^  ""  2aM3(a-|-bx*)*        {a-\-bxy-'^a-\-bx^  x^       +46  in       ^^j- 

17.  Man  soll 


J 


*    dx 
x"  —  ! 


berechnen  und  hierbei  die  zwei  Fälle  unterscheiden,  wo  n  eine  gerade 
bzw.  ungerade  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  der  hier  vorkommenden 
Partialbruchzerlegung  ist  zu  beachten,  daß  die  Wurzeln  der  Gleichung 
ic"  —  1  =  0  von  der  Form 

2k 7t  .     .     2k7C  /.        .,  / r\ 

:i:  =  COS +  i  sm («=T/_1) 

n     —  n  \  r  y 

sind.  Bei  geradem  n  ergeben  sich  die  Wurzeln  +  1  und  —  1  für  k  =  0 
bzw.  k  =  jH.  Die  einzelnen  konjugiert  komplexen  Wurzelpaare  erhält 
man  für  /.;  =  1,  2,  .  .  .  ^  (w  —  2)  Bei  ungeradem  n  liefert  k  =  0  die 
Wurzel  a;  =  1;  die  einzelnen  Paare  konjugiert  komplexer  Wurzeln  er- 
hält man  für  k  =  1,  2,  .  .  .  j  (n  —  1).  Wir  setzen  dies  als  bekannt 
voraus. 

O  Z-  _-  2  Z'  TT 

Die  Wurzel  e,.=  cos          +  isin gibt  mit  der  zugehörigen  kon- 

2k'7t  2k'x         1 

jugiert  komplexen  Wurzel  cos    -^    —  i  sin  "-    =  7"  =  «/"  ^  nach  Hegel  2, 


n 


•=* 


S.  109  Anlaß  zu  der  Summe  der  beiden  Partialbrüche 

A,  +  JB,        A,-iB, 


x-.r'' 


Dingeldey:  Differential-  u.  lutegralrechnung.  II. 
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WO  Äj^  -\-  iBf.  nach  Regel  1,  S.  109  gleich 


ist, 


n^r'    ^ 


A.  -  iR  = 


Bei  Berücksichtigung  dieser  Werte  folgt 


2kn 

^        ,         n-l\         ^  «  aCOS 1 

_    1        xG.+  a,"    i)_2       _   2  n 


'        «  .^_(,,4- .-1)^+1        «^._2^cos^  +  l' 


n 


das  zur  Summe  s^  gehörige  Integral  wird  daher 


/ 


1           2kit     r"            2xdx                   2      p              dx 
S,.  dx  =  J,.  =  —  cos /  r^ /  _  , 

*■        n  n      I      ^      ^  2Jc7t   ,    ^        n    I      „      ^  2kti 


X-  —  2iccos [- 1  /    x^  —  2a:;co8 1-1 

n  tJ  n 


oder 


/t  2kic  r*      .  .2k% 

/       2x  —  2  cos „  /        1  —  cos' 

-r         1  2kn   I  «  j  2  /  w  _7 

J,.  =  —  COS  —  / —. dx / ^r^ dx . 

./     x^ — 2  a;  cos \-l  ,/    x^  —  2  «cos hl 

*^  n  *^  n 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  nach  Aufg.  8,  S.  50  gleich 
1  2kn  ^     /   9       o  2k7c 


1  2kn  1/9       o  2kTt    ,    ^  \ 

—  COS in  ix-'  —  za;cos hl» 

n  n         \  n  /  ' 


das  zweite  läßt  sich  in  der  Form 


2       .  ^2k7t     /^  dx 

-  —  sm^ 


n  n      I   [  2kn\^  ,     .   ,2kn 

n 


1  X  —  cos l  -}-  sin'' 


2kn  .     2k7i 

schreiben  und  führt  mit  Hilfe  der  Substitution  x  —  cos  -      =  z  sin auf 

n  n 

2kn 

X  —  cos 

2        .     2kTt         ^  2     .     2kn         .  n 

•  sm arc  tff  z  = sin arctg ^-^ 

n  n  "  n  n  ^        .    2kn 

sm 

n 

So  findet  man 

2kn 
X  —  cos 


,        /      ,         1          2A-Jt,     /   2     o           2A-7r   ,   .\       2     .    2kTt        , 
Ji.  =  l  Stdx=    COS mhr'^— za;cos        +1 sin — arctg 

*    ^    *  n  n        \  n  I      n  11,  ^ 

Weiterhin  sind  nun  zwei  B'älle  zu  unterscheiden: 
a)  Es  sei  n  eine  gerade  Zahl,  n  =  2v. 


.    2kTt 
sin 
n 
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Man  erhält  alsdann  die  reellen  Wurzeln  a:  =  -f  1  und  x  =  —  l  der 
Gleichung  a;" —  1=0,  wenn  man  in 

2JcTt    ,     .    .     'Ikn  Jen         .    .     kn 

X  =  COS ±  t  Sin         =  cos h  i  sin  — 

)i  n  V    —  V 

die  Größe  l'  gleich  0  bzw.  gleich  v  setzt.  Um  sämtliche  Wurzeln  der 
Gleichung  zu  erhalten,  muß  man,  wie  früher  bemerkt  wurde,  der  Zahl 
Je  die  Werte  von  0  bis  ^  n  =  v  erteilen;  ]i  =  0  und  k  =  v  wurde  soeben 
berücksichtigt,   die  komplexen  Wurzelpaare  ergeben  sich  für  k  =  1,  2, 

.  .  .,  V  —  1 .     Die  reellen  Wurzeln  x  =  +  1   geben  bei     „  _     Anlaß  zu 

den  Partialbrüchen , ,-    ,   das   zugehörige  Integral   wird 

—  In  — 7—  =  TT-  In  — r— -  •  Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  im  Falle 
n       x-\-l       2v      x-}-i  °  ^ 

n  =  2v: 

/<                                              L~l 
-^ — ~  =  —  In    — -,  H /*cos  —  In  [x^—  2a; cos \-  1 
X   —  1         n        :c  -j- 1         n  jLmi           v        \                          v  ) 

kn 


<    •    kjc        , 
4  sin  —  arc  tg 


.    kn 
sin  — 

V 


b)  Es  sei  nun  n  eine  ungerade  Zahl,  n  =  2v  -{-  1. 

Die  einzige  reelle  Wurzel  x  =  1  der  Gleichung  a;''  —  1  =  0  ergibt 

sich  aus  x  =  cos  " h  ^sin ,  wenn  Ä'  =  0  gesetzt  wird.    Um  sämt- 

liehe  Wurzeln  der  Gleichung  zu  erhalten,  muß  man,  wie  schon  bemerkt 
wurde,  der  Zahl  k  die  Werte  von  0  bis  \  (n  —  1)  =  v  geben;  k  =  0 
wurde  soeben  berücksichtigt,  die  komplexen  Wurzelpaare  ergeben  sich  für 

k=l,  2,  .  .  .  V.    Die  reelle  Wurzel  x  =  1  gibt  bei  ^^ — -  Anlaß  zu  dem 

Partialbruch -  ,  das  zugehörige  Integral  wird  —  In  (a;  —  1).    Aus 

diesen  Betrachtungen  folgt  im  Falle  w  =  2v  +  1: 

-^      ,  =  —  In  (a:  —  1 )  H J>*  cos  _     ,   An(x-—2x  cos  - — — -  +  1 ) 

'i.kn 

'  « ,  ^  —  cos  .     ,   . 

2    -^f-T    .       Ikn  .  2^4-1 

>A-  Sin  „     ,  ,  arctg -^ — - — 

n   ./  2 r  +  1  °        .       2kn 

]^  sin 


18.  Man  soll 


2i;4-l 


/dx 
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berechnen  und  hierbei  die  zwei  Fälle  unterscheiden,  wo  n  eine  gerade 
bzw.  ungerade  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  der  hier  vorkommenden 
Partialbruchzerlegung  ist  zu  beachten,  daß  die  Wurzehi  der  Gleichung 
ic"  +  1  =0  von  der  Form 

X  =  Q,OB- ' — h^sin^ ' —  U  =1/—  1) 

n  —  n  \         r  / 

sind.  Um  die  einzelnen  konjugierten  Wurzelpaare  zu  erhalten,  hat  man 
der  Zahl  2Ä;  +  1  im  Falle  eines  geraden  n  alle  ungeraden  Werte  von  1 
bis  w  —  1  zu  geben,  oder  der  Zahl  h  die  Werte  0,  1,  2,  .  .  .  |-(m  —  2). 
Im  Falle  eines  ungeraden  n  erhält  man  die  einzige  reelle  Wurzel  x  =  —l 
für  2/i;  4-  1  =  w,  während  sich  die  komplexen  Wurzelpaare  ergeben, 
wenn  2Ä;  +  1  alle  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  w  —  2  durchläuft,  d.  h. 
wenn  ä;  =  0,  1,  2,  . .  .  f  (w  —  3)  gesetzt  wird. 

Die  Wurzel 

n  =  cos  — ^ \-  %  sm  ^ — — 

gibt  mit  der  zugehörigen  konjugiert  komplexen  Wurzel 

(2k-\-l)7t       .   .    (2k+l)7t        1  „_i 

cos  ^ — z  sm  ^^ — —  =  —  =  —  Qi 

n  n  Q/.  ^ '' 

nach  Regel  2,  S.  109  Anlaß  zu  der  Summe  der  beiden  Partialbrüche 

X         9k  X-\-Qk 

wo  A^  +  i^k  ^^^^  Regel  1,  S.  109  gleich 

1 1^ 

nQk  ^ 

ist, 

*•  *■  W  Q/.  ?J    ^  ^ 

Bei  Berücksichtigung  dieser  Werte  folgt 

{2k-{-l)7t 

/    » - 1  \    .  „         ^  cos 1 

Ol   — 


n 
das  zugehörige  Integral  wird 

/'     ,    _T_        1  {2k  +  l)n     r* 2xäx 2^    f dx^ 

SjrfrC-Jj--  — cos  -  /  -—  (2A;  +  1)«  ,   ;+,T   /      ,     „  {2k^\)n  ,   ^ 

oder 

/*  ^  ^        {2k4-l)Tt  /»    ^  ,(2^•+l)Ä 

,^,    .     s       /    2x  — 2cos^ — ^-^^  „     /      1  — cos^i 1— ^ 

T  1  (2Ä;+l)jt  /  n  ■,      ,    2    /  n  . 

<Ai-  = COS ^ ' — '—  I  ,-,   I  ^, dxi--  I  ,.,,   ,  ^, dx . 

n  «         /      ,     „         (2k-\-l)7t  .  ^  n  /      ,     „  {2k-{-l)Tt       • 
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Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  nach  Aafg.  8,  S.  50  gleich 

cos^ ! — ^— In  (X-—  2xcos  — hl, 

das  zweite  wird  gleich 

(2ifc4-  1)ä 

X  —  cos  ^ ' — 

A  sin  (21+11"  are  tg ,,  ,  ^  l[ (vgl.  Aufg.  17,  S.  130). 

sin  ^^ 

n 

So  findet  man: 

J^^-l.  co«(li+l)ff  In  (;.«-  2:.cosei+^  +  l) 
*  »  n  \  n  ) 

{2k -\- 1)71 

X  —  cos  ^^ — 

,     2     .     (2Ä;  +  l)7r         ,  n 

-\ Sin  ^ — —  arc  tg 


n  n  o       .    (2k-\-l)% 

sm 

n 

Es  sind  nun  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Es  sei  n  eine  gerade  Zahl,  n  =  2v. 

Die  Gleichung  a;"  -f  1  =  0  hat  in  diesem  Falle  keine  einzige  reeUe 
Wurzel,  die  komplexen  Wurzelpaare  ergeben  sich,  wie  schon  bemerkt 
wurde,  wenn  man  in 

(2k  4-1) n        .    .     (2 Ä;  4-  1) TT 
X  =  COS  ^ — ^   ^     +  i  sin  ^ — ^^-^ 
n  —  n 

/:  =  0,  1,  2,  ...  2  {n  —  2)  setzt,  wo  \{n—'2)  =  v—l  ist.   Hieraus  folgt 
im  Falle  n  =  2v: 


/. 


dx 

x"4- 


V  = J>*  COS — —  In  (x-  —2x  cos  ^^ ' — - — y  1 ) 

0 

(2Ä;  +  1)« 

„     '-1         /„7    ,    .V  "C — cos  ^ — 

.     2    ^sry     .     (2^•^-l)7r  , 

-\ >/t  Sin  ^ — '—  arc  tg 


.    (2  Ä  +  1) « 
sin-^^ — — 


b)  Es  sei  n  eine  ungerade  Zahl,  n  =  2 1^  -f  1 . 

Die  einzige  reelle  Wurzel  x  =  —  1   der  Gleichung  x"  +  1  =  0  er- 

.,  ,       .   ,  .  (2Ä;-f  l)7r    ,     .    .     (2^+l)n:     j.       ^    ..ß 

gibt  sich,  wenn  man  m  x  =  cos  ^^ — \-  tsin- ' — —    die   GroBe 

2k  -\-  1  =  n  setzt:   die  komplexen  Wurzelpaare  erhält  man,  wie  schon 
bemerkt  wurde,  für  A;  =  0,  1,  2,  .  .  .  l  (w  —  3),   wo  .^  (n  —  3)  =  v  —  1 

ist.    Die  reelle  Wurzel  x  =  —  1  gibt  bei     ,rj_  i  Anlaß  zu  dem  Partial- 
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bruch  —  •  — XT"  ^^^  zugehörige  Integral  wird  —  la(Ä:+l)-  Aus  diesea 

Betraclitungen  folgt  im  Falle  n  =  2v  -\-  1: 

I  -1 

/'    dx  1  ,     .      ,    ^s         1   "ST)        (2Ä-+l)7r,     /   2      o  (2^+1)«   ,  .\ 


0 

(2*4-1)« 

v-l  ,     -,     ,        .  X  —  COS  -^ — 

2   -^-f    .     (2A-4-1)ä 


H >*  sin  ^ ' arc  tg t-.,   ,   .. — 

"  n 


19. 


Beispiele  zu  Aufg.  17  und  18. 

r  dx 

J=  ybi(a:—  1)  +  y  cos-"ln^i(;2—  2ä;cos-^  +  l) 

2« 
X—  cos  — 

—  —  sin  -"  arc  tg — ^-  =  -  In  i  a;  —  1)  —  —  In  (a;-  +  a-  +  1) 


330  2«  3  ^        6 

Bin- 


1  ^/^  ,      2x4-1 

--/Sarctg-:^- 

J^=  |ln(a;- 1)  -  |ln(a:^^  +  a;+l)  +  lySarctg^^- 

01  r   dx  l,a;— 11  , 

21.  I -i — ^  =  — In — — -  — —  arctga:. 

J  X*  —  1         4        x-\-  1         2  ° 

-r         1  ,     X  —  1    ,     1  1     x^  —  x-\-l         1   ,/^f  ,     2iC  — 1    ,  .     2£C  +  1| 

J=  —  In— j—  +  — ln-^--r-^— — -^ y3   arctg— -^4-arctg~-_—    • 
6        a;-|-l'12       x^-\-x-\-l        Q   '       l  j/s  Y^      ] 

Hier  läßt  sich  der  Klammerfaktor  bei  |^]/3  mit  Hilfe  des  Addi- 
tionstheorems der  Funktion  arc  tg  x  kürzer  ausdrücken  (vgl.  Aufg.  14, 
S.  78).    Man  erhält  alsdann 

j        1,3;  — l,l,a;*  — a;+l         1  -,/g         .       x\/i 

'^  =  T^^x+^i  + 12  ^^x- 4-^  +  1  ~  ir^^  ^^^*g  1^^- 

23-/^^+1  =il^(^+l)-|ln(^—:^  +  l)  +  |y3arctg^- 

j  x^  4 1 
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Ähnlich  wie  bei  Aufg.  22   läßt   sich   der  Klammerfaktor  bei  j]/2    in 

arc  tff  -       i  zusammenfassen. 
^  1  —X- 

25.  Z^^^- 

^=l>'^ln^|^^^^  +  iy2{arctg(a;]/2-l)  +  arctg(:.y2+l)) 

J=|y2{ln^^^l^l^  +  2arctg-^}. 

Auf  dieses  Integral  wird  man  auch  bei  jYtgxdx   geführt,    denn 
die  Substitution  tgx  =  2^  ergibt 

/dx 


26. 


1/3  +  : 

+  -^  { arc  tg(2a:-|/3)  +  arctg  (2a;+)/3) ) 


27.  r  ''V-.  ^rfx. 


/aj*  +  5a;-  - 


Hier  ist 

ic  +  3 


/^fj^       1      _  £      1 1_    14  a;— 13      ,    J_  _4 

^  ~  J    l  ~2  x  —  1  ~  "e"  x  +  l        y  a;»  — x+^l  ~'~  Y  ö*^ 

1L'_1     r^^^-^     dx-^-f '    - 

1  6ja;«-a;+l  •     6jx*  — x+l 

+  YJ.*T^-Fi^^  +  Tj^ 


da; 

a;*  +  x+l 

1  ,     (a;  — 1)»         7,^2  ,    1^    ,     2  ,/Q  ,      2x  — 1 

=  -  In  ^  _p^^  --\n(x'-x+l)  +  ^V^  arc  tg     ^^_- 

+  In  (:r2  +  :r  +  1)  +  I  )/3  arc  tg  ^-^ -t>  • 
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r    dx                                                         ■             r    dx 
28.  Wie  läßt  sich   / ,  wo  a  eine  positive  Zahl  sei,  auf   / 


zurückführen? 

Man  setzt  a  =  1)",  x  =  1)Z  und  erhält 

1       r    dz     ya  r    dz 

Die  Substitution  x  =  z  y  8  ergibt 


\wß[^.- 


.    2« 
sin  — 
5 

.  +  C08- 


t^        n  z  —  1  ,   fj         In  z  —  1  \  -, 

2coS" ~ l-2cos-^ ^ \az 

z^ — 22C0S-— +  1  ^*+2^co8— -f  1  I 

5  5  ' 

12» 
z  —cos 
ln(^— 1)  — cos|^ln  L-2— 2^;cos-^+lj+2sin|^  arcti 

+  cos  -=- In  [z'  +  2.2" cos  ^  + 1 )—  2 sin  ^^  arc  U. 
0       \  o        /  o  ^ 

5  /  ' 

und  hier  ist  noch  z  durch  a; :  yS  zu  ersetzen. 
30.  i~-^.äx, 

J  1  +  a;^  " 

WO  m,  n  ganze  positive  Zahlen  seien  und  m  <  2w. 
Die  Summe  der  durch  die  Wurzel 

2Ä;  +  1        ,     .    .     2/^  +  1 

p.  =  cos  —r TT  +  «  sm  -—-^ —  7t 

^^  2«  2n 

der  Gleichung  a;^"  +1=0  und  die  konjugiert  komplexe  Wurzel  1  :  p^ 
veranlaßten  Partialbrüche  der  Zerlegung  von  rr"'  :  (1  +  .x^")  wird 

*  X 

9k 

wo  -4^+  i^k  nach  Regel  1,  S.  109  gleich 


g* L  « "'  + 1 

2ne/ 


2n  -  1  2  n  ^* 


A-*R=- 


*      '      ^n^r"-^ 
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ist.    Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird 

*  2  n  {x  —  Q^ 


daher 


^    2.  00,  ("  +  ')  »"  +A) .  _  ,  CO,  <^A+_')?. 
1  2n  2n 

2n  i      ~  2Ä;  +  1       ^^~~  ' 

ic- —  2xco8 ■ —  n  4-1 

2n         ^ 

Jf.  =  /  5^  dx 

/-»     (2k+lXm+l)     I          ^,        2^-+l     )          .    (2A;+1)(»J+1)      .    2k+l 
cos  -^ 7r{2a;  — 2c08  -         ::r    — 28in-^ -nBin jr 

2n  l  2n       ]  2n  ^*^       ^ 

,    l      2F+1    r;  "^ 

x* —  2  a;  cos  — -- —  tt  -f  1 

=  — ^i— cos' !--— — — -7C  •  In  [x-—  2a;  cos    „  '  - -t  +  1 

2«  2«  \  2n/ 

_         2Z.-  +  1 

,    1     .     (2k  +  l){m  +  l)  ,     "^       '""^"^rT^'' 

H —  sin  -^ !— "P — !— ^  71  arc  to;  „,   ,  , 

n  2n  '^        .    2Ä;-4-l 

sm n 

2n 

Der  gesuchte  Wert  J  des  vorgelegten  Integrals  geht  aus  Jf.  durch 
Summieren  in  bezug  auf  Ti  von  Ä;  =  0  bis  l'  =  n  —  1  hervor. 
31.  Im  Anschluß  an  vorstehende  Aufgabe  soll 

00 

r  x'" 

I ^  clx 

—  00 

bestimmt  werden,  wo  wieder  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  seien  und 
m  <  2w. 

2Ä"    '    1 
Zur  Abkürzung  werde   — ~-  tc  =  ctj.  gesetzt.   In  dem  Ausdruck  für 


(1)  Ji^=  I s,.dx  =  lim   j Sj^dx 

— oo 

wird 


-»-: 


(2)  [ln(a;-— 2^cosa.  +  1)1   =ln,---^ ^a*    •• 

^    /  L      \  *    1       /jj^  (1 -f- 2<Jcosa4-|- 5*yi-' 
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woraus  für  lim  d  =  0  und  lim  £  =  0  der  unbestimmte  Wert  2  lim  In  — 

d  =  o 
hervorgeht,  es  liegt  ein  singidäres  Integral  vor.    Für  d  =  e  erhält  man 
den  Hauptivert  21nl  =  0  (vgl.  S.  61).    Da  ferner 


r        .     X  —  cos  a,.  1 

arc  tff  — -. ~ 

L  °      sin  a/.      J 


gleich  7t  wird,  wenn  wir  arc tg x  auf  das  Intervall  von  —  ^^  bis  -{-  \7t 
beschränken,  erhält  man 

(3)  J"^  =  —  —  cos  {m  +  1)  a^  •  2  lim  In  -^  +  ^  sin  {ni  +  1)  a^ 

f  =  0 


und  mit  Benutzung  der  Abkürzung       ~!~—  7t  =  ß  folgt 

n-l 

(4)  J'=2ji  =  —  ,^j  {cos/3  +  cos3/3  +  cos5/3H hcos(2w  — l)/3}limln^ 


6  =  0 
s=0 

+  — {  sin/3  +  sin3/3  +  sin5i3H ^sin{2n—l)ß}. 

Die  beiden  Klammerausdrücke  lassen  sich  nun  in  einfachere  Formen 
bringen;  es  gelten  nämlich,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  die  Formeln 

(5)  cos  /3  +  cos  3^  +  cos  5/3  +  •  •  •  +cos(2w- 1)/3=  "^^^ 
und 

(6)  sin/3  -f  sin  3/3  +  sin  5/3  H 1-  sin(2)«  —  l)/3  =  -^  ^^  • 

Im  vorliegenden  Beispiel  ist  2nß  =  (m  -\-  l):t,  daher  sm2nß  =  0, 

während  sin/3  =  sin     „^     7t  nur  für  w^  +  1  =  2n  verschwindet,   sonst 

aber  —  da  m  <  2n  vorausgesetzt  wurde  —   stets  ein  positiver  echter 
Bruch  ist.    Im  Falle  w/  +  1  <  2w  verschwindet  daher  in  (4)  der  Klam- 

merfaktor  bei  lim  In  — ,  im  Falle  m  -\-  1  =  2n  wird  er 

0=0  * 

f  =  0 

,.       sin  2wß        r2HCOs2«ß~| 

lim  -    .    „  =    — -y-^  \  =  —  n. 

^i^„    2  8m^         L      2cos/i      J^^^ 

Der  Faktor  von  —  ä  in  (4)  wird  gleich  sin^  — ——^  jr  :  sin  J"  '  7t, 
wird  also  für  jeden  geraden  Wert  von  m  gleich  1  :  sin^^-;r;  ist  je- 
doch m  eine  unorerade  Zahl,  so  verschwindet  der  Faktor  von      7t. 
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Im  Falle  eines  ungeraden  m  stellt  übrigens  der  Integrand  x"' :  (1  +  x^") 
eine  ungerade  Funktion  dar  und  nach  Aufg.  6,  S.  75  ist  für  eine  solche 
Funktion  f{x)  stets 

a 

ff{x)dx  =  0. 

—  a 

Wir  haben  somit  das  Ergebnis: 

so 

a    dx  =  —  • r— — ,     falls  m  eine  gerade  Zahl  ist, 


+"*'  sin  --^--   TT 

2« 


=  0,  faUs  m  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Zum  Schluß  möcren  noch  die  oben  benutzten  croniometrischen  For- 
mein  bewiesen  werden.  Der  Ausdruck  (b)  für  die  Summe  der  Kosinus 
folgt  durch  Addition  der  elementaren  Formeln: 

—  sin  2/3  =  —  2  sin  /3  cos  ß 
sin  2/3  —  sin  4/3  =  —  2  sin  /3  cos  3/3 
sin  4/3  —  sin  6 /3  =  —  2  sin /3  cos  5/3 


sin  2  (n  —  V)  ß  — sin2w/3=  —  2  sin /3  cos  (2n  —  1)  ß] 

man  erhält  einerseits  nur  —  sin2w/3,  andererseits 

—  2  sin  /3  { cos  ^  +  cos  3/3  H f-  cos  {2n  —  1)  /3 } . 

Der  Ausdruck  (6)  für  die  Summe 

sin  /3  4-  sin  3/3  +  sin  5/3  H 1-  sin  (2«  —  1)  /3 

folgt  in  gleicher  Weise  durch  Addition  der  elementaren  Formeln; 

1  —  cos  2  /3  =  2  sin  /3  sin  /3 
cos  2  /3  —  cos  4/3  =  2  sin  3/3  sin  ß 
cos  4  /3  —  cos  6/3  =  2  sin  5/3  sin  ß 


cos  2  in —  l)/3  —  cos2w^=  2  sin  (2 w  —  Ij  /3  siu/3; 

dabei    ist   in    der   Summe    der  linken    Seite   dieser   Gleichungen   noch 
1  —  cos  2  W/3  durch  2sin-w/3  zu  ersetzen. 

32.    /    2^        dx,  wo  m,  n  ganze  positive  Zahlen  seien  und  m  <  2n. 

Die  Summe  der  durch  die  zwei  reellen  Wurzeln  x  =  l  und  x  =  —  1 
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der  Gleichung  x^'^ —  1  =  0  veranlaßten  Partialbrüche  der  Zerlegung  von 

X'"  :  (a;2»  —  1)  ist 

_         1 (—  1)'" 

^0  ~  2w(a;— 1)        2«(x+l)' 
daher 


/ 


^dx  =  ^ln(^  -  1)  -  ^^^-ln(a;  +  1), 


2 «       ^  ^  2 « 

Die  Summe  der  durch  die  Wurzel 

£,.  =  cos  ^, V-  t  sm  -      =  cos \-  i  sm —     (vgl.  Auf.  1  (,  ö.  1dl) 

*■  2n  2n  w  n        -   ®  '  ' 

und  die  konjugiert  komplexe  Wurzel  1 :  e^.  veranlaßten  Partialbrüche  wird 


^*+*Si     ,     Ak-iBk 


1 

X 


wo  A,.  -\-  iBj^  nach  Regel  1,  S.  109  gleich 


in  in  +  1 

''        -'*  Ä.-iB..= 


ist.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufg.  30,  S.  136  f.  findet  man 

r        C     1  1  Ä;(w-|-1)         1/9       o  ^■'^    I    -i\ 

Ji=  \  Si^dx  ^  -z—  cos  — — —  71  ■  Snyx'—  zxQos       +1 

*     ^    *  In  n  \  n  J 

lC7t 

7  /      1   IN  ic—  cos  — 

1     .     Kim  4-1)  .  n 

Sin  -^ — — -  %  •  arctg- 

vt.  m.  o 


'  und 


n  n  ^       .    liTt 

sin  — 


)/( + 1 


1 
33.  Im  Anschluß  an  vorstehende  Aufgabe  soU 


dx  2m<C2n 


bestimmt  werden;  dabei  ist  der  Exponent  2m  des  Zählers  als  gerade 
Zahl  gekennzeichnet,  denn  wäre  der  Exponent  eine  ungerade  Zahl,  so 
würde  Null  als  Wert  des  Integrals  hervorgehen  (vgl.  Aufg.  31,  S.  139). 
In  dem  Ergebnis  von  Aufg.  32  ist  somit  jetzt  m  durch  2m  zu  ersetzen. 
Der  in  Aufg,  32   mit  Sq   bezeichnete  Ausdruck   wird  jetzt  gleich 

-7  ,-    r.  und 
n  {x^  —  1) 

00  so  1  00 

/dx        _  2    r   (Ix     _  2    r   dx  2    r   dx 

n{x^  —  1)         nj  x'^  —  1         njx-  —  1         nj  x^  —  1 ' 
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durch  die  Substitution  x  =  1  :  z  geht  aber  das  zweite  der  beiden  letzten 

0 

2   r    dz  .  . 

Integrale  in  —  1  -^ — -  über,  ist  somit  dem  ersten  entgegengesetzt  crleich, 

1 
man  hat  daher    j  Sq  dx  =  0 . 

—  30 

Mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  für  J^.  in  Aufg.  32  und  bei  gleichem 
Verfahren  wie  in  Aufg.  31  folgt 

00 

,          r      ,            1          k(2m-\-l)         oT      1      ö"          Tt     .     k(2m-\-l) 
Jj  =  /  St.  dx  =  r—  cos  ^^ — -  71  •  z  lim  m sin  -^^ tc. 

^      ^/     *■  2«  n  j_o        f  n  n 

(2  m  4-  1) 
Mit  Benutzung  der  Abkürzung    — ^^^-^  tc  =  ß  wird 

J=  ^J"^,=  — limln  -  •  {cos/3  +  cos2ß  -\ \-  cos(n-  1) ß) 

—  —  {  sin  /3  4-  sin  2/3  -I h  sin  (w  —  1)  /3 }  • 


f  =  0 

TT 


n 
Hier  ist  nun 


COS  ^  +  COS  2/3  +  .  .  .  +  cos  (n  -  l)ß  =  -^"20=^        ~  T 


(vgl.  Teil  I,  S.  12),  Avofür  jetzt  wegen  cos  n  ß  =  cos  (2m  +  l)7t 
^^^^  /         2m+l\,  2m  +  l 

^.    -     ,  -  cos     TT ' jr)  +  C0S ■ TT 

cos  (« —  l)^4-cosp  V  n         ;  n 


2(1  — cos  |3)  2(1  — cos /3) 

gesetzt  werden  kann,  ein  Ausdruck,  der  gleich  Null  ist. 

Ferner  ist 

•      a    ,             13,             r      •     /           ^\  o        sin  ß  -f  sin  (»*  —  1)  |3  —  sin  w  ß 
Sin  /3  4-  sin  2/3  +  •  •  •  +  sm  (n  -  1)  ^  =       —   2T1  -  co^^^ ^ 

(vgl.  Teil  I,  S.  12),  wofür  wegen  sin  nß  =  sin  (2m  +  l)n:  =  0  auch 

sin  ß -f- sin (ti — 1)  ß        8in/3(l  —  cos«^)  sin  ^      f    -^    /? 

2(r'^^cos  ß)         ""  "  27l^-"cüs^)"     "~  r^^cos^  —  CO  .  Y  /5 

gesetzt  werden  kann. 

So  ergibt  sich  schließlich 

30 

J -=  I  -^ rf.r  =  —  '^  cot  ^  /3  =  —  '^  cot  -^"^  :r,        2m  <2w: 

fj    X      —  1  «  2   '  n  2n         '  ' 

—  00 

ferner  folgt  (vgl.  Aufg.  6,  S.  75) 


J  a;2»_l  2n    ^""       2n 

0 


x-"*       ,  —  Ä       ,  2  Hi  4- 1 

dx  =  ^      cot      „    —  :ir. 
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34.  Mit  Hilfe  der  Substitution  a'^"=^'  und  unter  Benutzung  der 
ürzung  -  „^—  =  p  sollen  aus  den 
die  beiden  Formeln  abgeleitet  werden: 


2  tn  -4-  1 
Abkürzung  -  ^^—  =  p  sollen  aus  den  Ergebnissen  von  Aufg.  31  und  33 


00  00 

I  —-, —  dz  = -^—, — r     und     /  :, ds  =  %  Qoi  (p7c),        0<ü<1 

0  0 


C)  Einige  Anwendungen  der  Integration  rationaler  Funktionen.    Fall 
eines  Körpers  im  lufterfüllten  Raum. 

1.  Man  soll  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  von  der  Masse 
m  untersuchen,  der  aus  der  Ruhelage  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde 
fällt;  dabei  werde  angenommen,  daß  der  Widerstand  der  Luft  dem  Qua- 
drat der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  proportional,  also  gleich  c-v'^ 
sei.  Die  Änderung  der  Beschleunigung  der  Schwere  soll  nicht  berück- 
sichtigt werden.  Die  Bewegung  beginne  zur  Zeit  ^  =  0;  die  zur  Zeit  t^ 
zurückgelegte  Strecke  habe  die  Länge  Sj,  die  dann  erreichte  Geschwin- 
digkeit sei  v^. 

Legt  man  der  Richtung  der  senkrecht  nach  unten  wirkenden  Be- 
schleunigung der  Schwere  positiven  Sinn  bei,  so  hat  man  zunächst 
(vgl.  Aufg.  32,  S.  13): 

m  -T7T  =  mg  —  c^v^      oder 

^^^  dt^       dt       ^      ^'  ^  ' 

wenn  die  Konstante  c-  :  m  =  Tx^  gesetzt  wird.    Hieraus  folgt 

0  _  " 

(2)  ^^  =  _l^ln>i+^. 

21:-Vg       Vg-Jcv, 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  v^  ergibt 

(3)  ü    =  -L^  -_ =  ii^ _ _ 

oder  bei  Einführung  hyperbolischer  Funktionen  (vgl.  Teil  I,  S.  7) 
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WO  die  Funktion  %Q  die  hyperbolische  Tangente,  den  Quotienten  @in: 
ßof  bedeutet.  Da  diese  Funktion  mit  wachsendem  Argument  dem  Grenz- 
wert 1  zustrebt  (schon  für  x  =  2,3  ist  2^g  x  =  0,98),  so  zeigt  die  Glei- 
chung (3a),  daß  die  Geschwindigkeit  mit  zunehmender  Zeit  dem  Grenz- 
wert VoB  =  Yg  :  Ä;  zustrebt. 

Mit  Rücksicht  auf  'v  =  j-.  erhält  man  aus  (3  a)  für  die  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  f^  zurückgelegte  Weglänge: 

(4)  ,,  =  1^  r'sin J^J^D  ^,  ^  _Li^  eoj(Ä:|/^0 

Für  sehr  große  Werte  von  t^  kann  Sof  (Ä;  "[/^  ^i)  durch  ^^^'^^  er- 
setzt werden  und  man  findet  alsdann 

s  =  ^^  ^  -  -  In  •-> 

Bei  Auflösung  yon  (4)  nach  t^  folgt  zunächst 
(4a)  e^-^h  =  goj  {Je  y~gQ  =  |  { e^V^'^  +  e-'^V^'^ }        oder 


(5)  t,  =     ^,_  In  { e^-^-i  +  yJk^^s^Z^l } . 

Hier  hat  die  Quadratwurzel  das  Pluszeichen  zu  erhalten,  denn  für 
s  =  00  muß  auch  ^  =  cc  sein,  und  dies  ist  nur  der  Fall,  wenn  man  das 
Pluszeichen  setzt. 

Für  sehr  große  Werte  von  s^  kann  1  bei  e-^-*i—  1  vernachlässigt 
werden,  und  man  findet  alsdann 

Ic         ,    bi2 

'     Yg  '     fcVg 

Die  Gleichung  (5),  die  die  Auflösung  von  (4a)  nach  t^  darstellt, 
kann  noch  in  anderer  Weise  geschrieben  werden.  Wie  nämlich  die 
Funktion  y  =  cos  x  zu  der  inversen  Funktion  x  =  arc  cos  y  Anlaß  gibt, 
80  ist  die  Umkehrung  von  y  =  (5oj  x  die  Funktion 

(6)  X  =  5(rea  (Xofinu§  y    oder  kürzer    x  =  ^r  Go)  y. 

Warum  man  diese  Umkehrung  als  3trea  SnfimiS  bezeichnet,  wird 
in  §  15,  Aufg.  7  näher  ausgeführt;  hier  soll  nur  gezeigt  werden,  daß 
diese  Funktion  auch  durch 


(7)  2(r  eof  y  =  ln(y  ±  Vt/^-  1)  =  ±  ln(i/  +  Vf-  1) 
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definiert  ist,  wo  das  Plus-  oder  Minuszeichen  zu  stehen  hat,  je  nachdem 
X  positiv  oder  negativ  ist.    Aus 

l  (e^  +  e-'')  =  ©oj  X  =  ij    und    |(e^  —  e~-')  =  ©in  x 

folgt  nämlich  unter  Benutzung  der  Beziehung  ©in^a;  =  Soj-'a:  —  1  die 
Gleichung 

<f=  6of  a;  +  ©in x  =y  ± yif  —  1 , 

wo  die  Quadratwurzel  das  Plus-  oder  Minuszeichen  zu  erhalten  hat,  je 
nachdem  x  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist,  denn  die  Funktion 
©ina;  hat  mit  x  gleiches  Vorzeichen.  Durch  Übergang  zum  Logarith- 
mus ergibt  sich 

x  =  hi{y±y¥^'^)\ 
da  aber 


y-yif-l^l'.^y^Vif-l) 
ist,  wird 


In  {y  --]/f-  1)  =  -  ln(y  -f-y^2-  1) 
und  man  hat  somit 

x  =  ±  ln(y  +1/^-^)  =  %x  eoj  2/. 

Ähnlich  folgt  als  Umkehrung  von  y  =  ©in  x  die  Funktion 
(8)  x  =  %i^my  =  In  {y  +  y^/^-f  1), 


wobei  die  Wurzel  das  Pluszeichen  zu  erhalten  hat,  weil  ©of  x  =  y  if  4- 1 
stets  positiv  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (7)  kann  man  also  die  Auflösung  (5) 
der  Gleichung  (4  a)  in  der  Form 

schreiben. 

Um  die  Beziehung  zwischen  s  und  n  zu  erhalten,  beachte  man,  daß 
sich  in  (1)  die  Ableitung  -r-  auch  durch  j^  ^7  =  ^  j  ersetzen  läßt. 
Alsdann  ergibt  sich 

0 
daher 

(10)         «.  =  ö^i%-_-f^  «nd  .,  _  1^  yr^T^-. . 

Die  vorstehend  entwickelten  Formeln  können  auch  bei  Körpern, 
die   im   lufterfüllten  Räume  fallen,   als   angenähert  richtig  angesehen 
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werden.  Eine  Schwierigkeit  ist  hierbei  stets  die  Bestimmung  des  Luft- 
widerstandes. Schon  Newton  nahm  auf  Grund  von  Versuchen  mit  ge- 
radlinig bewegten  Platten  an,  daß  der  Luftwiderstand  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional  sei,  und  diese  Annahme  dürfte  für  Ge- 
schwindigkeiten von  1  bis  20  w/sek  zutreffend  sein.^)  Der  genannte 
Widerstand  hängt  ferner  von  der  Größe,  der  Gestalt  und  dem  Gewicht 
des  fallenden  Körpers  ab  imd  selbstverständlich  auch  von  der  Dichtigkeit 
der  Luft.  Eine  genaue  Formel  für  diese  Abhängigkeit  ist  noch  nicht 
gefunden;  man  pflegt  die  Abhängigkeit  zum  Teil  durch  die  schon  vor- 
hin benutzte  Konstante  Jc^  auszudrücken,  indem  man 

(11)  k'.'f 

setzt,  wo  der  Faktor  x,  der  sogenannte  Widerstandskoeffizient,  von  der 
Gestalt  des  fallenden  Körpers  und  auch  von  dessen  Geschwindigkeit  v 
abhängt;  im  folgenden  wird  die  Abhängigkeit  von  v  vernachlässigt. 
Die  Größe  y  ist  das  Gewicht  von  1  cbm  Luft,  das  für  trockene  Luft  bei 
einer  Temperatur  von  0"  C  und  bei  760  mm  Barometerstand  1,293  kg 
beträgt;  F  ist  der  in  qm  auszudrückende  Flächeninhalt  des  größten  zur 
Bewegungsrichtung  rechtwinkligen  Querschnitts  und  Q  das  in  kg  an- 
zugebende Gewicht  des  fallenden  Körpers.  Die  Größe  y  ist  natürlich 
nicht  konstant,  sondern  außer  von  Temperatur  und  Barometerstand  auch 
von  der  Feuchtigkeit  der  Luft,  der  geographischen  Breite  und  der  Höhe 
über  der  Erdoberfläche  abhängig.  Man  kann  für  y  einen  mittleren  Wert, 
etwa  1,225  annehmen.  Dieser  würde  einem  Barometerstand  h  =  760  mm 
und  einer  Temperatur  0  =  15°  C  entsprechen,  oder  z.  B.  dem  Werte- 
paar  h  =  740,  &  =  7,5  oder  h  =  720,  0  =  0. 

Der  Koeffizient  z  ist  ein  reiner  ZaMenfaläor,  also  unabhängig  von 
den  gewählten  Einheiten,  denn  bei  Einführung  des  Wertes  x  in  die 
Gleichung  (1)  erhält  man 

und  hier  muß  jedes  Glied  der  Gleichung  die  Dimension  einer  Beschleuni- 
gung haben.  Diese  Dimension  d  ist  aber  lt~'^,  wenn  /  eine  Länge,  t  die 
Zeit  bedeutet;   daher  muß  auch  für  y.yFv'  :  Q  die  Größe  (/  gleich  lt~- 


1)  Vgl.  A.  Budau,  Vorträge  über  Theorie  und  Bau  der  Flugapparate, 
Wien  1909,  S.  34.  Bei  sehr  kleinem  Betrage  der  Geschwindigkeit  v  kann  man 
den  Widerstand  der  ersten  Potenz  von  v  proportional  setzen,  bei  Geschwindig- 
keiten von  240  bis  400  m/sek  der  dritten  bis  fünften  Potenz.  Bei  größeren  Be- 
trägen von  V  befolgt  der  Widerstand  wieder  ein  quadratisches  Gesetz  mit  an- 
derem Werte  des  Proportionalitätsfaktors.  Vgl.  hierzu  auch  die  Artikel  über 
Aerodynamik  von  S.  Finsterwalder  und  über  Ballistik  von  C.  Cranz  in  der 
Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  IV,  Teilband  3,  besonders 
S.  160—170  und  S.  l'J5  — 199.     Vgl.  ferner  Fußnote  1  zu  S.  87. 

Dingeldey:  Differential-  u.  lutegralrechnuDg.  II.  10 
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sein.  Nun  hat  aber  y  als  Gewicht  einer  Volumeinheit  die  Dimension 
G :  P,  wo  G  ein  Gewicht  bedeutet;  die  Größen  F,v,  Q  haben  der  Reihe 
nach  die  Dimensionen  l^,  It'^,  G,  für  yFv'^ :  Q  folgt  also 

d  =  ^.V-{\)\G  =  U-\ 

somit  muß  %  eine  reine  Zahl  sein. 

Der  Koeffizient  %  ist  für  zahlreiche  Körper  durch  Versuche  be- 
stimmt worden,  vor  mehreren  Jahren  von  F.  von  Loeßl,  neuerdings 
von  6.  Eiffel,^)  dem  Erbauer  des  nach  ihm  benannten  Turmes  in  Paris. 
Nach  F.  von  Loeßl  ist  3<  =  1  zu  setzen,  wenn  der  fallende  Körper  auf 
seiner  unteren  Seite  durch  eine  rechtwinklig  zur  Bewegungsrichtung 
gestellte  Fläche  begrenzt  wird,  die  mit  einem  erhöhten,  überall  gleich 
hohen  Rande  umgeben  oder  konkav  gestaltet  ist.  Für  den  Fall  einer 
ebenen  Fläche  ohne  erhöhten  Rand  ist  %  ein  echter  Bruch.  Wir  teilen 
einige  Werte  von  %  mit,  die  von  G.  EiffeP)  gefunden  wurden;  sie  sind 
durchweg  kleiner  als  die  von  F.  von  Loeßl  gefundenen  Werte.  Außer- 
dem zeigte  sich,  daß  jc  mit  F  um  einen  unbedeutenden  Betrag  wächst. 

Werte  von  x 

0,52 

0,536 

0,631 

0,560 

0,568 

0,592 

0,6 

0,696 

Kreisscheibe  von  25  cm  Durchmesser  0,528 

Kugel  von  25  cm  Durchmesser  0,088 

Halbkugel  von  25  cm  Durchmesser 

Wölbung  nach  unten  0,168 

Höhlung  nach  unten  0,664. 

Ist  der  fallende  Körper  eine  Kugel,  so  strebt  ihre  Geschwindigkeit 
dem  Grenzwert  Vk  =  ]/^  :  A'  zu,  und  man  findet  mit  Rücksicht  auf  (11), 


Lgtt^    oiv.x^,     yx^u    «.    xxjx 

V      JL           U-J-Li. 

' 

Form  der  Fläche  F 

Quadrat 

10  X 

10  cm 

)? 

25  X 

25  cm 

» 

100  X 

100  cm 

Rechteck 

30  X 

15  cm 

M 

45  X 

15  cm 

n 

90  X 

15  cm 

}} 

90  X 

10  cm 

)} 

90  X 

4,5  cm 

1)  F.  von  Loeßl,  Die  Luftwiderstands-Gesetze ,  der  Fall  durch  die  Luft 
und  der  Vogelflug,  Wien  1896,  S.  81  und  242—282;  G.  Eiffel,  Der  Luftwider- 
stand und  der  Flug,  übersetzt  von  F.  Huth,  Berlin  1912. 

2)  Statt  K  benutzt  Eiffel  die  Schreibweise  z  oder  8^  (a.  a.  0.  S.  42);   um 
X  zu  erhalten,  wurden  daher  die  Eiffelschen  Größen  K  mit  8  multipliziert.     Für- 
die  Zahlenwerte  vgl.  daselbst  S.  43—45,  76—80,  139—144. 
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daß  vt  dem  Produkt  aus  der  Länge  des  Radius  und  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  der  Kugel  proportional  ist.  Auch  bei  der  Aufgabe,  die- 
jenige aufwärts  gerichtete  Geschwindigkeit  der  Luft  zu  bestimmen,  die 
erforderlich  ist,  um  einen  in  ihr  schwebenden  Körper  im  Gleichgewicht 
zu  halten,  also  sein  Niedersinken  zu  verhüten,  gelangt  man  zu  einem 
Ausdruck,  der  große  Analogie  zu  f„  =  ]/ (J  :  A'  zeigt.  Man  nennt  diesen 
Ausdruck  die  Sclnvehegesclnvindiglieit]  bei  pneumatischem  Materialtrans- 
port ist  ihre  Kenntnis  wichtig.  Hat  der  betreifende  Körper  die  Gestalt 
einer  Kugel,  so  ist  auch  hier  das  Quadrat  der  Schwebegeschwindigkeit 
dem  Produkt  aus  der  Länge  des  Radius  und  dem  Gewicht  der  Volum- 
einheit der  Kugel  proportional.^) 

2.  Mit  Benutzung  der  Ergebnisse  der  vorstehenden  Aufgabe  be- 
stimme man  die  Geschwindigkeit,  die  eine  aus  der  Ruhelage  fallende 
Platte  von  2  kg  Gewicht  nach  2  Sekunden  erreicht,  wenn  die  Platte  auf 
der  nach  unten  gekehrten  Seite  durch  eine  wagrechte  quadratische 
Fläche  von  1  qm  Inhalt  begrenzt  wird. 

Mit  x  =  0,631,  ;;-  =  1,225,  F=  1,  Q  =  2  wird  nach  (11)  F  =  0,386; 
ferner  findet  man  y^  :  Z:  =  5,038,  h^g  =  1,947.  Nach  Gleichung  (3a) 
wird  somit  i\  =  5,038  •  2g  3,894  =  5,038  •  0,999  =  5,034  m/sek.,  und 
dieser  Wert  ist  kaum  verschieden  von  dem  größten  Wert  v»  =  Yö  '•  ^ 
=  5,038  m/sek,  den  die  Geschwindigkeit  dieser  Platte  nach  (3a)  über- 
haupt erreichen  kann  und  theoretisch  erst  nach  unendlich  langer  Zeit, 
praktisch  nach  2  Sekunden  erreicht. 

3.  Auch  auf  das  Problem  des  Fallschirms  lassen  sich  die  Ergebnisse 
von  Aufg.  1  anwenden.  Dabei  werde  angenommen,  daß  der  Fallschirm 
die  Gestalt  einer  Halbkugel  habe,  die  ihre  Höhlung  nach  unten  kehrt. 
Es  wird  gefragt,  wie  groß  der  Radius  r  dieser  Halbkugel  sein  muß, 
wenn  der  Fallschirm  aus  der  Ruhelage  fällt  und  seine  größte  Geschwin- 
digkeit i'„  gleich  5  m/sek  sein  soll.  Das  Gesamtgewicht  von  Passagier 
und  Fallschirm  betrage  100  kg. 

Hier  ist  X  =  0,664,  y  =  1,225,  F=r-:t,  Q  =  100;  ferner  ist 


k       X  una  V«       ^         y  ^^ 


Bei  Einführung  der  Zahlenwei-te  erhält  man  die  Gleichung 


.  _  -■/      9,81-100  ,  £  1/     9,81-100       _      Q2  „ 

^-\  0,664  •  1,225  r*^      ^^^°  *^         5    K  0.664  •  1,225  tt  "  "^^^^  ^^^^^• 

4.  Man  untersuche  nun  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes, 
der  zur  Zeit  ^  =  0  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  v^  von  der  Ober- 


1)  Vgl.  Y.  Blaess,    Die   Strömung    in  Röhren    und    die   Berechnung  weit- 
verzweigter Leitungen  und  Kanäle,  München  und  Berlin  l'Jll,  S.  113 — 115, 

10* 
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fläche  der  Erde  aus  vertikal  in  die  Höhe  geschleudert  wird;  der  Wider- 
stand der  Luft  sei  hierbei  wieder  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit V  des  Punktes,  also  etwa  c^v^.  Die  Änderung  der  Be- 
schleunigung  der  Schwere  soll  nicht  berücksichtigt  werden. 

Legt  man  der  sich  vertikal  aufwärts  erstreckenden  Richtung  das 
Pluszeichen  bei,  so  ist  hier 

m  Tji  =  —  '^9  —  c^v^         oder 

(1)  f7^'  =  S  =  -(^  +  *^''')' 

wenn  c-  :  m  =  h^  gesetzt  wird.    Durch  Integration  folgt 

»1 
/r^N  t^  =  —  I  — ,   7,  ,  =  — ^  l  arc  tg  —&  —  arc  tg  — =  \ 

wofür  auch  nach  Aufg.  14,  S.  78 

(2  a)  ^1=   -  arctg^iV:z5) 

gesetzt  werden  kann.     Die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  v^  ergibt 

/ßx  ^,  _  TiVg'»o  —  g^sQiVgh)  _  Vi  kv^—Vgtgikygj,)     ^^^^, 

^^  '     kV^  +  k'v.tgikVgt,)      ^  Vg-\-^^-o^giJ^Vgti) 

/ o „N  ,,    _Vg^ VoCOsjkVg t,)  —  -\/gsm{kyg t^) 

''■    yg  cos  ^\g t^}  +  kv^  sin  (kygt^) 

So   groß  ist   die  Geschwindigkeit,   die   der  materielle  Punkt  nach 

ds 
Verlauf  der  Zeit  t^  noch  hat.    Unter  Benutzung  von  ^  =  jj  erhält  man 

die  alsdann  zurückgelegte  Weglänge  s^  =  j  vdt,  wo  für  v  der  Ausdruck 

0 

(3  a)  einzusetzen  ist.    Mit  Hilfe  der  Formel     /       -  dt  =  In  f(i)-^c  er- 
gibt sich: 
...  1  ,     Yg  cos  jkYgt^)  -\-  kv^  sin  jkYg  t^) 

Der  materielle  Punkt  steigt  bis  seine  Geschwindigkeit  zu  Null  ge- 
worden ist;  die  zugehörige  Zeitdauer  T  wird  nach  (2a) 
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Die  höchste  Höhe,  die  der  Punkt  überhaupt  erreicht,  ergibt  sich 
aus  (4)  mit  Hilfe  von  (5):  sie  wird 

(6)  S  =  ilnyS|!V__i^l„._±|!V. 

Zur  Ableitung  einer  Beziehung  zwischen  ö\  und  i\  bringt  man  die 

Gleichung  (1)  in  Verbinduno:  mit  ^  =  v:  durch  Elimination  von  dt  aus 

o  '    /  ^  dt  ' 

beiden  Gleichungen  erhält  man 

g  +  Ic-v-  ' 
somit 

F, 

y^)  *i  J   g  +  r-v'        2k'''''  g  +  kH,^' 

Auch  aus  dieser  Gleichung  folgt  f  6)  für  i\  =  0. 

Es  liegen  nun  einige  Fragen  nahe,  die  noch  beantwortet  werden 
sollen,  wenn  auch  keine  Integration  hierbei  erforderlich  ist,  nämlich: 

3IÜ  icelcher  Gesdnvindigkeit  v^  lehrt  der  von  der  Erdoberfläche  aus 
vertilcal  in  die  Höhe  geschleuderte  materielle  Punli  wieder  zur  Erdober- 
fläche zur  lieh  und  welcJie  Zeit  ist  zu  diesem  Zurückfallen  erforderlich? 
Ist  etwa  Vq  =  Vq  oder,  wenn  dies  nicht  zutrifft,  in  welchem  Verhältnis 
steht  die  Größe  Vq  zu  v^'^  Ferner  wirft  sich  die  Frage  auf,  ob  die 
Dauer  T  des  Aufsteigens  größer  ist  oder  die  Bauer  T^  des  Fallens  bis 
zum  Ausgangspunkt. 

Zur  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Geschwindigkeit  Vq  hat 
man  nur  die  durch  (6)  gegebene  Steighöhe  S  in  die  zweite  der  beiden 
Gleichungen  (10),  S.  144  einzutragen.    Mit  Rücksicht  auf 

e-''''  =  g:{g  +  kH;') 
findet  man 

die  Geschicindigkeit  v^',  mit  der  der  materielle  Punkt  die  Erdoberfläche 
tvieder  erreicht,  ist  daher  kleiner  als  die  Geschwindigkeit  Vq,  mit  der  er 
in  die  Höhe  geschleudeH  wurde. 

Zur  Berechnung  der  Zeit  Tq,  die  der  materielle  Punkt  braucht,  um 
beim  Fallen  aus  seiner  höchsten  Höhe  wieder  an  der  Erdoberfläche  ein- 
zutreffen, hat  man  in  der  Gleichung  (9),  S.  144  für  s^  =  S  den  durch 
(6),  S.  148  gegebenen  Wert  einzutragen  und  dann  nach  t^  (=  T^  aufzu- 
lösen.   Man  erhält  zunächst 
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daher  @in(Ä;)/^To)  =Afo  :  {-hVg)  und 


(9)  lcV9T,=  2(r  @in   ' ' >  =  1^  -"-  +  ^^''>^  +  ^ , 

während  die  Steigdauer  T  nach  (5),  S.  148  durch 

(10)  /.■]/^r=arctg-^ 

bestimmt  ist. 

Mit  Rücksicht  auf 

cf  Sin  X  ©in  x 


läßt  sich  die  Gleichung  (9)  in  der  Form 
(11)  ky'gT,  =  ^x%Q         ^'" 


schreiben,  wo  die  Funktion  Sir  Xg  die  Umkehrung  von  y  =  %qx  darstellt. 
Dabei  ist  allgemein  rr  =  2(r  Xg  t/  =  —  In     _  '  ,  denn  aus 

y  =  ^Qx  =  ©in  X  :  Goj  x 


folgt 
also 


.-    .       Koj  X  +  ©in  a;      ..  __  Sof  x  —  ©in  x 

1  +  2/ ßoja;  +  ©ina; e^    ^^ 

1  —  2/       Soi  ^  —  ®i"  ^       ß""" 
und 

1+J. 

2/ 


(12)  2x  =  \n\±y^,    x  =  %x%o,y  =  \\n\ 


Die  Gleichung  (10)   nimmt  bei  Einführung  der  Funktion  arc  sin 
an  Stelle  von  arc  tg  die  Gestalt  an 

(13)  Ä;  l/^  r  =  arc  sin  ^■'''" 


+  v^+rpv' 


und  wenn  man  zur  Abkürzung  I^Vq'. -{-Yg -\- h^v^^  =  s  setzt,  ist  also 
nach  (11)  und  (13  i 

(14)  l-f9T^=^%i%^z  =  \ln\^l,    hY'gT  ^arcsinz. 

Diese  Gleichungen   zeigen,   daß   T  <i  T^   ist,   denn   die  Reihenent- 

1        1   '   '' 
Wicklung    der   Funktionen  S(r  %Q,  z    oder  —  In     ^  ~    und   arc  sin  z  er- 
geben nach  Teil  I,  S.  81  und  94: 

,       1      2»,      1-3     Z*      , 

arcsm5  =  ^  +  y  y  +  ^^_^-  +  ..., 
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für  alle  positive  und  endliche  z  ist  also  tatsächlich  arc  sin  ^  <  5tr  2g  z, 
d.  h.  nach  (^14)  T  <^T^^  die  Zeitdatier  T  des  Aufsteigens  ist  Meiner  als 
die  Falldauer  Tq. 

Hätte  man  den  Widerstand  der  Luft  nicht  berücksichtigt,  so  würde 
man  T^  =  T,  v^  =  v^  gefunden  haben:  der  Durchgang  durch  eine  und 
dieselbe  wagrechte  Ebene  würde  beim  Steigen  und  Fallen  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  erfolgen. 


Die  Staukurve. 

1.  Die  Integrale  in  Aufg.  19  und  Aufg.  21,  S.  134  kommen  bei  der 
Ableitung  der  Gleichung  der  sogenannten  Staukurve  vor. 

Wenn  sich  Wasser  in  einem  Fluß  oder  Kanal  gleichförmig  bewegt, 
also  die  mittlere  Geschwindigkeit^)  in  einem  jeden  zur  Bewegungsrich- 
tung des  Wassers  i-echtwinkligen  Querschnitt  dieselbe  ist,  müssen  diese 
Querschnitte  i  Querprofile)  einander  kongruent  sein,  die  Wassertiefe  muß 
in  jedem  von  ihnen  dieselbe  sein,  und  die  Sohle  des 
Flusses  muß  überall  dieselbe  Neigung  u  haben   (vgl.       /  ~~       — i 

Fig.  39,  die  ein  Längsprofil  des  Flusses  darstellt).    Das     h  ~~Tr~~— J 

Gefälle   veranlaßt  also   hier  keine  Zunahme   der   Ge-  iig.  39. 

schwindigkeit,  sondern  bewirkt  nur  die  Überwin- 
dung des  Beihungs/ridersfandes.  Dieser  ist  proportional  der  Länge  l 
der  betrachteten  Fhißstrecke,  dem  benetzten  Teil  u  des  Umfanges  des 
Querprofils  und  dem  Quadrat  der  mittleren  Geschwindigkeit  v,  umge- 
kehrt proportional  dem  Flächeninhalt  F  des  Querprofils  und  der  Be- 
schleunigung dei*  Schwere  g.  Ist  Jt  das  zur  Strecke  l  gehörige  absolute 
Gefälle,  so  findet  also  eine  Gleichung  statt  von  der  Form 

wo  ^  einen  Erfahrungskoeffizienten  bezeichnet-),  den  man  im  Mittel 
gleich  0,008  setzen  kann,  wenn  die  in  (1)  vorkommenden  Längen  in 
Metern  angegeben  sind  (vgl.  hierzu  übrigens  S.  157). 


1)  Bekanntlich  ist  ja  die  Geschwindigkeit  der  Wasserteilchen  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  eines  und  desselben  Querschnitts  verschieden,  insbesondere 
ändert  sie  sich  längs  einer  und  derselben  Vertikalen  (vgl.  Teil  I,  S.  117;;  deshalb 
wird  hier  von  einer  mittleren     Geschwindigkeit  gesprochen. 

2)  Der  Koel'fizient  ^  ist  von  F,  11,  dem  relativen  Gefälle  h :  J  und  einer 
„Rauhigkeitszahl"  n  abhängig.     Meistens   wird  die  Gleichung  (1)  in  der  nach  v 

aufgelösten  Form  d=  1/ -r-|/i?J=  AyiJJ  geschrieben,  wo  J=h:l  das  rela- 
tive Gefälle,  R  =  F :  u  den  Profilradius  oder  die  mittlere  hydraulische  Tiefe  be- 
zeichnet, während  Ä:  =  1/  f  eine  Größe  ist,  deren  Abhängigkeit  von  /,  R  und 
der    Rauhigkeitszahl    n    durch    die    heute    am    meisten    gebrauchte    Formel   von 
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Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  ändert  sich  die  im  Querprofil 
des  Flusses  befindliche  Wasserfläche  F  von  einem  Querprofil  zum 
anderen.  Wenn  also  im  übrigen  die  Gestalt  des  Querprofils  überall  die- 
selbe ist,  muß  sich  die  Wassertief'e  ändern,  damit  in  der  Bewesrunoj  des 
Wassers  ein  stationärer  Zustand  eintreten,  also  durch  jeden  Querschnitt 
in  der  Zeiteinheit  gleichviel  Wasser  strömen  kann:  das  Produkt  aus 
r-:^^  ^       dem  Inhalt  i^  und  der  zugehörigen  Geschwindigkeit  v 

'I        ^''~-~----:       muß  konstant  sein. 

~~ — J  '        Wäre  kein  Reibungswiderstand  vorhanden,  so  würde 

'^■^"'  zwischen  der  Geschwindigkeit  v^,  mit  der  das  Wasser 

in  den  Querschnitt  F^  der  Flußstrecke  eintritt  und  der  Geschwindigkeit 

Vgj  mit  der  es  aus  dem  Querschnitt  F^  austritt  (Fig.  40),  nach  einem 

Grundgesetze  der  Hydrodynamik  die  Beziehung  stattfinden 

(2)  V-V=2^^     oder     /^  =  |^--|^, 

wo  h  das  absolute  Gefälle  des  Wasserspiegels  bedeutet  und  die  Aus- 
drücke v^:'2g,  v^:2g  die  zu  den  Querschnitten  F^  und  F^  gehörigen 
„Geschwindigkeitshöhen"  sind. 

In  Wirklichkeit  ist  aber  ein  Reibungs widerstand  vorhanden,  und 
es  wird  daher  nicht  das   ganze  Gefälle  h  wirksam   gemacht,   sondern 

nach  (1)  wird  ein  Teil  /'i  =  ^l-^-z-  durch  Reibung  aufgezehrt.    Dabei 

ist  V  die  mittlere  Geschwindigkeit  zwischen  i\  und  V2,  also  v  =  l  {v^-^-v^), 
F  die  mittlere  Wasserfläche  KJ'^  +  i^a)  ^^^  Querschnitte,  u  der  Mittel- 
wert des  benetzten  Umfangs;  die  Einführung  dieser  Mittelwerte  ist 
natürlich  nur  gestattet,  wenn  die  Flußstrecke  l  entsprechend  kurz  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  die  zweite  Gleichung  (2)  über  in 

Bei  längeren  Strecken  oder  wenn  die  Sohle  keine  Ebene  ist,  muß  man 
die  Flußstrecke  in  einzelne  Teile  zerlegen  und  auf  jede  Teilstrecke  die 
Formel  (3)  anwenden. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  das  Wasser  durch  ein  in  den  Fluß 
eingebautes  Hindernis,  z.  B.  ein  Wehr  oder  einen  Brückenpfeiler  gestaut 
wird,  und  es  fragt  sich  alsdann,  welche  Gestalt  der  Wasserspiegel  im 
Längsprofil  oberhalb  des  Wehres  annimmt,  man  soll  m.  a.  W.  die  Stau- 


E.  Ganguillet  und  W.  R.  Kutter  dargestellt  wird.  Es  gibt  übrigens  noch 
zahlreiche  andere  Ausdrücke  für  die  Größe  k  der  ,,Chezy-E jtelweinschen 
Formel"  v  =  kyBJ;  wir  verweisen  hierfür  auf  die  Lehrbücher,  z.B.  auf  den 
Artikel  von  J.  F.  Bubendey  über  praktische  Hydraulik  im  Handbuch  der  In- 
genieurwiBsenschaften ,   3.  Teil,   1.  Bd.  der  4.  Auflage,  Leipzig  1911,  S.  494—516. 
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Icurve  bestimmen.^)  Dabei  setzen  wir,  um  überhaupt  eine  analytische 
angenäherte  Lösung  der  Aufgabe  geben  zu  können,  voraus,  daß  der 
Querschnitt  des  Flusses  regelmäßig  gestaltet  sei  und  der  Flußlauf 
keine  Krümmung  mache;  natürlich  gelten  auch  alle  bei  Ableitung  der 
Formel  (3)  gemachten  Voraussetzungen.  Außerdem  soll  im  folgenden 
die  Stauiceite  bestimmt  werden,  d.  h.  die  vom  Wehr  ab  bemessene  Länge 
der  Strecke,  längs  deren  der  Wasserspiegel  infolge  der  Stauung  ge- 
hoben wird. 

Wir  legen  der  Betrachtung  ein  Längsproßl  des  Flusses  zugrunde 
und  wählen  in  ihm  als  Koordinatenanfang  0  die  Stelle  der  Flußsohle, 
an  der  der  Aufbau  des  Wehres  beginnt.  Die  positive  Richtung  erstrecke 
sich  bei  der  wagrechten  a;-Achse  nach  links,  wenn  der  Fluß  von  links 
nach  rechts  fließt,  bei  der  senkrechten  y- Achse  nach  oben. 

Das  Querprofil  des  Flusses  sei  zunächst  ein  Rechteck  von  so  großer 
Breite  h,  daß  der  benetzte  Umfang  u  ohne  wesentlichen  Fehler  durch 
die  Breite  &  ersetzt  werden  kann. 

Bei  Anwendung  der  Formel  (3)  auf  zwei  im  Abstand  x  und  x-\-  dx 
von  der  ?/-Achse  befindliche  Querschnitte  ist  li  durch  dy  zu  ersetzen, 

l  durch dx\    bedeutet  ferner  v   die   mittlere   Geschwindigkeit   im 

cos  a        '  o 

ersten  der  beiden  genannten  Querschnitte,  so  ist  die  im  zweiten  v  -\-  dv, 

in  Gleichung  (3)  wird  man  also  ü^  =  v  +  dv,  v^  ==  v  setzen    Alsdann  wird 

v^^ —  ^'i^=  Ci'2  —  ^i)(^2  +  ^'^'i)  =  —  dv(2v-{-dv),  wofür  bei  Vernachlässigung 

des  Gliedes  mit  dv^  einfach  —  ^vdv  zu  setzen  ist,  so  daß  aus  (3)  die 

Gleichung 

,'  A\  j  V  dv    ,    ,   u    V'     dx 

^^^  ^y  =  -     g     +^F2gcosa 

hervorgeht 

Es  sei  nun  a  die  Tiefe  des  ungestauten  Wassers,  t  die  Tiefe  des 
gestauten  Wassers')  an  dem  zur  Abszisse  x  gehörigen  Querschnitt,  Vq  und 
V  seien  die  zugehörigen  Geschwindigkeiten.  Ist  alsdann  Q  die  in  der 
Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  fließende  Wassermenge,  so  besteht 
die  Beziehung 

(5)  Q  =  v^ah  =  vth, 

woraus  durch  Difi"erentiation 

(6)  V dt  -\-  tdv  =-  0     und     v dv  =  — -dt 

folgt.  Vermöge  dieser  Gleichung  läßt  sich  anstelle  von  dv  das  Diffe- 
rential dt  in  (4)  einführen;  außerdem  wollen  wir  auch  dy  durch  dx  und 


1)  Vgl.  auch  den  vorhin  erwähnten  Artikel  von  J.  F.  Bubendey,  S.  525— 5G0; 
femer  W.  Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  2.  Teil,  3.  Aufl.,  bearbeitet  von  L. 
Hotopp,  Hannover  1909,  S.  328— 339;  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische 
Mechanik,  1.  Bd.,  3.  Aufl.,  Leipzig  1905,  S.  394—401. 

2)  Es  sei  noch  einmal  besonders  hervorgehoben,  daß  bei  der  folgenden 
Untersuchung  die  Größe  t  nicht,  wie  sonst  häufig,  die  Zeit  bedeutet. 
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dt  ausdrücken.  Dies  kann  geschehen,  indem  man  die  zur  Abszisse  x 
gehörige  Ordinate  KL  =  y  i^Fig.  41)  des  Punktes  L  der  Staukurve  be- 
trachtet.   Oflfeubar  ist 

(7)  y  =  xiga  -\-  t,     also     dy  =  dx  iga  -]-  dt, 

so  daß  (4)  mit  Rücksicht  auf  (6)  in 


oder  in 

(8) 


dxisa  -\-  dt  =  —^dt  -\-  t-^ 

^  gt         *    *  F   2g  cos  a 


\  &  ^  F   2 g  cos  ccj  \  gt/ 


dt 


Übergeht.  Auch  die  Geschwindigkeit  v  läßt  sich  aus  dieser  Gleichung 
entfernen,  denn  nach  (5)  ist  i?^=  a^v^^:  t^.  Wenn  man  femer  beachtet, 
daß   für   den   nicht   gestauten   Querschnitt   von   der  Tiefe   a  und  vom 

Flächeninhalt  Fq  das  relative  Gefälle  ~  =  tga  ist,  so  folgt  im  Hiu- 
^2/  blick    auf   (7),    daß    für    diesen    Quer- 

schnitt -^  verschwindet;  ist  Uq  die  zu- 
gehörige Länge  des  benetzten  Umfangs, 
so  wird  nach  (8) 


M   K 


ts  ß 


0. 


Fig.  41. 


Fq  2  g  cos  ß 

Diese  Gleichung  liefert  für  r,,^ :  2g 
den  Wert  Fq  sin  cc :  ^Uq,  der  angenähert  durch  ah  sin  a :  £;&  oder  a  sin  a :  t, 
ersetzt  werden  kann.    Daher  ergibt  sich 


2^ 


2gf' 


a"  sm  a 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (8)  einführt  und  in 
ihr  u  : F  durch  h:ht  =  l:t  ersetzt,  folgt 

(8a)  tg«(l-^)dx^-(l-5^>» 

oder 

2a^  sina 


t^ 


(9) 


tsadx  = 


t^  —  a^ 


2  dl    sm  {^ 

wobei  zur  Abkürzung  z =  vn^  gesetzt  wurde.    Daher  wird 


(10) 


a;  tg 


«=/ 


*ä  — m= 


dt+  C. 


Dieses  Integral  ist  nach  Regel  1,  S.  109  zu  verwandeln  in 
(lOa)  /(l  +  "^^  dt  =  t  +(<.=  -  .«»)/^.4%, , 


Staukurve.  155 

wo  nun  das  Integral  der  rechten  Seite  von  (10a)  durch  die  Substitution 

t :  a  =  T  in   — ,  /    :/  ^ —  übergeht,  und  dies  ist  durch  Aufgr.  19,  S.  134 

a-J  t^  —  1  °       '  a        ! 

erlediget.    Mit  Rücksicht  hierauf  folg-t 

(11)  — a;tofa  =  f+  -","    In -In , ydarctg       _     +  C. 

Die  Integrationskonstante  läßt  sich  bestimmen,  indem  man  z.  B. 
annimmt,  daß  die  am  Wehr  (>r  =  0 )  vorhandene  Wassertiefe  t  =  H  be- 
kannt  ist.  Man  erhält  schließlich  zwischen  der  Abszisse  x  und  der 
Wassertiefe  t  die  Beziehung 

(12)  xiga  =  H-t 


^      3«^     \      (f_a)]/fi^  +  aif+a^        '^     V  "     al/3  °    aj/S  /  I ' 

wobei  der  Faktor  von  —  ]/o  nach  Aufg.  14,  S.  78  durch 
arctg aJH-tWT^ 


ersetzt  werden  kanu.  Auch  würde  man  in  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (121  anstelle  von  tg«  das  zum  Winkel  a  gehörige  Bogenmaß  a 
setzen  dürfen,  da  der  Winkel  a  eine  kleine  Größe  ist. 

Will  man  die  Gleichung  der  Staukurve  in  den  Koordinaten  x,  y 
haben,  so  ist  t  in  (11  i  und  (12)  nach  (7)  durch  ij  —  xigcc  zu  er- 
setzen. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Untersuchungen  angereiht  werden,  die 
zwar  nicht  in  das  Gebiet  der  Integralrechnung  gehören,  aber  an  (1 1) 
und  (12)  anknüpfen  und  Interesse  verdienen.  Zuvor  sei  aber  daran  er- 
innert, daß  bei  den  vorstehenden  Ableitungen  gewisse  Voraussetzungen 
gemacht  wurden,  die  in  der  Wirklichkeit  nicht  strenge  erfüllt  sind.  Es 
wurde  z.  B.  für  die  Geschwindigkeit  ein  Mittelwert  eingeführt,  u  durch  h 
ersetzt,  die  Größe  t,  als  konstant  betrachtet,  während  ^  im  gestauten 
Wasser  jedenfalls  einen  anderen  Wert  hat  als  im  ungestauten. 

Zur  Bestimmung  der  schon  S.  153  erwähnten  Stauiveite  ist  in  (12) 
t  =  a  zu.  setzen;  man  erhält  alsdann  x  =  co,  d.  h.  der  gestaute  Wasser- 
spiegel geht  erst  in  unendlich  großer  Entfernung  in  den  ungestauten 
über,  ein  praktisch  wertloses  Ergebnis.  In  Wirklichkeit  wird  es  ge- 
nügen, den  Anfangspunkt  der  Staukurve  in  dem  Teil  der  Kurve  anzu- 
nehmen, in  dem  t  nur  wenige  Zentimeter  größer  ist  als  a. 

Zur  Untersuchung  einer  Kurve  sind  bekanntlich  die  zwei   ersten 

Ableitungen  -r^  und    ,   .  wichtig;   sie  mögen  daher  zunächst  bestimmt 
'^       dx  dx-  °'  ° 
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werden.  Nach  (7)  ist  t^  =  toj «  +  t- ,  ,--v  =  t^,  ;  mit  Rücksicht 
auf  (9)  erhält  man  also 

und  dieser  Wert  ist  im  Intervall  a  <  ^  und  für  a  4=  '>n  ein  echter  Bruch, 
denn  die  Neigung  a  der  Flußsohle  ist  in  Wirklichkeit  meist  gering,  also 
tg«  jedenfalls  ein  kleiner  echter  Bruch.    Aus  (13)  folgt 

dj/  _  _  {a^  —  m^)Sr-tga  (U  _  d  ja^  —  m^)t\t^  —  a^)  tg^  a 
Jx^~  (t^  —  my        dx''  (t^  —  m^  ' 

das  Vorzeichen  von  ^r4  stimmt  daher  mit  dem  Vorzeichen  des  Wertes 
dx^ 

(a^ —  m^)(f  —  o^)  :  {t^ —  m^)  überein  oder  da  innerhalb  der  Stauung  a<Ct 
ist  und  nur  die  der  Stauung  entsprechende  Strecke  der  Kurve  (12)   be- 
trachtet werden   soll,   hat    -,{  innerhalb   dieser   Strecke  dasselbe  Vor- 
^  dx- 

zeichen  wie  (a^  —  m^)  :  (t^  —  7n^) ,   also  wie  —^  •     Jedenfalls    hat    daher 

,^  einen  positiven  Wert,  so  lange  m  <a  ist  oder,  wegen  m^=  "- — r , 

so  lange  2  sin  a  <  ^  ist.  In  diesem  Falle  kehrt  die  Kurve  ihre  konkave 
Seite  nach  oben.  Mit  dem  schon  früher  erwähnten  Mittelwert  0,008 
für  ^  würde  sin  a  <  0,004  folgen,  das  relative  Gefälle  wäre  alsdann 
kleiner  als  1  :  250.  ^)  Die  Bedingung  m  <  a  läßt  sich  übrigens  auch 
mit  Hilfe  der   schon   benutzten,  nur   angenähert   richtigen   Beziehung 

-r-  =  — z —  auch  durch  v^^  <  ag  ersetzen. 

Im  Falle  m  =  a  folgt  aus  (12)  die  einfache  Gleichung  a:  tg  a  =  H —  t; 
da  aber  t  =  y  —  xtga  ist,  erhält  man  nun  als  Staukurve  die  wagrechte 
Gerade  y  ==  H. 

Besonderes  Interesse  bietet  der  Fall  m^a,  d.h.  2sina>^  oder 

auch  -^  >  a,   die  Wassertiefe  a  ist  dann  kleiner  als  die  doppelte  6e- 

schwindio-keitshöhe.  Für  den  Wert  t=m  wird  hier  —^  =  00,  die  Kurve 

hat  also  eine  vertikale  Tangente,  und  tatsächlich  ist  der  Wasserspiegel 
an  der  entsprechenden  Stelle  nahezu  senkrecht,  es  findet  ein  sogenannter 
Wasser  Sprung  statt,  eine  Erscheinung,  die  im  Jahre  1819  von  dem 
Italiener  G.  Bidone^)  beschrieben  wurde.    Im  Intervall  a<t<.m  ist 

-5— j  positiv,  im  Intervall  t^m  negativ;  oberhalb  der  Sprungstelle  kehrt 


1)  Dieser  Fall  liegt  meistens  in  der  Natur  vor;  so  ist  z.  B.  das  relative 
Gefälle  des  Rheins  bei  Mannheim  1 :  10000,  von  Bingen  bis  Bacharach  etwa  1 :  2060. 

2)  Vgl.  dessen  Abhandlung  Experiences  sur  le  remou  et  sur  la  propagation 
des  ondes  in  den  Memorie  della  reale  accademia  delle  scienze  di  Torino,  Bd.  •25 
(1820),  S.  21. 
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also  die  Staukurve  die  konkave  Seite  nach  oben,  unterhalb  der  Sprung- 
stelle die  konvexe  Seite. 

Auch  die  Höhe  des  Wassersprungs  läßt  sich  angenähert  bestimmen. 
Nimmt  man  nämlich  an,  daß  die  Wassertiefe  in  nächster  Xähe  des 
Wassersprunges,  aber  oberhalb  desselben  mit  der  Tiefe  a  des  unge- 
stauten Wassers  übereinstimme,  eine  Annahme,  die  meist  angenähert 
richtig  ist,  und  nennt  man  t  die  Tiefe  des  Wassers  direkt  unterhalb 
des  Sprunges,  v^  und  v,  die  zu  a  und  t^  gehörigen  Geschwindigkeiten, 
so  ist  nach  (2) 

(14)  ^,-a=|^-^- 

Da  ferner  durch  jeden  Querschnitt  in  der  Zeiteinheit  gleich  viel  Wasser 
strömen  soll,  ist  a  Vq  =  i\  t^ ,  also  r^  =  av^it^  und 

oder  nach  Wegheben  des  gemeinsamen  Faktors  t^  —  a: 

2c,t,'-v^f,-av^     somit     ,,,V±VV  +  8«gV^ 

wo  bei  der  Quadratwurzel  das  Pluszeichen  zu  setzen  ist,  denn  andern- 
falls würde  t^  negativ  werden.  Für  die  Höhe  des  Wassersprungs  erhält 
man  daher  als  angenäherten  Ausdruck 


(15)  t  —a  ^  «o'  +  ^oV^o'  +  s^g  — ^«g . 

Wir  möchten  bei  dieser  Gelegenheit  darauf  hinweisen,  daß  die  Er- 
gebnisse der  vorstehenden  Untersuchung  nur  theoretische  Bedeutung 
haben,  also  nur  als  eine  erste,  in  vielen  Fällen  unbefriedigende  An- 
näherung an  das  wirkliche  Verhalten  aufgefaßt  werden  dürfen.  Lassen 
sich  doch  bei  derartigen  Untersuchungen  keineswegs  sämtliche  Einflüsse, 
die  durch  die  Reibung  des  Flusses  an  den  Ufer  wänden,  im  Flußbett 
oder  durch  die  gegenseitige  Reibung  der  Wasserteilchen  hervorgerufen 
werden,  mathematisch  formulieren.  Der  auf  Seite  151  eingeführte  Er- 
fahrungskoeffizient t,  wird  überdies  in  Wirklichkeit  nicht  einmal  für 
eine  kurze  Strecke  des  Flußlaufes  konstant  sein:  er  wird  sich  außerdem 
auch  mit  der  Zeit  ändern,  da  im  Flußbett  fortwährend  kleinere  oder 
größere  Änderungen  vorkommen.  Der  früher  erwähnte  Mittelwert  0,008 
für  ^  kann  eigentlich  nur  darüber  Auskunft  geben,  von  welcher  Größen- 
ordnung etwa  t,  ist.    Vgl.  auch  die  Fußnote  2)  zu  S.  151. 

2.  Es  soll  nun  dieselbe  Aufgabe  wie  bei  1  durchgeführt  werden 
für  den  Fall,  daß  das  Querprofil  des  Flusses  eine  Parabel  ist  oder  ein 
Trapez,  an  dessen  Stelle  aber  eine  Ersatzparabel  treten  kann. ' ) 

1)  Über  die  Bestimmung  dieser  Ersatzparabel  vgl.  J.  F.  Bubendej,  Artikel 
über  praktische  Hydraulik  im  Handbuch  der  Ingenieurwisaenschaften ,  3.  Teil, 
1.  Bd.,  4.  Auti.,  Leipzig  1911,  S.  530—632. 
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Bezogen  auf  ein  Koordinatensystem  t,  z,  dessen  ^-Aclise  mit  der 
Achse  der  Parabel  zusammenfällt,  während  die  ^-Achse  Scheiteltangente 
ist,  sei 

(1)  z^  =  2pt 

die  Gleichung  der  Parabel.  Ferner  sei  h  die  Breite  des  Wasserspiegels, 
a  die  Wassertiefe  in  einem  Querschnitt  des  ungestauten  Wassers  kurz 
"i  vor  Beginn  der  Stauung  (Fig.  42).    Alsdann 

ist  (nach  Aufg.  24,  S.  7)  FQ==\ah  der 
^  Flächeninhalt  dieses  Querschnitts  q^,  und 
wenn  man  wieder,  wie  in  Aufg.  1,  annimmt, 
daß  der  benetzte  Umfang  u^  von  q^  ohne 
in  Betracht  kommenden  Fehler  durch  die  Breite  des  Wasserspiegels 
ersetzt  werden  kann,  wird  Hq-. Fq==  h : ^ah  =  ?>  :2 a.    Analog  ist 

(2)  F=^~t.2z 

der  Inhalt  eines  Querschnitts  q  des  gestauten  Wasses  von  der  Tiefe  t, 
daher 

(3)  u:F='^:2t. 

Die  Forderung,  daß  durch  jeden  Querschnitt  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Wassermengen  fließen  sollen,  liefert  die  Beziehung 

fa&i'o  =  ~tzv  =  ~t]/2ptv 
oder 

(4)  «2  _  ^'bW 

und  wenn  diese  Gleichung  in  der  Form  v^t^  =  a^h-v^:  Sp  geschrieben 
wird,  folgt  durch  Differentiation  3v^t^dt  +  2vfdv  =  0  oder 

(5)  dv  =  — —--dt,      V  dv  =  — -—dt. 

Bevor  wir  die  Ausdrücke  (3),  (4)  und  (5)  in  die  schon  in  Aufg.  1 
benutzte  und  daselbst  abgeleitete  Gleichung 

eintragen,  soll  der  Ausdruck  (4)  für  v^  noch  vereinfacht  werden.  Dies 
kann  geschehen,  wenn  man  beachtet,  daß  auch  jetzt  gerade  so  wie  in 
Aufg.  1  die  Gleichung 

gilt,  aus  der  wegen  Mq  •  ^ o  ^  ^'2a  die  Beziehung 

Vn^         2   a  sin  a 


ö) 


^9  3         J 
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folgt.    Hierdurch  und  vermöge  der  Gleichung  (|6)'  =  2pa  erhält  man 
für  v^'.  2fj  aus  (4)  den  Wert: 

Q.                                                        V-          2    a*  sin  a 
^^^                                                    "27  ^  T  ~tt^~ ' 
und  anstelle  von  (5)  tritt 
(9)  vdv  = ^^^ —  dt . 

Mit  Rücksicht   auf  (3),   (8)  und  (9)   geht  nunmehr  aus   (6)   die 
Gleichung 
-,r\\  7  2a>sina  ,,    ,    a*  ig  u  j   , 

hervor,  und  da  auch  jetzt  wieder,  wie  in  Aufg.  1,  die  Beziehung 

dy  =  tg  adx  -\-  dt 

stattfindet,  folgt  schließlich 

(11)  (^,^^)tgad.^-{l-'"^r)dt, 
eine  Gleichung,  die  in  der  Form 

(12)  —  tg  adx  =  ^,^;;^  dt 


geschrieben  werden  kann,  wenn  man  2a'^sina:^  durch  w*  ersetzt.    Aus 

(12)  folgt  sofort 

(13)  -xigcc=J'^,=:^dt+C, 
also  mit  Rücksicht  auf  Regel  1,  S.  109: 

(14)  -  ^  tg  a  =  ^  +  (a^  -  ni')fti^.  +  C. 

Man  beachte  hierbei  die  Analogie  dieser  Gleichungen  (12)  bis  (14) 
zu  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  von  Aufg.  1,  S.  154.  Das  Integral 
in  (14)  geht  durch  die  Substitution  ^  =  «t  in 

1    r   dt 

über,  das  durch  Aufg.  21,  S.  134  erledigt  ist.   Bezeichnet  S'die  Wasser- 
tiefe am  Wehr  (x  =  0),  so  erhält  man  ähnlich  wie  in  Aufg.  1  die  Gleichung 

,-,-\  ,  TT      ^   ,   a*—m*i.     (B:—a)(t  +  a)        „/        ,     H  j.     ^  \  1 

(lo)     ^■tg«  =  i^-^+^3-(lB;^:p^;-2(arctg--arctg-)]. 

Hierbei  kann  die  Differenz  der  beiden  Funktionen  arc  tg  nach 
Auf«;.  14,  S.  78  durch  arctg"r--Pg  ersetzt  werden. 


d  y        a*  —  m'^  , 

d-y 

dx            f^  —  jH^'o"' 

dx^ 
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Aus  der  Beziehung  (15)  zwischen  der  Wassertief e  t  und  der  x\.bszisse  x 
des  ihr  zugehörigen  Querschnitts  erhält  man  die  Gleichung  der  Stau- 
kurve in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  wenn  man  t  durch  y  —  a:  tg  a 
ersetzt. 

Für  -T^  =  tff  «  +  -^—  und    ,   ,  =  ,   .  findet  man  die  Ausdrücke: 
dx         °  dx  dx-        dx' 

Da  diese  analog  gebaut  sind  wie  die  entsprechenden  Ausdrücke  in 
Auf 2.  1,  g-estaltet  sich  auch  die  Untersuchung  der  Staukurve  ganz  ahn- 
lieh,  soll  daher  nun  unterbleiben.  Nur  ein  Umstand  sei  hervorgehoben. 
Während  bei  Aufg.  1  die  Berechnung  der  Höhe  des  Wassersprunges  auf 
eine  quadratische  Gleichung  führte,  ergibt  sich  nun  eine  kubische  Glei- 
chung; es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  sie  nur  eine  reelle  Wurzel  hat. 

3.  Die  Gleichung  der  Staukurve  für  den  Fall  abzuleiten,  daß  der 
Flußlauf  zwar  einen  rechteckigen  Querschnitt  hat,  aber  der  benetzte  Teil 
des  Umfangs  nicht  durch  die  Breite  des  Wasserspiegels  ersetzt  werden 
darf,  da  die  Breite,  verglichen  mit  der  Tiefe,  nicht  groß  genug  ist.^) 

Wir  beschränken  uns  darauf,  die  wichtigsten  Gleichungen  anzu- 
geben und  gehen  auf  die  Rechnung  nicht  näher  ein.  Hier  wird  Fq  =  ab, 
UQ  =  h  -\-'2a,  F=ht,  u  =  b  -{-21-,  austeile  von  (8a),  S.  154  tritt 

woraus  mit  Hilfe  der  Abkürzung  m^  = ^ —  die  Gleichung 

.  ,     _        ib-\-2a)t^  —  bm'       r^i~\^  _l        2aH-]-l){a^  —  m^)        \    , 

hervorgeht.    Durch  Integration  ergibt  sich 
-  a;  tg  «  =  ^  +  — ^Pp—^-y^  In 


(3b-|-4a)a-  t/(&  +  2o)** -f  a(& -f  2a)<  + a*& 


a{4:a'^-{-2a*b  —  a^b--lr2abm^+b'hn^}    C  dt  ^ 


2(3&+4a)a* 

Vor  Berechnung  des  letzten  Integrals  ist  zu  untersuchen,  ob  der 
im  Nenner  stehende  Ausdruck  zweiten  Grades  reelle  oder  komplexe  Fak- 
toren hat;  die  Diskriminante  dieses  Ausdrucks  ist  a-(&  +  2a)(2a— -36), 
also  negativ,  denn  es  wird  stets  3&  >  2a  sein.  Daher  ist  anzunehmen, 
daß  der  unter  dem  Integralzeichen  auftretende  Nenner  komplexe  Fak- 
toren hat.  Bei  Anwendung  des  Ergebnisses  von  Aufg.  4,  S.  113  und 
unter  der  Annahme,   daß  die  Wassertiefe  am  Wehr  {x  =  0)  gleich  H 

1)  Tgl.  hierzu  J.  F.  Bubendey,  a.  a.  0.  S.  540—543. 
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sei,  erhält  man  schließlich  zwischen  der  Abszisse  x  und  der  Wassertiefe  t 
die  Beziehung 


TT     X   ,    2a*H-(o^— «06  ,     {M—  a)  >/(&  +  2a)f=  -f  a(?)  +  2a)t  4-  a*& 

X  %'^ix.  =  tl  —  t  ■\ 7o  1,  I  7^ — s —  in : —  — — 

&  (3ö  +  4a)a-  (t  —  a)}/(& +  2o)iP+a(&  +  2a)fi'+ a»6 


,    4a»  +  2a^&  — a*&-  +  2a&m3+?'->«M        i.    (2fi'4- a)  V  &  +  2a 

-^ ■ , \  arc  tff  ^ '  — 

(3&  +  4a)a''>/(&  +  2a)(3ö  — 2a)      l  a>/3&  — 2a 

,     (2t+a)-l/&  +  2al 
—  arc  tff  ,_-         —  }  • 

°       a|/3ö  — 2a      J 

Geschwindigkeit  chemischer  Reaktionen. 

Eine  Beziehung  zwischen  der  bei  einem  chemischen  Vorgang  inner- 
halb einer  gewissen  Zeit  umgewandelten  Stoffmenge  und  dieser  Zeit 
selbst  ist  zum  ersten  Mal  im  Jahre  1850  von  L.  Wilhelmy  bei  einem 
bestimmten  Beispiel,  nämlich  bei  Untersuchung  der  Einwirkung  von 
Säuren  auf  Rohrzucker  mathematisch  formuliert  worden.^)  Rohrzucker, 
der  in  verdünnter  wässeriger  Lösung  mit  einer  Säure  zusammengebracht 
wird,  zerfäUt  nach  Aufnahme  von  Wasser  in  Dextrose  (Traubenzucker) 
und  Laevulose  (Fruchtzucker),  während  die  Säure  selbst  im  Verlauf  der 
Reaktion  ihre  Konzentration  nicht  ändert,  sondern  nur  als  Beschleuniger 
der  Reaktion,  als  sogenannter  Katalysator-)  wirkt: 

Rohrzucker      Wasser       Dextrose        Laevulose 

Würde  man  die  Säure  weglassen,  so  könnte  der  Verlauf  der  Reak- 
tion wegen  zu  geringer  Geschwindigkeit  überhaupt  nicht  verfolgt  werden. 

Wilhelmy  nimmt  an,  daß  unter  sonst  gleichen  Umständen  die 
Menge  Zucker  dx,  die  sich  während  eines  Zeitelements  dt  umwandelt, 
der  noch  vorhandenen  Menge  unveränderten  Zuckers  proportional  sei, 
also  eine  Gleichung  von  der  Form  dx  =  },-{a  —  x)dt  bestehe,  wo  Ji  eine 
Konstante  und  a  die  zu  Beginn  der  Reaktion  vorhandene  Zuckermenge 
bedeutet. 

Den  Verlauf  der  Umwandlung  konnte  Wilhelmy  mit  Hilfe  eines 
Saccharimeters  von  Soleil  kontrollieren,  denn  während  der  nicht  inver- 


1)  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  hrsg.  von  Poggendorff,  Bd.  81  (Bd.  21 
der  3.  Reihe),  Leipzig  1850,  S.  413;  ein  von  W.  Ostwald  herausgegebener  Ab- 
druck bildet  Heft  29  (Leipzig  1891)  von  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Wissen- 
schaften. 

ij  Von  dem  griechischen  Worte  v.axulvBiv,  auflösen.  Übrigens  gibt  es  auch 
negative  Katalysatoren,  Stoffe,  die  eine  Reaktion  verzögern,  aber  die  Reaktions- 
beschleuniger sind  häufiger.  Charakteristisch  für  einen  Katalysator  ist,  daß  seine 
Menge,  verglichen  mit  der  Menge  der  umzusetzenden  Stoffe,  äußerst  gering  ist 
und  daß  er  selbst  an  der  Reaktion  scheinbar  nicht  teilnimmt,  sondern  aus  ihr 
unverändert  hervorgeht. 

Dingoldey:  Differential-  u.  Integralrechnung.  IL  11 
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tierte  Rohrzucker  die  Ebene  des  polarisierten  Lichtes  nach  rechts  dreht, 
ist  die  Mischung  der  Inversionsprodukte  linksdrehend. 

Die  Inversion  des  Rohrzuckers  ist  ein  Beispiel  zur  Anwendung  des 
von  C.  M.  Guldberg  und  P.  Waage  formulierten  Gesetzes  der  chemischen 
Masseniüirliung})  Nach  diesem  ist  die  chemische  Kraft,  mit  der  zwei 
Stoffe  aufeinander  wirken,  gleich  dem  mit  einem  „Affinitätskoeffizienten" 
multiplizierten  Produkt  ihrer  „aktiven  Massen".  Hierbei  ist  die  aktive 
Masse  oder  die  Konzentration  eines  Stoffes  diejenige  Masse  desselben, 
die  in  der  Volumeinheit  enthalten  ist.  Um  zu  zeigen,  wie  sich  diese 
Konzentration  durch  Zahlen  ausdrücken  läßt,  werde  bemerkt,  daß  die 
chemisch  wirkende  Masse  eines  Stoffes  durch  sein  Molekulargewicht  dar- 
gestellt wird.  Die  Anzahl  von  Grammen,  die  mit  der  Zahl  für  das 
Molekulargewicht  übereinstimmt,  wird  (nach  Vorschlag  von  W.  Ost- 
wald) als  Grammolekül  oder  Mol  bezeichnet;  daher  ist  die  aktive  Masse 
oder  die  Konzentration  eines  Stoffes  gleich  der  Anzahl  der  in  der  Volum- 
einheit, einem  Liter,  enthaltenen  Grammoleküle. ^)  Will  man  die  aktive 
Masse  berechnen,  die  sich  in  einem  Volumen  von  FLitern  einer  Mischung 
befindet,  so  ist  offenbar  die  in  V  enthaltene  Menge  des  Stoffes  in  Gram- 
molekülen auszudrücken  und  diese  Zahl  durch  V  zu  dividieren. 

Wenn  sich  z.  B.  zwei  Stoffe  A  und  B  vermöge  der  zwischen  ihnen 
bestehenden  Reaktion  in  zwei  andere  A^,  B^  umsetzen,  so  läßt  sich  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  dies  geschieht,  leicht  formulieren,  da  diese 
nach  dem  Massenwirkungsgesetz  von  Guldberg  und  Waage  dem  Pro- 
dukt der  Konzentrationen  proportional  ist.  Hier  sind  aber  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden.  Erstens  kann  nämlich  die  Reaktion  fortschreiten,  bis  die 
eine  Molekülart  ohne  nachweisbaren  Rest  durch  die  Einwirkung  der 
anderen  umgesetzt  ist,  die  Reaktion  ist  alsdann  nicht  umlcehrhar.    Der 


1)  Die  hier  zu  erwähnenden  Abhandlungen  von  Guldberg  und  Waage 
sind  in  den  Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  in  Christiania  1864,  im  Uni- 
versitätsprogramm von  Christiania  für  das  1.  Semester  1867  und  im  127.  Bande 
von  Erdmanns  Journal  für  praktische  Physik  erschienen.  Ein  von  R.  Ab  egg 
herausgegebener  Abdruck  dieser  Arbeiten  bildet  Heft  109  (Leipzig  1899)  von  Ost- 
walds  Klasaikern  der  exakten  Wissenschaften;  man  beachte  daselbst  besonders 
S.  5— 9,  21  f.,  127  f.,  135  ff.  Übrigens  hatte  schon  C.  L.  Berthollet  im  Jahre 
1803  ausgesprochen,  daß  die  zwischen  mehreren  Stoffen  stattfindende  chemische 
Wirkung  nicht  nur  von  der  Affinität,  sondern  ganz  besonders  von  den  Mengen- 
verhältnissen dieser  Stoffe  abhänge.  Ferner  finden  sich  die  Ansichten  von  Guld- 
berg und  Waage,  wenn  auch  nicht  in  ihrer  Allgemeinheit  erkannt,  im  wesent- 
lichen ausgesprochen  beiW.  Esson  in  einer  Abhandlung,  die  in  den  Philosophical 
Traneactions  of  the  royal  society  of  London,  Bd.  156  (Jahrgang  1866),  S.  216  ff. 
erschienen  ist;  vgl.  auch  eine  Arbeit  von  V.  Harcourt  und  W.  Esson,  ebenda 
Bd.  157  (Jahrgang  1868),  S.  117. 

2)  So  ist  z.  B.  ein  Mol  Sauerstoff  (0«)  so  viel  wie  32  g  Sauerstoff,  denn  das 
Atomgewicht  von  0  beträgt  16;  ebenso  ist  ein  Mol  Salzsäure  (H Gl)  ^  1 -j- 3ö,45 
=  36,45  g  Salzsäure,  ein  Mol  Rohrzucker  (Cj^H^a  OiJ  =  12  •  12  -}-  22  ■  1  -j-  11  •  lö 
=  342  g  Rohrzucker. 
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andere  Fall  ist  der,  daß  die  aus  A  und  B  hervorgegangenen  Produkte 
Ä^,  B^  in  ihrer  Wirkung  aufeinander  das  Bestreben  haben,  wieder  A 
und  B  zu  bilden,  die  Reaktion  ist  alsdann  umlcchrhar.  Man  drückt  dies 
durch  eine  Gleichung  aus  von  der  Form 

A  +  BT^A,+B, 

und  sagt,  die  Reaktion  verlaufe  im  Sinne  der  Gleichung  sowohl  von 
links  nach  rechts  wie  von  rechts  nach  links. 

Es  werde  nun  angenommen,  daß  nicht  nur  die  Stoffe  A  und  B,  sondern 
auch  die  durch  die  Reaktion  zwischen  A  und  B  gebildeten  Stoffe  A-^, 
B^  schon  anfangs  in  der  Mischung  vorhanden  waren,  und  zwar  seien 
a,  h,  a^,  \  die  Anzahlen  der  in  dem  Volumen  V  der  Mischung  zu  Be- 
ginn der  Reaktion  enthaltenen  Grammoleküle  der  Stoffe  A,  B,  A^,  B^. 
Alsdann  wird  nach  einer  gewissen  Zeit  T  ein  stationärer  Gleichgewichts- 
zustand eintreten.  Wie  lange  dies  dauert,  hängt  nicht  nur  von  dem  be- 
treffenden Katalysator ,  von  der  Affinität  und  den  Konzentrationen  der 
Stoffe  A  und  B,  bzw.  A^  und  B^  ab,  sondern  ganz  wesentlich  von  der 
Temperatur -,  diese  Zeitdauer  T  kann  dementsprechend  mehrere  Stunden, 
aber  auch  viele  Tage  betragen,  theoretisch  ist  T  =  oo .  Auch  das  Licht 
kann,  wie  allgemein  bekannt  ist  (Photographie),  eine  Reaktion  beeinflussen; 
gleiches  gilt  vom  Druck,  wenigstens  bei  Reaktionen  zwischen  Gasen. 

Sind  hei  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  je  x  Mol  der  Stoffe  A 
und  B  umgesetzt,  so  sind 

a  —  X        b  —  X        a.^  -^  X        b^^  -\-  x 

die  endgültigen  Konzentrationen  und  es  besteht  alsdann  die  Gleichung 

Ti{a  —  x)  (b  —  x)  yti  (a^  -f-  x)  (&^  -{-  x) 

yl  —  yt 

oder 

(a  —  x){b  —  x)    k^ 

(ai-f-a;)(6, -j-x)  ^T' 

wo  h  und  h^  die  zn  A,  B  bzw.  A^,  B^  gehörigen  Affinitätskoeffizienten 
oder  Reaktionskonstanten  (Geschwindigkeitskonstanten)  bedeuten. 

Diese  chemische  Umsetzung  erfolgt  aber  keineswegs  mit  konstan- 
ter Geschwindigkeit,  vielmehr  ist  nach  Guldberg  und  Waage  die  Re- 
aktionsgeschwindigkeit in  einem  bestimmten  Zeitmoment  t,  d.  h.  t  Zeit- 
einheiten nach  dem  zur  Zeit  t  =  0  eingetretenen  Beginn  der  Reaktion, 
gleich  der  Differenz 

fc(a_|)(5-|)       A:,(a. +|)(&x  +  €) 
Vi  V-  ' 

wenn  zu  dieser  Zeit  je  ^  Mol  der  Stoffe  A  und  B  umgesetzt  sind.  Da 
unter  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Reaktion  zur  Zeit  t  vor  sich  geht, 

11* 
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der  Quotient  aus  der  während  eines  Zeitelements  dt  umgesetzten  Menge 
di,  und  dem  Zeitelement  (^^  selbst  verstanden  wird,  hat  man  die  Gleichung 

J_di  ^  k{a-^){b-i)  _  k,  (a,  +  a)  (K  + 1) 
V  dt  r^  V'  ' 

wenn  die  Geschwindigkeit  auf  die  Einheit  des  Volumens  der  Mischung 
bezogen  wird.  Vermöge  dieser  Gleichung  ist  t  gleich  dem  über  einen 
Quotienten  aus  di,  und  einer  ganzen  Funktion  von  |  erstreckten  Inte- 
tegral,  so  daß  t  mit  Hilfe  der  Methode  der  Partialbruchzerlegung  leicht 
berechnet  werden  kann.  Die  Integrationskonstante  läßt  sich  bestimmen, 
wenn  man  beachtet,  daß  zur  Zeit  f  =  0  auch  ^  =  0  ist.  So  erhält  man 
die  Zeit  t,  die  verfließen  muß,  bis  eine  gewisse  Menge  x  umgesetzt  ist, 
als  Funktion  von  x,  etwa  t  =  (p{x),  und  die  Auflösung  dieser  Gleichung 
nach  X  beantwortet  die  Frage  nach  der  zur  Zeit  t  umgesetzten  Menge  x}) 

Die  meisten  Beispiele  zur  mathematischen  Verfolgung  des  Verlaufs 
einer  Reaktion  gehören  dem  Gebiet  der  organtsclien  Chemie  an,  denn  die 
Reaktionen  anorganischer  Stoffe  verlaufen  meist  momentan. 

1.  Bevor  solche  Beispiele  gegeben  werden,  deren  Erledigung  auf 
Integrationen  mit  Hilfe  der  Partialbruchzerlegung  führt,  werde  ein  Bei- 
spiel für  einen  nicht  umkehrbaren  chemischen  Vorgang  behandelt,  bei 
dem  allerdings  keine  Partialbruchzerlegung  vorkommt,  nämlich  die  schon 
S.  161  erwähnte  Inversion  des  Rohrsuckers,  der  in  verdünnter  wässeriger 
Lösung  mit  einer  Säure  zusammengebracht  wird.  Bei  hinreichender 
Verdünnung  kann  die  aktive  Menge  des  Wassers  als  konstant  angesehen 
werden,  denn  nur  eine  crering-e  Menge  Wasser  wird  chemisch  verbraucht : 
die  beigefügte  Säure  wirkt  überhaupt  nur  katalysatorisch,  beteiligt  sich 
also  außerdem  nicht  an  der  Reaktion.  Enthält  ein  Volumen  von  FLitern 
anfänglich  a  Mol  Rohrzucker,  so  besteht  hier  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(1)  YTt-^v^     «der      /,  =  %-!). 

Es  soll  nun  die  zur  Zeit  t  umgesetzte  Menge  x  als  Funktion  von  t 
dargestellt  werden,  und  umgekehrt  t  als  Funktion  von  x. 
Man  erhält 

X 

^   ^  J  li{a  —  i)        Je       a—x' 

0 

oder  bei  Einführung  der  gewöhnlichen  Logarithmen 
(2  a)  ^  =  ^-2,30259  log     "* 


a  —  X 


1)  Zum  näheren  Studium  der  Theorie  der  Geschwindigkeit  chemischer 
Reaktionen  sei  verwiesen  auf  das  Kapitel  über  chemische  Kinetik  in  dem  Werke 
von  W.  Nernst,  Theoretische  Chemie,  7.  Aufl.,  Stuttgart  1913,  S.  579 — 617. 
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denn  es  ist  In ==  Ti^log ,  wo  M  den  Modul  0,43429  der  ge- 

wohnlichen  Logarithmen,  1  :  M  die  Zahl  2,30259  bedeutet.^) 
Die  Auflösung  der  Gleichung  (2)  nach  x  ergibt 

(3)  X  =  €1(1-6-"'). 

Der  Ausdruck  (1)  für  die  Reaktionsgeschwindigkeit  zeigt,  daß  diese 
allmählich  kleiner  wird.  Nach  einer  gewissen  Zeit,  theoretisch  allerdings 
erst  für  ^  =  oo,  hört  die  Reaktion  auf,  die  ganze  vorhandene  Menge  a 

des  Rohrzuckers  ist  umgewandelt.  Wird  in  (2)  a:  =  ^^^  gesetzt,  so  folgt 

t  =  ^\n2,   d.h.  der  mit  In  2  =  0,6931   multiplizierte   reziproke  Wert 

von  /.•  gibt  die  Zeit  an,  die  zur  Inversion  der  HäKte  des  vorhandenen 
Rohrzuckers  notwendig  ist.^) 

Bei  der  experimentellen  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (2) 

beachte  man,  daß  —  In konstant  sein  muß.  Natürlich  darf  sich  die 

Temperatur  während  des  ganzen  Vorganges  nicht  ändei-n,  denn  mit 
einer  solchen  Änderung  würde  die  Konstante  k  einen  anderen  Wert  an- 
nehmen. 

An  Stelle  von  a  und  x  kann  man  auch  die  im  Saccharimeter  ge- 
messenen Drehungstv inlel  einführen.^)  Es  sei  nämlich  Uq  der  zur  Zeit 
<  =  0  im  Polarisationsapparat  angezeigte  Winkel;  nach  Inversion  der 
ganzen  Zuckermenge  sei  u^c  der  abgelesene  Winkel,  somit  Uq—  a^  die 
gesamte  Drehung.  Zeigt  der  Apparat  zur  Zeit  t  den  Winkel  u  an,  so 
ist  Uq  —  a  die  zugehörige  Drehung.  Nun  sind  diese  Ausdrücke  den  in- 
vertierten Znckermengen  proportional,  somit  a^  —  a^  und  Uq  —  a  zu  a 
bzw.  zu  x  proportional  und  a  —  ««;  zu  a  —  a:.  Die  Gleichung  (2  aj  kann 
daher  auch  durch 

(4)  ^  =  T-  •  2,30259  log  ^«£1^ 


h 


ersetzt  werden.    Ein§  andere  Form  der  Gleichungen  (2)  und  (4)  ist 
(^)  ^2  -  ^1  =  y  1^ ^_'  =  y  In  '^^^    , 

A/  W  Xq  hj  fXa  Was 


1)  Vgl.  Teil  I,  S.  81.  W.  Ostwald  hat  im  Journal  für  praktische  Chemie, 
Bd.  137,  neue  Folge  Bd.  29  (1884),  S.  406—408  eine  Tafel  veröffentlicht,  die 
die  zu  den  Werten  von  x:a  =  0,001  bis  x :  a  =  0,99'.»  gehörigen  gewöhnlichen 
Logarithmen  von 

«:(«-x)  =  l:(l--^) 

enthält. 

2)  Vgl.  zu  dieser  Bemerkung  W.  Nernst,  Theoretische  Chemie,  7.  Aufl., 
Stuttgart  1913,  S.  581.    Vgl.  femer  Gleichung  (4\  in  Aufg.  25,  S.  71. 

3)  Vgl.  die  Bemerkungen  auf  S.  161  f.  zu  Wilhelmys  Untersuchungen. 
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wo  x^  und  x^  die  zu  den  Zeiten  t^  bzw.  t^  invertierten  Zuckermengen, 
a^  und  «2  die  zugehörigen  abgelesenen  Winkel  bedeuten. 

Es  wurde  schon  vorhin  bemerkt,  daß  bis  zur  Inversion  der  gesamten 
Zuckermenge  theoretisch  eine  unendlich  lange  Zeit  verfließen  müßte; 
praktisch  wird  man  in  vielen  Fällen  annehmen  dürfen,  daß  die  Reaktion 
beendigt  ist,  wenn  nur  noch  0,1  °/o  des  ursprünglichen  Stoffes  vorhanden 
ist.    Die  Formel  (2  a)  geht  für  diesen  Fall  über  in 


t^jr -2,30209108^^  = 


3  •  2,30259         6,908 


Um  ZU  zeigen,  wie  die  auf  Grund  der  Ergebnisse  eines  Experimen- 
tes durchgeführte  Berechnung  von  — -  •  2,30259  log  ~ ~  wirklich  nach 

°  "  t        '  '^  a  —  a» 

(4)  nahezu  konstante  Werte  h  ergibt,  stellen  wir  einige  Zahlenwerte  in 
einer  Tafel  zusammen,  deren  beide  ersten  Spalten  einer  Arbeit  von  Ost- 
wald entnommen  sind.^) 


i       * 

(IVrinuten) 

a,  beobaclitet 

lOMog''»-"» 
^  a  —  ixco 

lO^Ä- 

1           0 

25,02 

0 

1 

58 

20,17 

687 

27,28 

114 

16,25 

1335      . 

26,96 

197 

11,32 

2316 

27,08 

263 

8,28 

3055 

26,75 

394 

3,32 

4619 

26,99 

585 

—  1,43 

6949 

27,35 

OO 

—  8,12 

OO 

— 

Bei  diesem  Versuch  wurde  die  verdünnte  Zuckeiiösung  mit  Schwe- 
felsäure zusammengebracht.  Die  erste  Spalte  enthält  die  Zeit  t  in 
Minuten,  die  zweite  die  zugehörigen,  am  Saceharimeter  abgelesenen 
Winkel  in  Graden.  Daher  ist  a^  =  25*^,02.  Der  Betrag  ««  =  -  80,12  ent- 
spricht theoretisch  der  Zeit  f  =  oc ,  praktisch  einer  Zeit,  zu  der  die  In- 
version merklich  vollendet  war.  Zur  größeren  Übersichtlichkeit  ent- 
halten  die   dritte  und   vierte  Kolumne   die   mit  10000  multiplizierten 

Werte  von  log"^ —  =  log; — r'^-r^ ,   bzw.  von  Ä';   als  Mittelwert  von 

°  a  —  «00  °  a-f-8,12'  ' 

10000  Ä  findet  man  27,07. 

2.  In  dem  soeben  betrachteten  Beispiel  der  Zuckerinversion  änderte 
sich  nur  ehie  Molekülgattung,  es  lag  eine  unimolekulare  Reaktion  vor. 
In  vielen  Fällen  ändern  sich  zwei  Molekülgattungen  A  und  B  in  Ä^ 
und  Bj^  (bimolekulare  Reaktion).     Dabei  möge  zunächst  angenommen 


1)  Journal  für  praktische  Chemie,  Bd.  137,  neue  Folge  Bd.  29  (1884),  S.  394. 
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werden,  daß  die  Reaktion  nicht  umkehrbar  ist.  Alsdann  besteht  nach 
S.  164  die  Gleichung 

wenn  Tc^  :  V  =  k  gesetzt  wird.  Welche  Beziehung  findet  nun  zwischen 
der  nach  Verlauf  der  Zeit  t  umgesetzten  Menge  h,  =  x  und  der  Zeit  t 
selbst  statt,    wenn   f  =  0    und   ^  =  0  zusammengehörige   Werte  sind? 

Man  findet 
,9)  t- 1       1    «(&-a;) 

daher  ist  nun 

^   ^  t{h  —  a)      h{a  —  x) 

Die  Auflösung  nach  x  ergibt 

„j,(  „att       J>k(\ 

ae      — be 

Sind  x^  und  3:2  die  zu  den  Zeiten  f^  und  fg  umgewandelten  Mengen, 
so  besteht  die  Gleichung 

^   ^  -j         1        ^-(^_a)       (a  — iCg)(&  —  ajj 

Da  nach  (1)  für  |  =  0  die  Ableitung  -5-   gleich  };  •  ah  ist,   gibt  ä; 

die  Reaktionsgeschwindigkeit  an,  wenn  die  Konzentrationen  der  ursprüng- 
lich vorhandenen  StoflFmengen  gleich  der  Einheit  sind  und  durch  irgend- 
eine  Vorrichtung  dafür  gesorgt  wird,  daß  diese  Konzentrationen  un- 
verändert bleiben,  also  die  entstehenden  Reaktionsprodukte  immer  ent- 
fernt und  die  umgesetzte  Menge  der  ursprünglich  vorhandenen  Stoffe 
immer  wieder  ersetzt  wird. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  der  unimolekularen  und  bi- 
molekularen Reaktion  besteht  darin,  daß  bei  der  erstgenannten  die  Kon- 
stante h  von  der  Konzentrationseinheit  unabhängig  ist,  während  sich  bei 
der  bimolekularen  Reaktion  die  Konstante  Tz  mit  der  Konzentrations- 
einheit ändert.    Dies  folgt  daraus,   daß  der  in  (2),  S.  164  auftretende 

Faktor  In unverändert  bleibt,  wenn  a  und  x  durch  na  und  nx  er- 

a  —  X 

setzt  werden;  hingegen  ändert  sich  der  Ausdruck  (3),  S.  167,  wenn  man 
in  ihm  a,  6,  x  durch  na,  nh,  nx  ersetzt. 

Ein  Beispiel  einer  himolekularen  liealdion  bietet  die  Verseifung  van 
Essigester  (Äthylacetat).  Eine  wässerige  Lösung  von  Athylacetat,  die 
mit  Natriumhydroxyd  zusammengebracht  wird,  verwandelt  sich  allmäh- 
lich in  Äthylalkohol  und  Natriumacetat: 

C2H3O5C2H5     -f     NaOH      =     C2H5OH    +    CHgCOONa. 
Äthylacetat        Natriumhydroxyd     Äthylalkohol         Natriumacetat 
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Diese  Zersetzung  zusammengesetzter  Äther  (Ester)  durch  Alkalien 
oder  durch  Wasser  wird  als  Verseifung  bezeichnet.^) 

3.  Wie  lautet  das  Ergebnis,  wenn  in  dem  soeben  behandelten  all- 
gemeinen Fall  die  Stoffe  Ä  und  B  in  äquivalenten  Mengen  (a  =  h)  vor- 
handen sind? 

Hier  wird  -^  =  k{a  —  iy,  daher  ergibt  sich 

X  a-kt 

ak{a  —  a;)'  1 -}- akt 

4.  Mau  untersuche  die  bimolekulare  Reaktion  in  dem  FaU,  daß  der 
Stoff  B  in  überwiegend  größerer  Konzentration  vorhanden  ist  als  der 
Stoff  A,  so  daß  a  und  a;  bei  h  —  a  und  h  —  x  vernachlässigt  werden 
können. 

Die  Gleichung  (2),  S.  167  verwandelt  sich  jetzt  in 

^  =  iln^    =4ln     " 


kb       a  —  X       K      a  —  x' 

im  wesentlichen  dieselbe  Formel  wie  bei  der  unimolekularen  Reaktion 
(Gleichung  (2),  S.  164).  Der  Faktor  h  des  Nenners  zeigt,  daß  die  Ge- 
schwindigkeitskonstante K=lh  nun  von  der  Yerdünnung  abhängt,  was 
bei  den  unimolekularen  Reaktionen  nicht  der  FaU  ist. 

Eigentlich  ist  die  schon  betrachtete  Inversion  des  Rohrzuckers 
(S.  161)  eine  solche  bimolekulare  Reaktion,  denn  Rohrzucker  mwc?  Wasser 
sind  beteiligt;  da  das  Wasser  jedoch  in  so  sehr  überwiegender  Menge  vor- 
handen ist,  daß  diese  als  konstant  angesehen  werden  kann,  verläuft  die 
Reaktion  wie  eine  unimolekulare. 

5.  Man  untersuche  die  umkehrbare  himoleJculare  Reaktion,  durch  die 
sich  zwei  Stoffe  A  und  B  in  zwei  andere  A^,  B^  umwandeln,  die  das 
Bestreben  haben  wieder  A  und  B  zu  bilden;  die  Stoffe  A  und  B  seien 
in  äquivalenten  Mengen  vorhanden,  also  von  jedem  die  gleiche  Anzahl  Mol. 

Nach  den  Bemerkungen  auf  S,  164  ist  nunmehr 

1    dt  ^  A:(a  — |)(b-|)-A-J^ 
V  dt  F* 

Da  äquivalente  Mengen  vorhanden  sein  sollen,  möge  a  =  h  =  1  gesetzt 
werden,  alsdann  erhält  man 

r§  =  k{i-^y-\^^ 


1)  Näheres  zu  dem  erwähnten  Beispiel  findet  man  u.  a.  bei  E.  B.  War  der, 
Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft,  14.  Jahrgang  (Berlin  1881), 
S.  1361—1365;  L.  Th.  Reicher,  Liebigs  Annalen  der  Chemie,  Bd.  228  (1885V 
S.  257—287;  Bd.  238  (1887),  S.  276—286. 
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Bei  Einführung  von  l\  :Jc  =  a  wird 

.  _  V  r  dh, F_    r dU 

WO  Xi  und  Xj  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1  —  a)|^—  2|  +  1  =0  sind, 
nämlich 

1  ± V«   _        1  _    .  _   2|/ä 


Die  Ausführung  der  Integration  ergibt 

2it|/a      a;  — ajj    '       ' 

V  X 

wo   0  == -^  In  —  gefunden  wird.    So  folgt 

2fcya        ^2 


^   T    -m  /  in*   n*     \rr       ' 


2Ä;ya       {x  —  x^x^^  ktVZ  ktY^ 


Die  Gleichung  für  den  Endzustand  lil  -  X)^ -\:K} ^  ^  (S.  164) 

liefert 

(l-X)«        ^_ 1^ 


7  7  U  — ^J  V  ^  ^ 


Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  ist  die  Esterhildung.    Bei  Mischung 
von  Essigsäure  mit  Alkohol  entsteht  Äthylacetat ^)  und  Wasser: 

CHg-COOH   +   CgH^OHi^^CHgCOOCgHs  +  H^O; 

Essigsäure  Äthylalkohol  Äthylacetat  Wasser 

da  vorhin  a  =  b  =  1  angenommen  wurde,  wäre  im  Verhältnis  von  1  Mol 
Essigsäure  (60  gr)  auf  1  Mol  Äthylalkohol  (46  gr)  zu  mischen.  Es 
zeigte  sich,  daß  der  Stillstand  der  Reaktion  eintrat,  nachdem  zwei  Drittel 
der  ursprünglich  vorhandenen  Mengen  umgewandelt  waren.  Die  Mischung 
hat  alsdann  die  Zusammensetzung: 

l  Mol  Essigsäure  +  |-  Mol  Äthylalkohol  +  f  Mol  Äthylacetat 

4-  I  Mol  Wasser. 


1)  Die  essigsauren  Salze  oder  Acetate  entstehen,  wenn  man  in  der  Essig- 
säure CHj-COOH  den  Wasserstoff  der  Gruppe  COOH  durch  Metalle  ersetzt; 
wird  bei  der  Essigsäure  der  Wasserstoff  dieser  Gruppe  durch  Äthyl,  d.  h.  durch 
die  Atomgruppe  C^H^,  ersetzt,  so  entsteht  Äthylacetat.  Die  Ester  entstehen 
allgemein  durch  Verbindung  der  Alkoholradikale  mit  Säuren  unter  Austritt  von 
Wasser. 
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Daher  ist  X  =  oTj  =  2  :  3,  somit  1  +  V«  =  3:2  oder  a  =  l\:Jc 
ferner  wird  a:i  =  1  :  (l  —  ]/a)  -=  2  und 


1:4; 


t 


F,      2 


3x 


k~*r{lc 


h)  =  liM 


t 


3x 


Da  das  Volumen  der  Mischung  durch  die  Esterbildung  kaum  ge- 

X 

In 

t 


1  2 

ändert  wird,  ist  also  nun  der  Ausdruck  —  In 


konstant. 


2  — 3x 

In  nachstehender  Tafel  werden  einige  Werte  von  t  und  x  mitge- 
teilt, die  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  von  Guldberg  und  Waage 
bei  Esterbildung  darstellen^);  dabei  ist  die  Zeit  t  in  Tagen  ausgedrückt. 
Die  dritte  Spalte   der  Tafel  enthält   die  Werte   der  zugehörigen  Größe 

Z  =  -  log 


dx 


t   (Tage) 

X 

T^       1  1    2— rc 

t      °  2  —  3  a; 

10 

0,087 

0,00414 

19 

0,121 

0,00315 

41 

0,200 

0,00266 

64 

0,250 

0,00228 

103 

0,345 

0,00227      ' 

137 

0,421 

0,00242 

167 

0,474 

0,00252 

190 

0,496 

0,00246 

oo 

0,667 

Man  erkennt,  daß  erst  von  t  =  A\  an  Ä"  nahezu  konstant  ist;  als 
Mittelwert  von  K  findet  man  0,00274,  und  wenn  die  Zahlen  K  erst  von 
/  =  41  an  berücksichtigt  werden,  ist  0,00243  der  Mittelwert  von  K. 
Das  verhältnismäßig  späte  Eintreten  nahezu  konstanter  Werte  von  K 
schreiben  Guldberg  und  Waage  gewissen  sekundären  Wirkungen  und 
besonders  dem  Umstand  zu,  daß  sich  Äther  und  Wasser  nur  schwierig 
zu  einer  homogenen  Lösung  vereinigen  lassen. 

Da  h^  :  h  für  alle  Verhältnisse  der  Stoffmengen  von  Essigsäure  und 
Äthylalkohol  denselben  Wert  beibehält,  kann  man  mit  Hilfe  von 
\:li=l:4:  bestimmen,  wieviel  Bruchteile  dieser  Mengen  sich  bei 
irgend  einem  Mischungsverhältnis  umsetzen  werden.  Mischt  man  z.  B. 
a  Äquivalente  Essigsäure  mit  h  Äquivalenten  Äthylalkohol,  so  besteht 
die  Gleichung: 


{u  —  X){h  —  X) 


=  A\  :  Ä;  =  1  :  4, 


1)  Journal  für  praktische  Chemie,  Bd.  127,  neue  Folge  Bd.  19  (1879),  S.  83; 
Ostwalds  Klassiker  Nr.  104,  Leipzig  1899,  S.  130.  In  dieser  Abhandlung  findet 
man  noch  zahlreiche  weitere  Beispiele. 
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aus  der 


X=|-(a  +  6  -  Va^  +  &'  -  ah) 
folgt;  somit  werden 

— -  =  l-(a  +  b-  Va^  +  &3  -  a& )  •  100  Prozent 

der  vorhandenen  Essigsäure  verestert. 

6.  Man  untersuche  den  schon  S.  163  und  164  erwähnten  Fall,  daß 
die  vier  Stoffe  A,  B,  A^,  B^  gemischt  werden,  wobei  nun  die  Reaktion 
zwischen  A  und  B  die  Stoffe  A^,  B^  liefert,  die  Reaktion  zwischen  A^ 
und  jB,  die  Stoffe  A,  B. 

Hier  ist,  wenn  die  Zahlen  a,  h,  a^,  h^  wieder  auf  die  Volumeinheit 
bezogen  werden: 

II  =  Z;  (fl  -  I)  (&  -  I)  -  Je,  (a,  +  I)  {\  +  I) , 


^       J{k-K)^'-{{a 


-\-b)k  -\-  (a^  -f-  tjAi }  I  +  ^'«^  —  kj^a^bi 


1     ;  ("^      ^t)  ^i 


[K        Kj^)(Xi         Xj,)  y  (X        X^)  Xj^  I 

WO  x,  und  X.2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(l  -  \)r^  -  {(«  +  &)Ä;  +  (a,  +  h,)\}  l  +  hah-  l\a,b,  =  0 

sind. 

7.  Es  soll  der  Verlauf  der  Reaktion  berechnet  werden,  wenn  drei 
Stoffe  A,  B,  C  in  verschiedenen  Mengen  von  a  Mol,  h  Mol,  c  Mol 
vorhanden  sind  (trimolekulare  Bealiion)  und  die  Reaktion  nicht  umkehr- 
bar ist. 

Hier  wird  ^  =  Je  (a  -  |)  (h  -  ^)  (c  -  |), 

1  ,      f  /     a     X*-'^   /     &     \c-a 


o)       l  \a  —  a;/         \fe  —  a;/  \c  —  xj        J 


fc(a  — 6)(&  — c)(c  — o) 
8.  Man  untersuche  die  trimolekulare  Reaktion,  für  die 
dl 


dt 
ist. 

Man  erhält 


=  Jc{a-^)ib-iy 
k{a~b)*  y      a  —  x    '    b  —  x> 
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Da  die  Integrationskonstante  C  gleich  ^.     _  ^.  g  {l°"^  +  ^^"^1    S^^^^' 
den  wird,  ergibt  sich  schließlich 


t 


{b  —  x)a       (a  —  b)x 


k{a  —  b)-   \      {a  —  x)b'^b(b  —  x). 


-h)x] 
—  x)i 


9.  Wie  vereinfacht  sich  das  vorstehende  Ergebnis  bei  äquivalenten 
Mengen  (h  =  a  )? 
Man  erhält 

§  =  Ha-iy 

und 


kt== 


x{2a  —  x) 


X  =  a 


Ein  Beispiel  hierzu  bietet  die  Einwirkung  von  Eisenchlorid  auf 
Zinnchlorür  auf  Grund  der  Formel: 

2FeCl3     +     SnCIg     =     2FeCl2     +     SnCl^. 
Eisenchlorid       Zinnchlorür       Eisenchlorür       Zinnchlorid 

Aus  Versuchen  von  A.  A.  Noyes  sei  folgende  Zahlentafel  ange- 
führt^), in  der  die  letzte  Spalte  den  nach  der  Formel 


A-  = 


x{2a  —  x) 
t-2a^{a  —  xy 


berechneten  Wert  der  Konstanten  k  darstellt.    Dabei  ist  t  in  Minuten 
ausgedrückt,  a  ist  0,0625. 


t       ■ 

X 

a  —  x 

Je 

1-1 

0,01  434 

0,04  816 

87,8 

1    1,75 

0,01  998   ' 

0,04  252 

84,9 

3 

0,02  586 

0,03  664 

81,5 

4,5 

0,03  076 

0,03  174 

81,8 

7 

0,03  612 

0,02  638 

84,4 

11 

0,04  102 

0,02  148 

86,9 

17 

0,04  502 

0,01  748 

88,7 

1   25 

0,04  792 

0,01  458 

89,0 

40 

0,05  058 

0,01  192 

84,8 

Der  Mittelwert  von  Z:  beträgt  85,5. 


1)  Zeitschrift  für  physikalische  Chemie,  Bd.  16  (1895),  S.  550. 
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Integration  gewisser  Differentiale,  die  Wurzeln  ans  linearen 

Funktionen  von  x  enthalten; 

Integration  binomischer  Differentiale. 

1.  Es  bezeichne  J?  eine  rationale  Funktion  der  diesem  Funktions- 
zeichen becrefücften  Größen.    Alsdann  ist 

wo  j9,  g,  r,  .  .  .  irgend  welche  echte  oder  unechte  Brüche  bedeuten, 
rational  in  x^,  x'^,  x'\  .  .  .,  aber  eine  irrationale  Funldion  von  x.  Durch 
die  Substitution  x  =  z'\  wo  n  den  Hauptnenner  der  gleichnamig  ge- 
machten Brüche  p,  (l,  r,  .  .  .  bedeutet,  geht 


fB{xP,  x\  x',  . . .)  dx 


in  ein  über  eine  rationale  Funktion  von  z  erstrecktes  Integral  über  und 
kann  hierauf  nach  den  in  §  8  gegebenen  Regeln  erledigt  werden. 

2.  Das  Integral 

geht  durch  die  Substitution 

ax-\-h 
ex  -\-  d 

in  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  über. 

3.  Das  Integral 

geht  durch  die  Substitution 

ex  -\-  d  ' 

wo  N  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Wurzelexponenten 
n,  q,  ...  bedeutet,  in  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  über. 

4.  Unter  einem  binomischen  Integral  versteht  man  den  Ausdruck 


J=  f  x"'{a  +  hx''ydx, 


wo  m,  n,  p  beliebige  rationale  Zahlen  sind.  In  folgenden  drei  Fällen 
läßt  sich  -7  in  endlicher  Form  darstellen,  indem  man  auf  algebraische 
Funktionen  und  Logarithmen  oder  zyklometrische  Funktionen  ge- 
führt wird: 


]^74  §  9-    Integration  gewisser  Differentiale. 

a)  Ist  p  eine  ganze  ZaU,  während  m  und  n  Brüche  bezeichnen,  so 
führt  die  Substitution  x  =  z^^  zum  Ziel,  wo  N  den  zu  den  Brüchen  m 
und  w  gehörigen  Hauptnenner  bedeutet.  Ist  insbesondere  p  eine  ganze 
positive  Zahl,  so  wird  man  die  Integration  dadurch  erledigen,  daß  man 
{a-^hx^y  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt,  jedes  Glied  der  so 
entstehenden  endlichen  Reihe  mit  x"'  multipliziert  und  dann  gliedweise 
integriert. 

b)  Ist  (m  +  1) :  w  eine  ganze  Zahl,  so  benutzt  man  die  Substitution 
a  +  hx"  =  z. 

c)  Ist  (w  +  Wjo  +  1) :  w  eine  ganze  Zahl,  so  benutzt  man  die  Sub- 
stitution aa;~"  -^  h  =  z.  Dieser  Fall  c)  geht  aus  b)  hervor,  wenn  man 
den  Integranden  in  der  Form  x"''^''P{ax~'' -\-hy  dx  schreibt. 

Beispiele. 
1.  /  s,-;'^  ,-dx,     x^z\ 

J=  6  J'^  =  &j'(z'  J^z'  +  z'^+z  +  l-^  ^  ^-^)  dz 

=  6  {i-a;^  +  \x^^  +  \o^  +  \x^  +x^+  In  {Vx  -  l)  |  • 

3  ,- 

_      g  _  dx,      X  =  z^, 

x{'\/x  +  -yx) 

/»         6    - 
-73-3       J717J      X  —  Z, 

J«*(2  +  l)  J    \Z^  Z       '     Z-\-l/  \  Z  Z) 

4.  Nimmt  die  Temperatur  @  eines  Körpers  —  gemessen  etwa  in 
Celsiusgraden  —  durch  Strahlung  nach  außen  während  des  Zeit- 
elementes dt  um  den  Betrag  d®  ab,   so  kann  der  Quotient  -^j  als  JSV- 

haltungsgeschwindigTieit  des  Körpers  bezeichnet  werden.    Unter  der  bei 
schwächeren  Erwärmungen  gestatteten  Annahme,  daß  die  Ausstrahlung 
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proportional  dem  Unterschied  zwischen  der  Temperatur  des  Körpers 
und  der  Temperatur  seiner  Umgebung  sei,  fand  L.  Lorenz  in  Kopen- 
hagen für  diese  Geschwindigkeit  die  Formel^): 

WO  h  und  r,  dem  betreffenden  Körper  eigentümliche  Konstanten   sind. 
Man  berechne  hiernach  die  Zeitdauer  t^  des  Erkaltens  von  der  Tempe- 
ratur &Q,  die  dem  Zeitmoment  ^  =  0  zugehört,  bis  zur  Temperatur  öj. 
Man  findet 

öl 


^  =  _  1  r   i^® 


und  erhält  durch  die  Substitution  +  y©  =  g  das  Integral  eines  rationalen 
Differentials : 

'  AJ  2(1  +  1«  kj  \z         1  +  rt'/  'iL  s:      J,. 


=     -t[ln(z-'  +  ^)];' 


4  l^e.  ._+, 

n  —  1^ 


L.  Lorenz  prüfte  diese  Formel  u.  a.  durch  einen  Versuch  mit  einem 
horizontal  in  der  Luft  aufgehängten,  mit  Quecksilber  gefüllten  Zylinder 
aus  gefirnißtem  Messingblech,  der  eine  Länge  von  15,85  cm,  einen 
Durchmesser  von  3,82  cm  hatte.  Dabei  war  h  =  0,0002463,  rj  =  0,63, 
&Q  =  12*^,9.  Er  gelangte  zu  folgenden  Ergebnissen,  die  eine  sehr  gute 
Übereinstimmung  von  Rechnung  und  Beobachtung  aufweisen: 


Temperatur  0 

9",  9 

6«,  9 

2",  4 

1»,4 

Zugehörige  Zeitdauer  in 
'         Sekunden 

als  Ergebnis  der  Rechnung    . 

498,7 

1207,4 

3470,1 

4732,75 

1                     1 
als  Ergebnis  der  Beobachtung   ]      496                1207 

3473 

4733 

-f-  Yax  +  &  =  ^, 


dx 

=  2a  {  +  Yax  +  b  —  c  In  (Yax  +  b  +  c) } 


1)  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  hrsg.  von  G.  Wiedemann,  neue  Folge 
Bd.  13  (1881),  S.  589. 
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6.  1  — zz=^ ,      ax  4-  6^  =  z^, 

J  xyax-{-  ö* 


Jz--b'         bj\2-b       z  +  hh  b        yax-\-b*-{.b 

Man  erkennt,   daß   die  Integration   auf  eine  zyklometrische  Funktion 
führen  würde,  wenn  der  Radikand  ax  —  h^  statt  ax  +  &*  lauten  würde. 

7       hA  ~  ^  —       i^^  -  :^2       ^  _  1  -  ^*        ^^  _  -^^<^g.' 
J(^*-l)(^*+l)~  V   l       4(1-^)        4(^  +  1) +  2(^>+l)J  ^^ 


=  In^-^  +  2arctg.  =  lnL__L^  +  2  arc  tg  y^^. 

=  6  V(T+^|^(i+r.)^- |(i+^)  +  |>/n^  + 1) . 

9.  /   ^-^-^: — dx==  I  x    3  (l-a;6)  dx. 

fl  -^  -—  —\  A  ^  ' 

e7==  /  (^   ^  —  3x    ^  +  3  —  a;^  )(^a;  =  —x^  —  yic^  +  3a;  — z-a;^ 


da;  ' 


Die  Substitution  a;  =  5^  ergibt 

11.  /    — -^I~dx  =  I  X   '-[l  +  x'^ydx. 
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Bei  diesem  binomischen  Integral   ist,   mit    I af*{a-{-bx"y' dx   ver- 
glichen, w  =  —  Y,  w  =  y,  daher  (ni  -(-  1) :  w  =  3  eine  ganze  Zahl.    Nach 

1 

Regel  4  b,  S.  174  setzt  man  daher  1  -|-  ^'''  =  ■^  und  findet 

/*  1 

J=Q     {z-iyz'^dz  =  ^{Uz'  -  40^  +  3b)0  ^z 

=  ^{U(l  +  Vxy-^0{li-Vx)  +  35}  (1  +  f/^)t 

12.  r     ^'      dx  =  fx\l  +  x^y^  dx. 
Die  Substitution  1  -\-  x^  =  z  ergibt 

13.  I  ""—^dx. 

Hier  ist  m  =  1,  w  =  2,  p  =  —  -|-,   also  (m  +  1) :  n  eine  ganze  Zahl. 
Die  Substitution  a  +  6a;-=  ^  ergibt 


2öj' 


14.  r^^ =  Tfa  +  &a-2)~^rfa:. 

Hier  ist  m  =  0,  n  =  2,  p  =  —  y,  also  (m  +  1)  : »  keine  ganze  Zahl, 
wohl  aber  (m  -{-  np  -\- 1) :  n  =  —  1.    Man  hat 

J{~^  +  hx'Y^dx  ^Jx-Hh+ax-^)~^dx; 
die  Substitution  6-|-aa:-'  =  ^  (vgl.  Regel  4c,  S.  174)  ergibt 

J=  -  i    fz-'^  dz  =  K  =      ^  "^  . 
2a  J  a>/2        al/a  +  6a;* 

15.  fYx(a  +  ¥x^  dx  =fx'^{a  +  Ä:^^;^)^^^^:. 

Hier  ist  w  =  y,  w  =  3,  j9  =  -|-,  also  (m  -{■  np  -\- 1) :  n  =  l  eine  ganze 
Zahl.    Es  folgt 

J==^Jx'^(^^'  +  Jc'x^y dx  ^Jx\ax-^ i-kydx- 

Dingeldey:  Differential-  u.  Integralrechnong.  II.  12 
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die  Substitution  ax~  ^-\-k^  =  2  ergibt 

woraus  durch  die  weitere  Substitution  :3  =  u^  das  Integral 

j  2  a    I      u^  du 

eines  rationalen  Differentials  hervorgeht.  Durch  Partialbruchzerlegung 
erhält  man 

'^  ^  ~~&J  \(u  —  ky-  +  k{u-k)  +  {u  +  k)^  ~  k(^T) )  ^^ 

6  Im  — Ä;  ^  w  +  Ä;  "^   Ä        M  — Z;J  ' 

wo  noch  M  =  yax~  ^-\-k^  =  —  1/  --^ einzutragen  ist. 

16.  Bei  den  in  Regel  4,  S.  173  f.  erwähnten  drei  FäUen,  in  denen  sich 

J x^(a  +  bx'^y  dx  =  J{m,  n,  p) 

in  endlicher  Form  darstellen  läßt,  gelangt  man  oft  rascher  unter  An- 
wendung von  ReduMionsformeln  zum  Ziel,  bei  denen  die  Exponenten  m 
und  p  durch  andere  von  kleinerem  absoluten  Werte  ersetzt  sind.  Man 
leite  mit  Hilfe  der  teilweisen  Integration  folgende  Reduktionsformeln  ab : 

(1)  J{m, n,p)  =  ^-_p^ (a  +  hx'^  -  ^_^^  J{m  +  n, n,p-l), 

w+lH=0, 

(2)  J{n^,n,p)^^^^{a^hx^y-^-'^-^ 

P+1  +  0, 

(3)  Jim,  n,p) -f^^,  {a  +  hx'^  +  -^~-^  J{m,  n, p-l), 

m-\-np-\-  1  4=0, 

(4)  J(m,n,p)  =  r7^^^(a+&a;")P  +  i-^;^^^^^^^J'(w-w,«,^), 

w  -f-  w^jH-  1 4=0? 

(6)     J{m,n,t)  -  ^^^(fi  +  i^-y*^  +  "'  +  XV,;^-'^("'.",i>  +  l), 

iJ  +  l+O, 

(6)    /(»,,«,p)  =  -g^(„  +  6..)-^--^<"'+y+,^  +  'Jj(m  +  «,.,y), 

Hl  +  1  +  0. 
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Formel  (1)  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  in  J{m,n,p)  die  Größe 
{a-\-hx"y  =  u,  x"'dx  =  dv  setzt  und  nun  die  Gleichung 


tu  dv  =  UV  —  j  V 


du 


(vgl.  Regel  2;  S.  64)  anwendet. 

Formel  (2)  geht  hervor,  wenn  man  J  in  der  Form 

schreibt  und  nun  a;'"-"  +  i=  Uy  {a-\-hx"y  x'^~'^  dx  =  dv,  also 

(a  +  b  x'Y  +  ^ 

V  =  -^ — 

bn{p  +  1) 

setzt  und  judv  durch  teilweise  Integration  erledigt. 
Formel  (3)  ergibt  sich,  indem  man  die  Identität 

^        —  b  b 

mit  (a-\-hx"y'~^  multipliziert  und  alsdann  integriert.  Man  erhält  zu- 
nächst 

J(tu  +  «,  w,  ^  —  1)  =  y  J{ni,  n,p)  —  -r  J(m,  n,  p  —  1). 

Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  die  rechte  Seite  von  (1)  und 
Auflösung  der  so  entstehenden  Gleichung  nach  J{on,n,]))  geht  Glei- 
chung (3)  hervor. 

Formel  (4)  folgt,  wenn  man  die  Formeln  (1)  und  (3)  voneinander 
abzieht,  m  durch  m  —  n  ersetzt,  p  durch  p  -[-  1  und  alsdann  nach 
e7"(m,  n,  p)  auflöst. 

Formel  (ö)  folgt  aus  (3),  wenn  man  in  (3)  die  Größe  p  durch  p-\-  1 
ersetzt  und  dann  nach  J(m,  n,p)  auflöst. 

Formel  (6)  folgt,  wenn  man  in  (4)  die  Größe  m  durch  m  -\-  n  er- 
setzt und  dann  nach  J(in,  n,p)  auflöst. 

17.  / ^      dx=  Ix^n-x^f^dx. 

Bei  diesem  binomischen  Integral  ist  m  =  4,  w  =  2,  P  =  —  \,  ci=\, 
&  =  — 1.  Man  wird  m  mit  Hilfe  von  Formel  (4),  Aufg.  16  um  w  =  2 
verringern  und  erhält 

j^^-^^^^  +  ^Jx^ii-x^y^dx, 

12* 


180     §  10.    Die  Integrale  von  der  ¥oj:mfB{x,y)dx,  wo  1/ =  "j/aaj^  +  ^fta;  4-c  ist. 
woraus  durch  Anwendung  derselben  Formel 


J  = ^ —xyi  —  x^-i--^arc  sm x 

hervorgeht. 

In  derselben  Weise  ist    1 dx  zu  behandeln,  wo  m  eine 

ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Ist  aber  m  insbesondere  eine  ungerade 
positive  Zahl,  also  m  =  2n-\-l,  so  setzt  man  l  —  x-  =  z^,  xdx  =  —  sds 
und  findet 

worauf  die  Entwicklung  nach  dem  binomischen  Satze  und  gliedweise 
Integration  zum  Ziel  führt.  Ebenso  bequem  wäre,  wenn  m  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist,  die  Substitution  x  =  sinz,  die 

dx     in      /  sin"*  3  dz 

+  V1-X'  J 

überführt  (vgl.  Aufg.  16,  S.  108). 

§10. 

Die  Integrale  Yon  der  form  fB(x,y)dx, 

wo  2/  =  Va^^  +  26a;  -f  c  ist. 
1.  Je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  gelten  die  Formeln 


dx 


4-yax*  +  2fea;  +  c        +1/« 


=  -^\n{ax  -hh  +  ya{ax^'  -i-2bx  -\-c)} , 


dx  1  .        ax-\-b 

arc  sm 


-\-yax^-\-2bx-\-c  Y—a  +\/b^  —  ac 

1  .  ax  4-b 

arc  tg 


y—a  -\-y—a{ax^-\-2bx-^c) 

Dabei  ist  im  FaUe  a  <  0  vorausgesetzt,  daß  &^—  ac>0  sei. 
Der  Wert  des  ersten  Integrals  kann  auch  in  der  Form 

1      ,    ax-\-b-{-  ya{ax^  +  2  6a;  +~c) 


+  Va 


ac  —  6' 


geschrieben  werden,   denn  diese  Änderung  bedeutet  nur  eine  Hinzu- 
fügung von -^  In  (ac  — 6^),  die  mit  Rücksicht  auf  die  willkürliche 

ya 
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Konstante  gestattet  ist.   Wenn  man  dies  beachtet,  folgen  im  Falle  a  >  0 
die  Formeln 


/: 


dx  1       of    ^~'         O.X  -\-  h 

=  — ;=  5lr  ©m 


+  "|/ä  +  Va(ax'+  2&a;  + c)  ' 

die  den  Formeln  des  Falles   a  <  0  analog  sind.     Zu   den  Funktionen 
%x  ©in  und  3Ir  2g  vgl.  S.  143  f.,  S.  150  und  S.  250  f. 
2.  Ist  g{x)  eine  ganze  Funktion  n^^  Grades,  etwa 

g{x)^a^x"+  a^x"-^+  a^x""-^ -\- H  a^_-^x  +  a„, 

so  gilt  die  Formel 

g{pS)  dx 


j +y« 


x"^  -\-  2&a;4-  c 


+  ^ 


J 


-|-  |/ax*  +  2&X-}-  c 


Die  Koeffizienten  A^,  A^,  .  .  .,  -4„_i,  J.„  werden  dadurch  be- 
stimmt, daß  man  diese  Gleichung  nach  x  differenziert  und  alsdann  mit 
Yax^  +  2hx  -{-  c  multipliziert.  Hierdurch  ergibt  sich  links  die  Funk- 
tion g(x),  rechts  eine  ganze  Funktion  n}^^  Grades;  beide  Funktionen 
müssen  für  alle  Werte  von  x  einander  gleich  sein,  es  müssen  also  in 
ihnen  nach  einem  wichtigen  Satze  der  Algebra  die  Koeffizienten  gleicher 
Potenzen  von  x  einander  gleich  sein.  Man  erhält  die  zur  Bestimmung 
von  Aq,  A^,  .  .  .,  A^_.^^,  A^  erforderlichen  w  -f  1  Gleichungen,  wenn  man 
die  genannten  Koeffizienten  einander  gleich  setzt. 

3.  Die  Bestimmung  von  j g{x)yax'^  +  2bx  +  cdx,  wo  g(x)  eine 
ganze  Funktion  bedeutet,  läßt  sich  nach  der  in  Regel  2  angegebenen 
Methode  erledigen,  wenn  man  das  Integn-al  in  der  Form 


/ 


g{x)  ■  iax^-\-2bx-{-c)  ^^ 

yax^-\-  2bx-\-  c 
schreibt. 

f  dx 

4.     / —     ,  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  be- 

J  (x  —  k)"]  ax*  +  2bx-\-c 

deutet,  wird  durch  die  Substitution  x  —  Je  =  l'.z  auf  ein  Integral  von 
der  in  Regel  2  betrachteten  Gestalt  zurückgeführt. 

ö.     /  —      dx,  wo  R{x)  eine  rationale  Funktion  von  x  bedeutet 

und  y  =  yax'  -\-  2hx  +  c  ist,  wird  erledigt,  indem  man  R{x)  in  eine 
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ganze  Funktion  und  eine  Summe  von  Partialbrüchen  verwandelt  und 
dann  nach  Regel  2  und  4  gliedweise  integriert. 
6.  Die  Integrale 

'  R{x,y)dx, 


ß 


wo  R  eine  rationale  Funktion  von  x  und  von  ?/  =  ]/aa;^+  2hx-\-c  bedeutet, 

lassen  sich  im  FaUe  a>0   durch   die  Substitution  y  =  s  —  xYa,  im 

Falle  a  <  0  durch  die  Substitution  y  =  y a{x  —  a){x  —  ß)  =  az{x  —  ß) 

in  Integrale  verwandeln,   die  sich  über  rationale  Funktionen  von  z  er- 
es ' 

strecken;  a  und  ß  sind  hierbei  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ax^'+  2hx  +  c  =  0. 

Eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  dieser  Integrale  ist  folgende: 
R(x,y)  ist  von  der  Form        '"".,  wo   P(x,y)   und  Q{x,y)   ganze 

Funktionen  von  x  und  y  darstellen.  Bei  Einführung  von  i/^=  aa:^+  2hx-\-c 

Pix  v)  P  -\-  P  v 

nimmt     ;  '^'  die  Gestalt  an  ^y  T  ..  -,  wobei  nun  P^,  P^,  Q^,  Q^  ganze 

Funktionen  von  x  allein  sind,  und  dieser  Quotient  läßt  sich  durch 

{P,  +  P,y){Q,-Q,y) 

ersetzen,  oder  —  wenn  G  und  H  ganze  Funktionen  von  x  bedeuten  — 

durch 

G+Hy     _  G  Hy- 


Q^-Q^y'     Q.'-Q.'y'  '  {Q.'-Q.'y^y 

Bei  Einführung  von  t/^=  ax^ -\-  2hx  +  c  wird  der  erste  dieser  beiden 
Summanden  eine  rationale  Funktion  von  x,  deren  Integration  in  §  8 
gezeigt  wurde,  der  zweite  wird  eine  Funktion  von  der  in  Regel  5  er- 
wähnten Gestalt. 

7.  Das  Integral 

/ R {x,  Yax  +  h,  Ycx  +  d)  dx 
geht  durch  die  Substitution  an;  +  &  =  z^  über  in 

also  in  ein  Integral  von  der  in  Regel  6  erwähnten  Gestalt. 

Beispiele. 

1.  r-4^  =  ln(a:  +  V.^T^); 

vgl.  Aufg.  48  und  49,  S.  89  f. 


X 

=  arc  sin ;= : 


=.■  183 


+  4a;— 12       4-1/7       '  '    ^     ^  ^> 

dx                           1             .    — 6a;+5           1  .    6a;  — 5 

arc  sm —  = arc  sin 


+  y—-6x''  +  5x-\-8  y:-i  11  +|/3  11 


1 


/'  dx  1 

-,  insbesondere  auch  für  a  =  —n. 
j/a;*  —  2a;co3a-|-l  ^ 

-1 

J'=rin(a:-cos«  +  |/x^-2a;cos«  +  l)r  =  ^^  =  ln>:^^^^"+^'('-^°^«> 

L      ^  ^Jx  =  -l  i/2fl 


|/2  (1  -f  cos  a)  —  1  —  coa  cc 


Für  a  =  — -  Ä  wird 

o 


C08--«\                                  tg  -TT  •  COS*    -jr 
J  =  In  I  tg  ^  ;i; ^     =  2,30259  log  — ^ ^ — —  =  1,8662. 


sm-  —  7t  f  sin'  —  7t 

12      /  12 


6.  Man  beweise  die  Formel^) 


dx  1     ,     l  +  V^         a      •  -^n 

—  In  — —^,—^-'i     ocß  sei  >0. 


J  |/1  — 2aa;  +  a^]/l  — 2^a;  +  |3*       Vaß'     1  —  yccß 
-1 


Vergleicht  man  den  Integranden  mit 

dx 


V'aa;*^-  2bx-{-c' 


soistrt  =  4a/3,  6  =  - (1  +  a/3)(a  + /3),  c  =  (1  +  a2)(l  + /J^),   und  diese 
Werte  sind  nun  in 

^\\n{ax  +  h  +  ya{ax^+  2bx +~c) }  ?^^| 

■j/ß  L  JX--1 

einzutragen.    Für  x  =  1  nimmt  der  Ausdruck  unter  dem  Logarithmus 
die    Gestalt    —  (]/ä  -  y~ß)^l  +  V^f   an,    für   x  =  —l    die   Gestalt 

-  (Ya  -  yßf  (1  -  y^ßf  usw. 

1)  Vgl.  Ch.  Hermite,  Cours  d'analyse,  1.  Teil,  Paris  1873,  S.  314 f. 
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a;*  — 4 


/v 


dx. 


y3a;»  +  6a;  — 5 
Die  Anwendung  von  Regel  Z,  S.  181  ergibt 

j  yzx^  -\-  Qx  —  5 

wo  ^0  =  |-,  ^1  =  —  l,  J.2  =  —  l  gefunden  wird. 

o  rZx^  —  %x-\-b   , 

8.  1    ,  — ' — dx 
J  |/x*  — 4x— 7 

J=  {A,x'  +  A,x  +  A,)yx'-4.x^l+A,  f      ^  ^\ 

j  y  x^  —  ix  —  7 

und  zwar  findet  man  Aq  =  1,  A^  ^  6,  A^  =  36,  A^  =  112. 

9.  f-==£=^dx. 
J  yax^-j-2bx-\-c 

10.  Wie  groß  ist  der  Flächeninhalt  F  der  Zissoide 
(x^  +  y')x-2hy'  =  0 

für  das  Intervall  von  x^  bis  x.^?    Wie  groß  ist  insbesondere  der  Inhalt 
des  oberhalb  der  rr- Achse  gelegenen  Flächenstücks,  das  rechts  durch  die 
Asymptote  x  =  2h  begrenzt  wird?    (Vgl.  Teil  I,  S.  62 f.) 
Hier  ist 

F  ==  I  ydx  =   i^-^^^dx=\    , ^      — dx\ 

J^       J  y-ih  —  x       jy—x^-\-2bx 

in  dem  Ergebnis  von  Aufg.  9  hat  man  daher  a  =  —  l,&==&,c  =  Ozu 
setzen.    So  ergibt  sich 

T^       r     x  +  Bb^/ 0   ,    Ol.       ,    3&-  .     x—bY  =  '^ 

Bei  Bestimmung  des  Inhalts  der  oberhalb  der  o;- Achse  gelegenen 
Zissoidenfläche  {x^  =  0,  a^g  =  26)  ist  Regel  2,  S.  61  zu  beachten,  denn 
für  die  obere  Grenze  2b  wird  der  Integrand  unendlich  groß.  Man  findet 
in  diesem  FaU 

i^=lim ^i — y  —  x^  +  2b x-\-  ^ a.rcsm^i~-  r-arcsmf— 1) 

^^qL  2        '  '2  Ojx  =  26-f  2  ^         ^ 

=  lim 2      y2  &£  —  £2  -|-  -^  are  sm  ^— J ^  arc  sm  (—  1) 

=  -^  arc  sm  1 ,^    arc  sm  ( —  1)  =  o6-  arc  sm  1  =  • 


riächeninhalt  der  Zissoide.  185 

Der  Inhalt  der  durch  die  ganze  Kurve  und  ihre  Asymptote  a;  =  2& 
begrenzten  Fläche  ist  -wegen  der  Symmetrie  der  Kurve  zur  a:- Achse 
doppelt  so  groß  und  wird  daher  3  W^,  also  dreimal  so  groß  wie  der  In- 
halt des  Kreises,  der  gewöhnlich  zur  Konstruktion  der  Zissoide  be- 
nutzt wird. 

11     r .  i/^^+z  dx  =  f "^+^      dx 

J         y    VX  +  S  J    ^y(ax-\-§){yx-\-S)         ' 

wobei  die  Fälle  ay  ^  0  und  ay  <  0  zu  unterscheiden  sind;   u,  ß,  y,  d 
sollen  natürlich  reelle  Zahlen  sein. 

J  =  +  Ä,V(ax-^ß){yx+d)-{-  Ä,  f  ^l       ^=, 

und  zwar  findet  man 


daher  wird 


im  FaUe  (cy>0     J=-  y{ax  +  ß)  {yx  +  d) 


ccd  —  ßy       1      1      f2ccyx-{-ccS  +  ßy     .  ^r — -, r"Sw T^JT  1 

2y      -y^      \~^^'i ■\-yay{ax  +  ß)  {yx  +  ^)  j  , 


im  FaUe  a^  <  0     J=-  V{ax  +  ß)  {yx  +  d) 

aö  —  ßy  .     2ayx  4-  ad  4-  ßy 

-\ -=^A~  arc  sm  — j-^ a~~r^  • 

2y-)/— a-/  \<^o  —  ßy\ 

Hier  bildet  der  absolute  Wert  von  aÖ  —  ßy  den  Nenner  des  Argu- 
ments der  Funktion  arc  sin .  Der  Ausdruck  +  y&^  —  ac  der  bei  vorlie- 
gendem Integral  benutzten  Formel  in  Regel  1,  S.  180  wird  nämlich  jetzt 
]/i(ad  +  ßyY  —  aßyd,  und  dies  ist  +  j{ccö  —  ßy)-  Das  zweite  Inte- 
gral in  Regell,  S.  180  hat  aber  nur  dann  einen  reeUen  Wert,  wenn 
&*  —  ac  >  0  ist,  d.  h.  solange  die  Wurzeln  der  Gleichung  ax^+  2hx-\-  6  =  0, 
also  jetzt  die  Größen  —  ß  :  a  und  —  d  :  y  reeU  sind,  und  umgekehrt.  In 
vorliegendem  Integral  sind  diese  Wurzeln  reell,  die  Diskriminante  b^—  ac 
also  positiv,  der  Ausdruck  -f-  Yh^  —  ac  wird  gleich  -\- ^y\aö  —  ßy\^ . 

12.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Aufg.  13,  S.  51  soll  die  Zeit- 
dauer fj  bestimmt  werden,  die  der  materielle  Punkt  braucht  um  von 
seiner  Anfangslage  aus  die  Strecke  s.  zu  durchlaufen. 

Hat  der  Punkt  die  Strecke  s  durchlaufen,  so  ist  seine  Geschwindig- 
keit nach  Gleichung  (5),  S.  52: 


+l/v+ 


ds         ,   lA,  2    ,     2öfE*s 


dt        '    r     0     ^    a{a  —  s) 
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hieraus  folgt 

*i 


0 

ein  Ausdruck  von  der  Form 


fr^^'- 


der  in  Aufg.  11   bestimmt  wurde.    Insbesondere  im  FaUe  Vq  =  0  wird 

0 

und  dieser  Ausdruck  geht  durch  die  Substitution  s  =  ^*  in 


^^-+lVY^fy^'^^'^'-  iy4li>'«^^'+^^^^^^-= 


0 

über.    Daher  folgt 


(3)  t,  =  iy^[  ysA<^-s,)  +  a  arc  sin]/| }  • 

Hätte  man  bei 


I  T  /a  —  s  ,    1     a  —  s       -j 


0  0 

das  Ergebnis  von  Aufg.  11  benutzt,  so  wäre 

/^^r/-7 c-        a  .'— 2s  +  a-]*i 

\Vs\a  —  s) rarcsm—  ' 


l-\/a    {-,/—? \        a  .    a  —  28^  a    n  \ 


hervorgegangen,  ein  Ausdruck,  der  von  dem  zuvor  erhaltenen  nur  schein- 
bar verschieden  sein  kann.    In  der  Tat  läßt  sich 

ys,      .              1  .    a  —  2  s,    ,     1    TT 

m r^arcem  +  ^ -^ 

a  2  a  2    2 

überführen.    Setzt  man  nämlich 

arcsm  |/ -^  =  y«*, 
also 


V'i 


1 
sin  --  u 


und 

so  wird 
daher 
oder 
folcrlich 


Fall  eines  Körpers  gegen  die  Erde.  187 

—  =  sm-  —u, 

1  —  "*^  =  1—2 sin^  —  ^  =  ^o^  ^*  =  ^^^  (2  '''^  ~"  ^*) ' 

|:r-2(  =  arcsm(l-^) 

1                    .     a  —  -2  s, 
2f  =  -^  :;t  —  arc  sm — , 


«  =  arc  sm  1/  —  =  -  :nr - 

r     a         4  2 


1  .    n/s,  1  1  .     a  — 2.S, 

.  „        ^  arc  sm 

2 


Um  zur  Erdoberfläche  zu  gelangen  (Sj  =  a  —  jR)  würde  der  Punkt 
die  Zeit  

(5)  ^  =  ^  Vi^  I  i/^F^'^)  + « -^c  «i^  1/'"^  ^  1 

brauchen. 

Eine  andere  Form  der  Lösung  dieser  Aufgabe  ergibt  sich,  wenn 
man  in  (2)  die  Hilfsveränderliche  (p  durch  a  —  s  =  a  sin^  (p  einführt. 
Alsdann  wird 

s  =  a  cos^  q),     ds  =  —  2a  sin  9  cos  «jp  (^9) 

und 

fi 

(6)         ^1  =  -^]/^j2asinVfZ^  =  ^^1=  {sm2(p,  + n  -  2cpi}, 


1 
2'' 


wobei  sin"  9?j  =  (a  —  ^i)  :  a  ist ;  insbesondere  für  Si  =  a  —  R,  a  —  Si  =  Ii 

7?  . 

wird  sin^(3P^=—  und  mit  dem  hieraus  bestimmten  Wert  von  ^,  geht  t^ 

in  T  über. 

Die  Geschwindigkeit  V,  mit  der  der  Punkt,  wieder  im  FaUe  Vo'^^; 
die  Erdoberfläche  erreicht,  war  (vgl.  Formel  (6),  S.  52): 


(7)  F=f]/ 


2gB{a  —  B)  ^ 


diese  wird  nun  F  ==  -{-Y^gRcoscp^,  wo  sin- 9^  =  R  :  a  ist. 

Wenn  ein  Körper,  dessen  Abstand  von  der  Erde  so  groß  ist  wie 
der  mittlere  Abstand  des  Blondes  von  der  Erde,  aus  der  Kuhelage  gegen 
die  ruhend  gedachte  Erde  fallen  würde,  so  würde  bis  zur  Ankunft  dieses 
Körpers  an  der  Erdoberfläche  eine  Zeit  verfließen,  die  nach  Gleichung 
(6)  gleich  4  Tagen  20-^4  Stunden  gefunden  wird.  Dabei  ist  für  den 
Radius  der  Erde  der  Betrag  R  =  6370300  m  (vgl.  Fußnote  1  zu  S.  52) 
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angenommen,  für  den  mittleren  Abstand  des  Mondes  von  der  Erde  der 
Betrag  385080000  m;  ferner  ist  g  =  9,81  m/sekl  Für  die  Endgeschwin- 
digkeit, mit  der  der  Körper  die  Erdoberfläche  erreicht,  würde  man 
Fl  =  11,087  km/sek  finden. 

Würde  ein  Körper,  dessen  Abstand  Ton  der  Sonne  so  groß  ist  wie 
der  mittlere  Abstand  der  Erde  von  der  Sonne  (etwa  a  =  149  •  10^  m), 
aus  der  Ruhelage  gegen  die  ruhend  gedachte  Sonne  fallen,  so  würde  bis 
zur  Ankunft  an  der  Oberfläche  der  Sonne  eine  Zeit  von  etwa  Q^y^  Tagen 
verstreichen;  die  Endgeschwindigkeit  würde  etwa  611  km/sek  betragen. 
Dabei  ist  in  den  Formeln  (6)  und  (7)  für  R  der  Radius  der  Sonne 
(69605  •  10*  m),  für  g  die  durch  die  Masse  der  Sonne  hervorgerufene 
Beschleunigung  g^  (etwa  270  m/sek^)  einzusetzen.  Die  Zahl  270  findet 
man  bei  Berücksichtigung  der  Tatsache,  daß  die  Beschleunigung  g^  an 
der  Oberfläche  der  Sonne  der  Masse  S  der  Sonne  proportional,  dem 
Quadrat  des  Radius  E^  der  Sonne  umgekehrt  proportional  ist.  Bedeutet 
Je  eine  Proportionalitätskonstante,  so  ist  daher  g^  =  JcS  :  R^^.  Analog 
besteht  für  die  Beschleunigung  g  an  der  Oberfläche  der  Erde  die  Glei- 
chung g  =  JcE :  R^,  wo  E  die  Masse,  jB  den  Radius  der  Erdkugel  be- 

zeichnet.  Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt  g^  =  ^TüI  9}  wobei  S  :  E 
etwa  gleich  325000  ist. 

13.  Unter  welcher  Bedingung  ist 

("a^  x"  -\-  a^x-  -\-  a^x  -\-  «g 


/ 


yax^-\-2bx-\-c 


dx 


rein  algebraisch,  d.  h.  welche  Beziehung  muß  zwischen  den  Koeffizienten 
ÜQ,  a^,  ttg,  ttg,  a,  b,  c  stattfinden,  wenn  das  nach  Regel  2,  S.  181  in  dem 
Wert  des  Integrals  auftretende  Glied 


dx 


""SJ  ■\Uoc^2bx-{-c 

fehlen  soU,  also  ^3  =  0  sein  soU?^) 

Bei  der  Integration  nach  Regel  2,  S.  181  gelangt  man  zu  der  Glei- 
chung 

ttf^x^  +  a^x^  -\-  a^x  -f  ^3  =  {ax^  -j-  2bx  -f-  c){2AqX  +  A^ 
-f  {A^x^  -\-  A^x^  A^)  {ax  +  &)-}-  A^, 

aus  der  durch  die  Koeffizientenvergleichung  für  Aq,  A^,  A^,  A^  die  Be- 
stimmungsgleichungen 

«0  =  3^00,     ttj  =  öA^b  -f  2A^a, 
«2  =  2A(,c  -f  dA^b  -j-  A^a,     a^  =  A^^c  -f-  J.2&  +  A^ 


1)  Die  mit  den  Elementen  der  Determinantentheorie  nicht  vertrauten  Leser 
mögen  Aufg.  13  und  14  überschlagen. 
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hervorgehen.  Bei  Auflösung  dieser  Gleichungen  mit  Hilfe  der  Deter- 
minanten ist  bekanntlich  jede  der  Unbekannten  Aq,  A^,  A^,  A^  gleich 
dem  Quotienten  zweier  Determinanten,  wobei  die  Determinante  A  des 
diesen  Quotienten  gemeinsamen  Nenners  aus  den  Koeftizienten  der  Un- 
bekannten gebildet  wird  und  im  vorliegenden  Beispiel  gleich 


3a  0  0  0 

56  2a  0  0 

2c  3h  a  0 

0  c  h  1 


=  6a' 


wird,  während  die  den  Zähler  bildende  Determinante  aus  A  dadurch  her- 
vorgeht, daß  man  in  ihr  die  aus  den  Koeffizienten  der  betreffenden  Un- 
bekannten gebildete  Vertikalreihe  durch  die  Reihe  a^,  a^,  a^,  a^  ersetzt. 
Man  findet  hiemach 


6a*J.3  = 


3a 

0 

0 

bh 

2a 

0 

2c 

U 

a 

0 

c 

h 

a^ 
a. 


und  das  Verschwinden  dieser  Determinante  ist  die  gesuchte  Bedingung. 
14.  Die  gleiche  Auforabe  für  die  Integrale 


JVä 


dx     und 


X*  -\-1hx  -\-  c 


Man  findet 


U 
3c 

0 
0 


3a 
bh 

2c 
0 


0 

2a 
U 

c 


=  0     bzw. 


J  yax^-\-'ihx-\-c 

t^. 

9&  4a   0   0 

0 

4c  Ih     3a   0 

0 

0   3c  bh     2a 

0 

0   0   2c  3& 

a 

0   0   0c 

h 

=  0. 


Diese  Determinanten  haben  von  Null  verschiedene  Elemente  nur 
in  der  Hauptdiagonale  und  den  heiden  su  ihr  oherhalh  hzw.  unterhalb 
parallel  laufenden  Reihen.  Allgemein  wird  die  Hauptdiagonale  der  De- 
terminante m}^'^  Grades  A„,,  deren  Verschwinden  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  einen  rein  algebraischen  Wert  von 


(1) 


=/, 


|/aa;*-f-26a;-|-c 


dx 


darstellt  (w  eine  ^aw^e  positive  Zahl),  durch  die  Elemente 
{2m-l)b,  (2m-3)&,  ...bh,  U,  h 
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gebildet,   die  nächste  obere  parallele  Reibe  bestebt  aus  den  Elementen 

(ni  —  1) a,  (m  —  2)af  . .  .  2a,  a, 
die  nächste  untere  aus 

{m  —  1)  c,  (7)1  —  2)c^  ...  2  c,  c. 

Alle  übrigen  Elemente  sind  NuU. 

ITbrigens  läßt  sich  diese  Determinante  A^  auch  so  schreiben,  daß 
man  ohne  Änderung  der  Hauptdiagonale  alle  Elemente  der  eben  er- 
wähnten einen  zur  Hauptdiagonale  parallelen  Reihe  gleich  1  setzt, 
während  die  Elemente  der  anderen  Reihe  durch  die  Produkte 

{m  —  Vf  ac,  (m  —  2)"ac,  .  .  .  4ac,  ac 

gebildet  werden.    Die  yorhin  geschriebene  Determinante  Aj  kann  daher 
auch  in  der  Form 


9b 

1 

0 

0 

0 

16  ac 

Ih 

1 

0 

0 

0 

9ac 

56 

1 

0 

0 

0 

Aac 

36 

1 

0 

0 

0 

ac 

h 

geschrieben  werden,  sie  ist  offenbar  in  bezug  auf  a  und  c  symmetrisch. 

Determinanten  dieser  Art  heißen  Keüenhrnchdeterminanten  oder 
Kontiniianten,  weil  sie  bei  Bestimmung  der  Näherungswerte  von  Ketten- 
brüchen (kontinuierlichen  Brüchen)  Verwendung  finden.-^) 

Ist  ))i  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  A„,,  wie  sich  leicht  zeigen  läßt, 
den  Koeffizienten  h  als  Faktor;  für  &  =  0  wird  daher  das  Integral  J^^  in 
Übereinstimmung  mit  den  Bemerkungen  zu  Aufg.  17,  S.  179  f.  rein  alge- 
braisch. 

Durch  Berechnung  von  A,,^  mit  Hilfe  der  ünterdeterminanten  der 
ersten  Vertikal-  oder  Horizontalreihe  gelangt  man  sehr  leicht  zu  der  Be- 
ziehung 


(2) 


A^^i2m-l)hA„^_,-im-iyacA„ 


die  zwischen  A„,,  A„,    ,  und  A,     .,  stattfindet. 


1)  Näheres  über  Kontinuanten  findet  man  z.  B.  bei  S.  Günther,  Lehrbuch 
der  Determinanten-Theorie,  2.  Aufl.,  Erlangen  1877,  S.  123 — 144,  bei  E.Pas- 
cal, Die  Determinanten,  deutsche  Ausgabe,  bearbeitet  von  H.  Leitzmann, 
Leipzig  1900,  S.  151—157  oder  bei  Borino  Borini,  I  continuanti,  Forli  1900. 
Vgl.  ferner  die  Artikel  von  A.  Loewy  in  Pascals  Repertorium  der  höheren  Ma- 
thematik, 2.  Aufl.,  I.  Bd.  Analysis,  herausgegeb.  von  P.  Epstein,  Leipzig  und 
Berlin  1910,  S.  69f'.  und  die  Artikel  von  E.  Netto  und  von  A.  Pringsheim  in 
der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  L  Bd.,  1.  Teil,  Leipzig  1898 
bis  1904,  S.  44  und  123.  An  allen  diesen  Stellen  findet  man  auch  nähere  Literatur-, 
angraben. 
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Beachtet  man  ferner,  daß  Ao  =  3?)- —  ac^  ^3=  36(5?;-  —  3ar)  ist^ 
so  folgt  aus  der  Beziehung  (2)  leicht,  daß  A^  im  Falle  eines  geraden  m 
die  Potenzen  von  &  nur  mit  geradem  Exponenten  enthält,  also  bei  Ver- 
tauschung von  h  mit  —  h  unverändert  bleibt;  im  Falle  eines  ungeraden 
m  treten  in  A^  die  Potenzen  von  h  nur  mit  ungeradem  Exponenten  auf, 
A^  hat,  wie  schon  erwähnt,  h  als  Faktor. 

Hieraus  und  aus  der  Symmetrie  von  A^  in  bezug  auf  a  und  c  geht 
hervor,  daß  uenn  das  durcli  (1)  definierte  Integral  J^^  rein  algebraisch 
ist,  auch  die  Integrale 


I  ^^^  dx,     I  dx     uml      I   , 

J  ycx'-\-2bx-]-a  J  yax^  —  2bx-\-c  Jycx^  — 


dx 


2bx-\-  a 

rein  algebraisch  sind,  und  gleiches  ivürde  von  allen  Integralen  gelten,  die 
aus  den  soeben  angeschriebenen  durch  solche  Änderungen  der  Werte  a,  b,  c 
hervorgehen,  die  den  Quotienten  b^ :  ac  Jconstant  erhaltend) 
15.  Man  zeige,  daß 

dx 


/v 


ybx-  —  6x+  'S 
rein  algebraisch  ist. 

Der  Ausdruck  A3  =  36(5?r  —  3rtc)  verschwindet  im  vorliegenden 
Beispiel;  man  findet 

J=L(2x'--\-  3x  +  d)yöx^-6x  +  ^. 


30 

16.  Die  gleiche  Aufgabe  für 

f  11  ic*  — 195  a;* 


/ 


dx. 


yx^  4-  6  a;  -f  5~ 
Man  findet  J  =  ^{Ux^  -  llx"- -\-  10b x  -  175) ]/a;2  +  6a;  + 5. 

1 7 .  jyäx^~^\^bx  +  c  d  X . 

Nach  dem  in  Regel  3,  S.  181  angegebenen  Verfahren  ist 

-r       /'  ax-  -\-  2bx  4-  c     j  axA-b-,/ — 5—; — 7^       , 

J=  I    ,     ^  -^ —  dx  =     „       yax^  -f-  2bx  +  c 

J   yax^-\-2bx-\-c  2o 

ac  —  b-   r  dx 

2o    J  yax^  +  2bx-\-c 


li  Wenn  das  Integral  -7„,  rein  algebraisch  sein  soll,  muß  also  entweder  m 
eine  ungerade  Zahl  und  fc  =  0  sein,  oder  es  muß  bei  beliebigem  ganzem  und 
positivem  Werte  von  m  der  Quotient  b-:ac  Wurzel  einer  gewissen  Gleichung 
sein,  und  zwar  ist  diese  Gleichung  vom  Grade  n,  wenn  m  =  2n  oder  m  =  2)i  -\-l 
ist.  Sie  hat  immer  »  reelle  voneinander  verschiedene  positive  echte  Brüche  zu 
Wui'zeln  und  steht  in  engster  Beziehung  zu  dem  Ausdruck  für  die  Kugelfunktion 
erster  Art  und  jn'"  Ordnung.  Ich  erwähne  dies  jetzt  ohne  Beweis  und  gedenke 
an  anderer  Stelle  näher  hierauf  einzugelien. 
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Insbesondere  wird 


und 


/  Ym  -i-  x^dx  =  ^  Yx^  +  w  +  Y  In  (a;  +  Y^^  +  ^) 

I 


X  -.  / «    ,    m  .      X 


Ym—  x^  dx  =  -^  Vm  —  a;^  +  —  arc  sin 

^  ^  ym 

18.  f ^=- 

Nach  Regel  4,  S.  181  folgt  mit  Hilfe  der  Substitution  x  —  k  ==  1  :  is 

j-  =  _  f-^ ,    wo  G{2)  ==  (ak'  +  2h]c -\- c) 2^  +  2{ah  +  h)z  +  a  ist. 
J  YG-i.^) 

19.  ^  ^" 


/ö 


(ic  — 2)3 1/3  x*— 8  a; +5 
Mit  Hilfe  der  Substitution  a;  —  2  =  1  : ;?  erhält  man 


|ln(^  +  2+1/^^+4^  +  3)  =  ^^,1/3^2  -  8a;  +  5 


9  ,     2a;  — 3 +1/3«;^— 8a;  4- 5  , 
T  a;  — 2 

20,  '  '^'^ 


J  (a;*  — 4)1/3;*  — 5  a; +3 
Mit  Hilfe  der  Partialbruchzerlegung  von  1  :  (x^  —  4)  folgt 


j_  i^  r dx £  r dx 

~  ^J  {x  —  2)Yx*—bx-{-3        ^J  (a;  +  2)}/a;»— 5a;  +  3 


und  wenn  man  nun  auf  jedes  dieser  beiden  Integrale  dasselbe  Verfahren 
wie  in  Aufg.  18  anwendet,  ergibt  sich 

-r                1  .  a;  +  4 

J  = arc  sin 


41/3  (a;  — 2)1/13 
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§11. 

Integration  durch  Entwicklung  in  eine  unendliche  Eeihe. 

1.  Es  sei  eine  unendliche  Reihe  von  reellen  Funktionen  der  Ver- 
änderlichen X 

(1)  «0  +  ^^1  +  ^h  -1 \-  "»-1  +  w„  +  •  •  • 

gegeben,  und  ihre  Glieder  seien  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitäts- 
bereiches eindeutig,  endlich  und  stetig.  Ist  diese  Reihe  in  dem  dem 
Variabilitätsbereich  angehörenden  Intervall  a  ^x  -^h  gleidimäßig  kon- 
vergent^) und  ist  fix)  ihre  Summe,  so  gilt  die  Formel 

h  b  b  b  h  h 

(2)  I  f(x)dx  =  iuQdx  -\-\Uydx  -\-  iu^dx  -\ H  w„_i  dx  -\-\u^dx-\ — . 

a  a  a  a  a  a 

Im  Falle  eines  unbestimmten  Integrals  kann  man  sagen:  die  glied- 
tceise  Integration  der  die  Funktion  f(x)  darstellenden  Reihe  ergibt  die 
Funktion  F(x),  die  f{x)  zur  Ableitung  hat,  falls  die  Reihe  (Ij  gleich- 
mäßig lonvergiert. 

2.  Ist  die  Reihe  (1)  eine  unendliche  konvergente  Potenzreihe 

(3)  «0  +  «1^  +  ^2^'  +  •  •  •  +  a„^"  +  •■•■> 

so  ist  die  gliedweise  Integration  innerhalb  des  Konvergenzbereiches  stets 
gestattet.^) 

3.  Die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  (1)  in  dem  Intervall 
a  -\-  ö  ^x  ^h  —  a,  wo^  und  a  beliebig  kleine  positive  Größen  sind, 
ist  zwar  eine  hinreichende,  aber  nicht  die  notwendige  Bedingung  für 
die  Gültigkeit  der  Formel  (2).   Die  notwendige  Bedingung  ist  vielmehr 

b 

lim    jr^{x)dx  =  0, 


1;  Obgleich  der  BegriflF  der  gleichmäßigen  Konvergenz  schon  in  Teil  I,  S.  75 
definieit  wurde,  soll  die  Definition  mit  Rücksicht  auf  ihre  Wichtigkeit  hier  wie- 
derholt werden:  Es  sei  s^{x)  die  Summe  der  n-\-l  ersten  Glieder  der  die  Punk- 
tion f(oc)  darstellenden  Reihe  (1)  und  r^{x)  sei  der  vom  Glied  u^^^  an  genom- 
mene Rest  der  Reihe,  also  ^„(^)==  "„ +  i  +  "„  ^.2  +  " ' '  "^^^  A^)  =  *„(^) +  '"„(•'') • 
Die  Reihe  (1)  heißt  alsdann  gleichmäßig  konvergent  in  einem  gewissen  Intervall, 
falls  sich  zu  einer  vorgegebenen  beliebig  klein  gewählten  positiven  Größe  f  eine 
Zahl  m  bestimmen  läßt,  so  daß  für  jeden  dem  genannten  Intervall  angehörigen 
Wert  X  und  für  jedes  y>m  die  Ungleichung  i\y{x)  \  <[  f  gilt;  es  muß  also  für 
jedes  N>  in  der  absolute  Wert  |  Wjy'+i  "f"  "a^+2  "H  ' ' "  i  <C  *  sein. 

2)  Dies  beruht  darauf,  daß  jede  Potenzreihe,  die  für  einen  gewissen  Wert 
X  konvergent  ist,   in   dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  x  gleichmüßig  konvergiert. 

Dingeldey:  DifTerential-  u.  Integralrechnung.  II.  13 


194         §  11-    Integration  durch  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe. 

wobei  r„(a;)  einen  Ausdruck  für  den  Rest  m^^^  +  w^^g  +  '  "  '  ^^^  ''vor- 
gelegten Reihe  bedeutet.    Entsprechendes  gilt  für  die  Potenzreihe  (3). 

4.  Ist  die  Funktion  f{x)  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

(4)  f{x)  =  «1  sin X  -\-  a^mi.2x  -\-  •  ■  ■  -\-  a„sin nx  -\-  •  ■  ■ 

+  i  ^0  +  ^1  ^0^  ^  -\-  h  ^^^  2x  -\-  '  •  •  -\-  b^  cos  nx  +  •  •  • 

dargestellt,  die  also  nach  den  Sinus  und  Kosinus  der  ganzzahligen  Viel- 
fachen der  Veränderlichen  x  angeordnet  ist,  so  sagt  man  f\x)  ist  in  eine 
trigonometrische  oder  FourierscJie  Meihe  entwickelt. 

5.  Wenn  eine  Funktion  f{x)  die  sogenannten  Dirichlet sehen  Be- 
dingungen erfüllt,  d.  h.  wenn  f{x)  in  einem  gewissen  Variabilitätsbereich 
eindeutig  und  endlich  ist,  daselbst  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Un- 
stetigkeitsstellen  (Sprüngen)  von  endlicher  Größe  aufweist  und  in  dem 
genannten  Bereich  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima  hat, 
so  gestattet  die  Funktion  f{x)  die  Entwicklung  in  eine  Fouriersche 
Reihe,  und  zwar  gelten  in  dieser  Hinsicht  die  Sätze: 

5  a.  Erfüllt  f{x)  die  Dirichlet  sehen  Bedingungen  in  dem  Intervall 
—  n  ^x  ^7c,  so  lassen  sich  die  Koeffizienten  der  Reihe  (4)  durch  be- 
stimmte Integrale  darstellen,  es  ist  nämlich 

n  n 

(5)  ^n  =       /  /"(^O  si^  nxdx,       ^n  =  ^  /  f{^)  ^^^  **^  ^^  5 

—  n  —  n 

an  einer  Unstetigkeitsstelle  ist  der  Summenwert  der  Reihe  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  f{x  -\-  0)  und  f{x  —  0)}) 

5b.  Irgend  eine  den  Dirichlet  sehen  Bedingungen  genügende,  für  das 
Intervall  0  ^x  ^n  definierte  Funktion  läßt  sich  durch  die  Reihen 

(6)  f{x)  =  ttj  sin  x  -f  «2  sin  2a;  -f-  •  •  •  -f  a„  sin  wa;  -f  •  •  • 
und 

(7)  fix)  =  I  &(,  +  ^1  cos  a;  +  &2  cos  2a:  -1-  •  •  •  -|-  6„  cos  wrr  +  •  •  • 

darstellen,  wobei 

n  n 

(8)  a„  =  —  I  f{x)  sin  nx  dx,       b„  =  ~  1  f{^)  cos  nx  dx 

0  0 

ist;  die  Reihe  (6)  ergibt  für  x  =  0  und  x  ^  n  den  Funktionswert  aller- 
dings nur  dann,  wenn  dieser  gleich  Null  ist.^) 


1)  Die  Bedeutung  der  Ausdrücke  f{x-{-  0)  und  f{x  —  0)  ist  in  Teil  I,  S.  192 
erläutert. 

2)  Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a,,  und  b^  der  Reihen  (4),  (6)  und  (7) 
in  dem  Falle,  wo  die  Funktion  f{x)  nur  empirisch  gegeben  ist,  also  z.  B.  nur 
für  eine  diskrete  Anzahl  von  Werten  x  die  zugehörigen  y  bekannt  sind  oder 
wenn  die  Kurve  y  =  f{x)  gezeichnet  vorliegt,  vgl.  C.  Runge,  Theorie  und  Praxis 
der  Reihen  (Sammlung  Schubert  Nr.  32),  Leipzig  1&04,  S.  147—168. 
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5c.  Genügt  die  Funktion /"(a;)  den  Dirichlet sehen  Bedingungen,  so 
ist  die  zugehöriue  Fouriersche  Reihe  in  jedem  Intervalle,  das  keine  Un- 
stetigkeitsstelle  enthält,  (jUichmäßig  Tionvergent. 


Beispiele. 

1.  Die  Funktion  f[x)  =  arctgrc  ist  durch  Integration  der  Reihe  für 
f'{x)  =  1  :  (1  -f  x^')  in  eine  unendliche  Reihe  zu  entwickeln,  dabei  sei 
der  Bogen  arctga:  in  dem  InterraU  von  —  -\x  bis  +  |;r  gelegen. 

arc igx  =  \  (l  —  x^  -\-  j^ •)  (?a;  =  a:  —  y  x^  +  ^  a;^ 

hier  ist  C  =  0,  da  für  a;  =  0  auch  arctga:  =  0  sein  soll. 

Die  Reihe  ist  jedenfalls  für  a;  <  1  gültig;  aber  sie  gilt  auch  noch 
für  a-  =  +  1,  wie  schon  in  Teil  I,  S.  93  f.  gezeigt  wurde.  Der  Bogen 
liegt  daher  in  dem  Intervall  von  —  ^n  bis  +  j^-  Die  Verwendung 
der  Reihe  zur  Berechnung  der  Zahl  :t  wurde  schon  in  Teil  I  a.  a.  0.  er- 
wähnt. 

2.  Die  Funktion  f{x)  =  arc  sin  x  in  eine  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln durch  Integration  von  f'(x)  =  1  rj/l  —  a;^;  dabei  sei  der  Bogen 
in  dem  Intervall  von  —  1  :r  bis  -\-  j:x  gelegen. 

r     dx 

arc  sm  x  =  I 


1   x^    ,    1-3  .r*    ,  ,     1.3.5---(2w  — 1)    x^"'^^ 


^•2     3^2-45^  ^        2-4-6-.-2n        2n-(-l  ^ 

Hier  ist  C  =  0,  da  für  x  =  0  auch  arc  sin  a;  =  0  sein  soll.  Die 
Reihe  ist  jedenfalls  für  { a;  |  <  1  gültig  (vgl.  Teil  I,  S.  95),  aber  sie  gilt 
auch  für  x=  ±1,  wie  gleichfalls  schon  in  Teil  I,  S.  95  bemerkt  wurde. 


X 

J 


ln(l+^^^_ 


Mit  Benutzung  der  Reihe  für  In  (1  + 1)  folgt  (vgl.  TeU  I,  S.  80) 

X 


13* 
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Der  Integrand  konvergiert,  so  lange  —  1  <^^  +  1  ist;  für  dieses  Inter- 
vall gilt  daher  auch  die  durch  Integration  gefundene  Reihe,  sie  gilt  aber 
auch  noch  für  rr  =  -  1  (vgl.  Teil  I,  S.  85,  Aufg.  26). 


/^ 


-dt. 


J=  j{l -{-t  +  f-l )\ntdt.    Nun  ist    1 P  ■  In  tdt  =  -  ^^, 

0  0 

(vgl.  Aufg.  10,  S.  66),  somit  J  =  -  [l  ^  1^  + -L  ^  1.  +  .  .  .\  . 

Später  (S.  200)  wird   gezeigt   werden,   daß   die  in   der  Klammer 
stehende  Reihe  die  Summe  ^tc^  hat,  daher  wird  J  ==  —  y^^- 
Ebenso  findet  man 
1 


/'hxt    ,.  (.        1.1         1     ,        ]  f  1     2       1     1     2I  1     ? 

0 


5.  Nach  Aufg.  48,  S.  90  ist 


/h 


dt 


ln{t -{- Vi  +  t') 


Mit  Hilfe  dieser  Formel  soU  In  {t  +  |/l  +  t^^j  in  eine  unendliche  Reihe 
entwickelt  werden. 

Für  f£l  gilt  nach  Teil  I,  S.  91  die  Formel 

_J_  =  (l  +  ,^)-i=l_l^^  +  ^^^-l^^^e+...^ 
aus  der  durch  gliedweise  Integration 


/h 


It  1    r     ,  -i/^n — 2\  1   x^    .   i:^x^       1  •  3  •  5  a;', 


+  1/1 +  f* 
0 

für  —  l^a;^-|-l  hervorgeht. 
1 
6.  I  x^^'dx  zu  berechnen  unter  Benutzung  der  Reihe  für  a;"^=  e"' 

Hierbei  sei  n  eine  ganze  positive  Zahl. 


1 


J=f[l-^nxlnx  +  '^^-^'^^  +  ^--}dx. 
0 

Bei  der  Integration  dieser  Reihe  beachte  man,   daß  die  auf  das  erste 
Glied  folgenden  Glieder  des  Integranden  für  die  untere  Grenze  0  des 
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Integrals    nicht    unendlich    groß    werden,    denn  lim(:cliia;)    ist  Null. 

x  =  0 

Ferner  ist,  wenn  p  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet: 
daher  wird 


1 


fx'^Qnxydx  =  -  ~^~fx'^{\nxy-'dx  =  (-1)^  •  '^^Jx'^ilnxy-'dx 

0  0  0 

1 
=  (-  1)"  — '^^  fx"dx  =  (-  1)»  -     ""'   ^,  ■ 


So  findet  man 


1 


dx 


7.  Die  Funktion  i/  =  ln(l  —  2acosa:  +  o^^))  '^o  zunächst  c<:^<l 
sei,  in  eine  nach  Potenzen  von  a  ansteigende  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln, indem  man  zunächst  mit  Hilfe  der  Methode  der  Koeffizienten- 
vergleichung  die  Gültigkeit  der  Reihe 

ri\      ^  dy              « — cos  a;  ,  ,  0,901  » 

(1)    TT  T^  =  7 — s 1     8  ^  —    cosä;  +  a  coszit  +  «''cosDa;  +  •  •  • 

^    ■'      2  da       1  —  2acosa;-|-«  ' 

beweist  und  alsdann  gliedweise  integriert. 

Zur  Ableitung  der  Reihe  für  -—  -j^  geht  man  aus  von 
o  2  da  ° 

cc  —  cos a;  =  (1  —  2 a cos x-\-  a^){aQ-{-  a^u  -\-  «j «^  +  (^z^^ -\-  •  ■  • } 

und  setzt  zur  Bestimmung  von  a^,  a^,  a^,  .  .  .  m  dieser  Gleichung  die 
Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  a^,  a^,  u^,  .  .  .  einander  gleich.  Dies 
ergibt : 

—  cos  2;  =  tto, 

1  =  ttj  —  2aQ  cosa;, 

0  =  a^—  '2a■^^  cos x  -\-  a^, 

0  =  ttg  —  2a2  cos  x  -\-  a^, 


woraus 

a„  =  —  cos  X,         «1=1—2  cos^  x  =  —  cos  2x, 

a^=  —  {2  co8  2a;cosa;  — cosa;)  =  —  cos  3a:, 

ttg  =  —  (2  cos  3a; cos  x  —  cos  2a;)  =  —  cos 4a;,    .  .  .,    a„  =  —  cos  («  +  l)a; 


198        §  11-    Integration  durch  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe. 

hervorgeht.    Hierbei  ist  die  Gleichung 

cos  mx  =  2  cos  (tn  —  l)x  cos  x  —  cos  (m  —  2)x 

benutzt,  die  man  sofort  durch  Addition  der  beiden  Formeln 

cosmx  =  cos(w—  l)x  cosa;  -—  sin(/w—  l)x  s'mx, 

cos(m—  2)x  =  cos (m —  l)x  cosrc  +  sin (m—l)x  sina; 

erhält.  So  ergibt  sich  schließlich  die  Reihe  (1),  die  in  dem  Intervall 
—  1  +  d^a^l  — s,  wo  d  und  e  beliebig  kleine  positive  Größen  bedeuten, 
gleichmäßig  konvergiert,  denn  sie  ist  eine  konvergente  Potenzreihe,  so 
lange  cc  einen  echten  Bruch  bedeutet  (vgl.  Regel  2,  S.  193).  Die  glied- 
weise Integration  ist  daher  o-estattet.    Man  erhält 


(2)  Y 1/  =  Y  In  (1  —  2  a  cos  ic  +  a^)  =  In  ")/l  —  2  a  cos  ä;  +  a^ 

=  —  /  (cos  X  -\-  a  cos  2x  +  a^  cos  ^x  +  •  •  ■)da 
=  —  {a  cos a;  +  Y «^ cos 2a;  +  ~ «^ cos 3x  -\-  •  •  •}  • 

Die  eigentlich  hinzuzufügende  Integrationskonstante  ist  Null,  denn  für 
«  =  0  ist  auch  y  =  0. 

Im  Falle  o;  >  1  setzt  man 

In  yi  —  2a  cosa;  +  a^  =  lnß;-(-lnl/-j cos  a;  +  1 

und  darf  nun  die  soeben  erhaltene  Reihenentwicklung  benutzen,  wenn 
man  in  ihr  a  durch  1 :  a  ersetzt. 

Für  cc  =  1  folgt 
ln{2(l  — cosa;)}  =  ln(4sin^-|-a;)  =  — 2(cosa;  + YCos2a;-l--|-cos3a;H — } 
oder  auch 

(3)  In  sin -^-a;  =  —  Ln  2  —  { cos  a;  +  y  cos  2a;  -|-  y  cos  3a;  -[-•••} ; 
für  a  =  —  1  folgt 

ln{2(l  +  cosa;)}  =ln(4cos^Y^)  =  2{cosa;  — YC0s2a;-l- ycos  3a; } 

oder 

(4)  In  cos  Y*'  =  —  ln2  +  cosa;  —  yCos  2x  -|-y  cosSa;  —  •  •  • 

Die  erste  der  beiden  Reihen  (3)  und  (4)  konvergiert  für  alle  Werte 
vona;  mit  Ausnahme  vona;  =  2Jc7C,  wo  Je  eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl  oder  NuU  bedeutet^);  die  zweite  Reihe  konvergiert  für  alle  Werte 
von  X  ausgenommen  x  =  (2h-}-  l);r. 

1)  Man  kann  zeigen,  daß  eine  Fouriersche  Reihe  konvergent  ist,  wenn  ihre 
Koeffizienten  unbegrenzt  abnehmende  Größen  von  gleichem  oder  abwechselndem 
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Ersetzt  man  in  (3)  und  (4)  x  durch  2a;,  so  folgt 

(5)  In  sin  a:  =  —  In  2  —  { cos  2a;  +  y  cos  \x  -\-\  cos  6a;  -{-•••} , 

(6)  In  cos  a;  =  —  In  2  -f-  cos  2a;  —  y  cos  4a:;  +  y  cos  6a;  —  •  •  • , 

Ausdrücke,  die  für  alle  Werte  von  x  mit  Ausnahme  von  x  =  lcit  bzw. 
{2Tc-\- 1)-^  konvergieren.    Nach  steigenden  Potenzen  von  x  angeordnete 

Reihen  für  diese  beiden  Funktionen  findet  man  in  Teil  I,  S.  83. 

1  1 

—  7t  — n 

2  2 

Insbesondere  folgt  /  In  sin xdx  =-  j  In  cos xdx  =  —^7t\n2. 
b  b 

8.  Die  aus  Aufg.  7  folgende  Gleichung 

(7)  :r-r^r^ , — s  =  cos a;  —  a  cos  2a;  +  o^^cos  3a; (0<a<r) 

ist  nach  x  zu  integrieren  und  hierbei  das  Ergebnis  von  Aufg.  21,  S.  116 
zu  benutzen.    Man  findet 

/'Q\  ,         aeinx  f    .  u     .     ^^  a-     .     ^  ] 

(8)  arc  tg  7— j =  ß    sina;  — ^  sm  2a:  +-;-  sm  da;  —  •••    , 

wobei  die  Intgegrationskonstante  Null  ist,  wenn  der  Bogen  arc  tg  dem 
Intervall  von  — -|-;r  bis  -\-\'Jt  angehört.    Die  Integration  der  Reihe  (7) 
ist  gestattet,  da  die  zugehörige  Funktion  die  Dirichletschen  Bedingungen 
erfüUt  (Regel  5). 
Für  «  =  1  folgt 

(9)  ya;  =  sina;  —  y sin2a;  ^-ysinSa;  —  •  •  •, 

eine  für  das  Intervall  —  jt  <  a;  <  :jr  gültige  Gleichung,  und  wenn  man  in 
ihr  X  durch  %  —x  ersetzt,  ergibt  sich 

(10)  \7C  —  y  a;  =  sin  a;  +  y  sin  2a;  4-  y  sin  3a;  4-  •  ■  • , 

eine  im  Intervall  0  <ix<i2n  gültige  Entwicklung, 

9.  Welche  Reihe  erhält  man,  wenn  Gleichung  (10)  nochmals  inte- 
griert wird? 

1     »         1  ,    cos  2x    ,    cos  3  a;    ,  ,    ^ 

—  a;^  —  Y  :ta;  =  cos  a;  H -^_ 1 ^^ [-  •  ■  ■  -^  G. 


Vorzeichen  sind.  Die  Konvergenz  der  nur  die  Kosinus  enthaltenden  Reihe  be- 
darf allerdings  bei  gleichem  Vorzeichen  der  Koeffizienten  für  die  Wertex  =  +  2Ä;« 
besonderer  Prüfung,  bei  abwechselndem  Vorzeichen  für  die  Werte  a;=  +  (2Ä-t-l)jr. 
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Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstante  wendet  man  dies  Er- 
gebnis an  auf  x  =  0,  was  nach  Regel  3,  S.  193  gestattet  ist  und  findet  so 

....      1     2       1  ,    cos2x   ,    cosSa;  /.         1         1  \ 

(11)  jx^--7tx  =  cosa;  +  — -j-  +  — 3^  H (1  +  2"2+  3"2+  ■  •  7' 

Die  in  der  Klammer  stehende  (nach  Teil  I,  S.  85  f.  konvergente)  Reihe 
hat  hierbei,  wie  sofort  gezeigt  wird,  die  Summe  -j^^. 

Zunächst  ergibt  nämlich  die  Substitution  x  =  7t  in  (11)  die  Reihe 

(12)  i^.  =  i+J,  +  J,  +  i,  +  .... 
Die  Reihe 

läßt  sich  nun  auch  in  der  Gestalt 

schreiben;  daher  ist  ^'^2  =  Y^^  +  T^s?  woraus 

(13)  ^^=i  +  i,  +  i,  +  ^  +  ...  =  |.^2 
hervorgeht. 

/y   ^^_  COS   T* 

10.  Wird  der  Bruch , — -,  mit  2  a  multipliziert  und  dann 

1  —  2  a  cosic  +  " 

von  1  subtrahiert,  so  erhält  man 

1  — a^ 


1  —  2acosa;-|"  '^^ 


mit  Rücksicht  auf  (1)  in  Aufg.  7  folgt  daher 

- — ; — -,  =  - i{  l+2acosrc4-2a-cos2a;  +  2a^cos3a;H —  1,  a^-cl. 

1  — 2aco8a;+a*       1  — a^'       '  '  '        jj 

Nach  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  cos  mx,  wo  m  eine  ganze 
positive  Zahl  ist,  soU  nun  mit  Benutzung  des  Ergebnisses  von  Aufg.  67, 
S.  96  die  Formel  abgeleitet  werden 

0 

Bei  gliedweiser  Integration  der  in  der  angegebenen  Weise  erhal- 
tenen Reihe  erhält  man  bei  jedem  Glied  Null,  ausgenommen  bei  dem 
Glied  2  a'"  cosmx  •  cosmx,  dessen  Integration  2a"'-\7i  ergibt. 


Integralsinus.  9Q1 

Im  Falle  a  >  1  ist  der  in  Aufg.  7  angegebene  Weg  einzuschlagen. 

11.  r,i^. 

Im  Falle  x^^l  wird 

~^        Y  "5~  "T"  2 : 4  "9"        2.4-613'^  ^  ^• 

Im  Falle  a;" >  1  setzt  man  x  ^  l:z  und  erhält 

r     de 

also  schließlich 

X   '^   2   bx'^        2-4  9a;^  "•"  2-4-6  13x"  "* 

X 

12.     /  ~—~dt  ist  in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 
0 

Unter  Benutzung  der  Reihe  für  sin  z  (vgl.  Teil  L  S.  80)  wird 

X 

'^^  j  (^  -  ^  +  5! j  dt=-X-    3-  -  + 

0 

1  a;-"  +  ^ 

*  ■  "^  ^~  ^"  2n+  1  (2OT+  1)!  +  ■  ■  '  ■ 


5    5! 
Jn+l 


Die  Reihe  gilt  für  alle  Werte  von  a;;  die  durch  sie  dargestellte  Funktion 
heißt  der  Integralsinus  und  wird  gewöhnlich  durch  Si  (x)  bezeichnet.^) 


6 


b*  —  a* 
4-4! 


13.  Die  gleiche  Aufgabe  für    /  —r-dt. 

a 
h 

^  =  j  (y  -  2!  +  4!  -  6T  +  •  •  r^^  =  1^  a   -  ^72r  + 
a 

^  ^       ^     2« -(2»»)!   ^ 

Die  Reihe  gilt  für  alle  Intervalle  von  a  bis  h,  die  die  Null  nicht  ent- 
halten (Integi-alkosinus). 

1)  Tafeln  und  graphische  Darstellungen  des  Verlaufs  dieser  Funktion,  so- 
wie des  Integralkosinus  und  Int«grallogarithmus  (vgl.  Aufg.  13  und  14)  findet 
man  bei  E.  Jahnke  und  F.  Emde,  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven, 
Leipzig  und  Berlin  1909,  S.  19—23. 
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14.  Die  gleiche  Aufgabe  für    I  —dt. 

Die  Reihe  gilt  für  alle  Werte  von  t  mit  Ausnahme  von  i(  =  0;  ist  t 
negativ,  so  ist  das  erste  Glied  der  Reihe  durch  In  (—  f)  zu  ersetzen  (vgl. 
Regel  1,  S.  2 f.).  Durch  die  Substitution  e*  =  z  verwandelt  sich  die  letzte 
Oleichung  in 


/ 


dz        11  ,1  ,1   (In  2)*         1    QjizY  ^ 

j^  =  lnln^  +  ln^  +  y     2!     +  T  ^T  +  "  '  '  +  ^' 


und  diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  Werte  ^>1,  während  im 
Intervall  0  <  ^  <  1  das  Glied  In  In  z  durch  In  (—  In  z)  zu  ersetzen  ist. 
Die  durch  die  Formel  dargestellte  Funktion  heißt  der  Integrallogarithmus 
■und  wird  gewöhnlich  durch  li  (z)  bezeichnet. 

15.  Man  beweise  die  für  aUe  reellen  Werte  von  x  gültige  Formel 


X 

<1)  Je-r-dt  =  x-^  +  ^,   7  -h'T  +  h  ¥ • 

0 

Der  Beweis  bedarf  keiner  Erläuterung;  doch  werde  noch  folgendes 
bemerkt:  In  §  13,  Aufg.  12,  S.  227  f.  wird  die  Formel 

CO 

<2)  fe-'\lt=-  +  iy'7t 

0 

bewiesen;  mit  ihrer  Hilfe  folgt 

30  X 

(3)  fe- *'■  dt=+\  y^  -ß''^' (^*- 

X  0 

Bei  großen  Werten  von  x  wird  man  die  Reihe  (1)  zur  Berechnung 
des  Integrals  nicht  anwenden,  weil  sie  dann  zu  langsam  konvergiert. 
Man  verfährt  in  diesem  Fall  folgendermaßen: 

Mit  Hilfe  teilweiser  Integration  ergibt  sich  leicht  die  Formel 

und  durch  Auflösung  nach  dem  zweiten  Glied  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  und  Integration  von  t^x  bis  ^  =  oo ,  wo  rr >  0  sei,  folgt 


jdt. 
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Wird  diese  Formel  für  n  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  hingeschrieben,  so  erhält 
man  aus  den  so  entstehenden  Gleichungen  sofort  die  Reihe: 

J^       "^         2a;    l  2x'^  {2xy       (2x^'»^      ^^      ^^  {2xT  i 

4.  {      ix„4.il-3-5---(2n-l)(2n  +  l)  /'  e"^'     , 

"TV       -L;  ga  +  l  "         J    ^2n  +  2   "^- 

Diese  Reihe  ist  allerdings,  wenn  man  sie  ins  Unendliche  fortsetzt, 
divergent,  da  die  absoluten  Werte  ihrer  Glieder  von  einer  gewissen  Stelle 
an  zunehmen;  aber  trotzdem  ist  die  Reihe  brauchbar,  denn  wenn  man 
sie  an  einer  Stelle  abbricht,  ist  der  absolute  Wert  des  Fehlers  kleiner 
als  der  absolute  Wert  des  Gliedes,  nach  dem  man  abgebrochen  hat. 
Offenbar  ist  nämlich  der  Wert  des  Integrals 


00 


^2n  +  2    ^^} 


das  einen  Faktor  des  letzten  Gliedes  der  rechten  Seite  von  (5)  bildet, 

30 

kleiner  als  das  Produkt  aus    i  ~2^i+¥  ^^^  ^^^  größten  Werte  e~^\  den 

X 

e~^'^  innerhalb  der  Grenzen  t  ^  x  und  t  =  oo  annimmt;  nun  ist  aber 


daher 


und 

1  •3-5---(2«  — l)(2w  + 


und  hiermit  ist  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen. 

Will  man  also  das  vorgelegte  Integral  mit  Hilfe  der  Reihe  (5)  be- 
rechnen, so  muß  man  bei  einem  Gliede  abbrechen,  das  so  klein  ist,  daß 
es  vernachlässigt  werden  darf.  Hier  liegt  das  Beispiel  einer  unendlichen 
Reihe  vor,  die  bei  Berücksichtigung  einer  Anzahl  n  von  Gliedern  zu^ 
nächst  mit  wachsendem  n  eine  Funktion  mit  großer  Annäherung  dar- 
stellt; sobald  aber  die  Anzahl  w  eine  gewisse  Grenze  n  =  JV  überschreitet, 
nimmt  die  Annäherung  ab,  denn  man  hat  ja  eine  divergente  Entwicklung. 
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Bei  diesen  Reihen  kann  der  Unterschied  zwischen  dem  wahren 
Wert  ihrer  Summe  und  dem  angenäherten  Wert  nicht  beliebig  klein 
gemacht  werden  durch  Berücksichtigung  entsprechend  vieler  Glieder, 
wie  dies  bei  den  konvergenten  Reihen  der  Fall  ist,  sondern  die  An- 
näherung ist  begrenzt.  Man  nennt  Reihen  dieser  Art  haibkonvergent.  Der 
Vorteil,  den  ihre  Anwendung  bietet,  wächst  mit  wachsendem  x;  sie 
werden  daher  besonders  angewandt,  um  den  Wert  einer  Funktion  für 
einen  großen  Wert  der  Veränderlichen  zu  berechnen. 

16.  Mit  Hilfe  der  Formel  (4),  S.  202  leite  man  eine  nach  Potenzen 
von  r-^  geordnete  Reihe  ab  für  das  Integral 


2x 

.In 


ec 


'       dt,        x>0. 


Wenn  in  (4),  S.  202  die  Zahl  n  der  Reihe  nach  gleich  n,  w  -f  1, 
w  +  2,  .  .  .,  n  -\-  m  gesetzt  wird,  folgt  leicht 


so 


~'^  dt^  ^""^  !  1  -  ^''^'^  +  ^^^^ + ^^ ^^** ^ ^^ 


,_  ^.  ,  (27^  +  l)(2w  +  3)-- -(2^1  +  2^-1)  I 
'  ^        ^        ^  {2xT  ^ 

SC 

.      1^^  +  l(2n+l)(2n+3)•••(2n  +  2ffl-l)(2n  +  2»^  +  l)    r      e''' 

X 

Auch  diese  Reihe  ist  halbkonvergent;  ähnlich  wie  iu  Aufg.  15  zeigt 
man,  daß  beim  Abbrechen  der  Reihe  an  irgend  einer  Stelle  der  absolute 
Betrag  der  Summe  der  vernachlässigten  Glieder  kleiner  ist  als  der  abso- 
lute  Betrag  des  Gliedes,  nach  dem  man  abgebrochen  hat. 

17.  Mit  Hilfe  von  Gleichung  (6)  ist  das  Integral 


oc 


~dt 


in  eine  halbkouvergente  Reihe  zu  entwickeln. 
Durch  die  Annahme  n  =\  folgt  aus  (6) 

oc 
X 

sc 

+  (-l)"'  +  U.2.3.-.m(7/.  +  l)J-^t^<. 
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18.  In  Aufo.  17  setze  man  f' =  2  und  leite  so  eine  halbkonvergente 
Reihe  für 


/ 


e   ^  dz 


ab,  wo  i;  >  0  sei.    Figur  43  zeigt  den  Verlauf  der  Funktion  y  =  — 


Zunächst  ergibt  sich 


go  so 


dz. 


Hieraus  folgt,  wenn  man  x^  durch  ^  ersetzt  und  die  Reihe  (7)  benutzt 


(8) 


so 

/e-'  c-M.       1,2!      3!    , 


+  (-l)'""^+(-l)"--^-^}, 


r 


r 


wo  9-  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 

Bei  kleinen  Werten  von  ^  ist  diese  Reihe  unbrauch- 
bar;   man    bestimmt   in  diesem   Falle   das   Integral   mit 
Hilfe  der  nach  steigenden  Potenzen  von  z  geordneten  Reihe  für  e~':z. 
Alsdann  folgt 


Fig.  43. 


W      f-'^^-fiT-^+ir-^  +  ir-) 


dz 


1    z' 


\nz  —  -^  +  .^  ^ 


1     z^ 
3   "3! 


4    4! 


■I 


oder 


(10) 


00 

J^j^dz  =  lim  [inn  _  n  +  ||f  -  |  f^  +  •  •  •] 


-\hii-t,+ 


2     2!  3    3 


;  +  ■■•! 


Jx  —  '^2  ) 


wenn  man  den  Grenzwert   des  ersten  Klammerausdrucks   mit  J^,   die 
zweite  Klammer  mit  Jg  bezeichnet.    Hier  kann  J"^  durch 


lim    In w  —  / dz] 


206         §  11-    Integration  durch  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe, 
ersetzt  werden,  wie  man  leicht  sieht.    Ferner  ist 


1 


0  0  0 

wo  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  für  lim  n  =  oc  verschwindet; 

daher  wird 

1 

j,  =  iim{inw-  /i-a-^r^^i 

0 

und  wenn  man  1—  z  =  y  setzt,  folgt 

1  1 

{11)  J,  =  \im\\nn-  f^y^dy\  =  \im\h,n-f{l^y^y'+-..^-y^-')dy\ 

0  0 

=  lim{ln«-(l  +  i  +  i+-  +  ;)j. 
Dieser  Grenzwert  ist  nun  berechnet  worden,  und  zwar  fand  man 

(12)  lim  jl  +  y  +  4  +  •  •  •  +  f  -  1^  »*1  =  0,5772156649..., 

eine  Zahl,  die  die  Eulersche  Konstante  (mitunter  auch  Mascheronische  Kon- 
stante) genannt  und  häufig  mit  dem  Buchstaben  y  (oft  auch  mit  C)  be- 
zeichnet wird.-^)  Während  die  harmonische  Reihe  lim  (l+-„  -f -^r-l 1 — ) 

divergent  ist  (vgl.  Teil  I,  S.  85),  konvergiert  also  der  Ausdruck 

1  +  1  +  1+.. .-^;^-ln,^ 

für  lim  n  =  cx)  nach  der  endlichen  Zahl  y  =  0,577  .... 
Aus  (10)  und  (12)  folgt  nunmehr 

(13)  f^ld.-t-^^  +  -l^---.-lH-y. 

f 

19.  Die  Integration  unendlicher  Reihen  läßt  sich  mitunter  auch 

1)  Die  Beziehung  (12)  ist  natürlich  zur  Berechnung  von  y  ganz  ungeeignet, 
■weil  die  Glieder  der  divergenten  harmonischen  Reihe  zu  langsam  abnehmen.    Für 
die  Methoden  der  Berechnung  vgl.  man  z.  B.  J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential- 
nnd  Integralrechnung,  4.  und  6.  Aufl.,  bearb.  von  G.  Scheffers,  2.  Bd.,  Leipzig    * 
und  Berlin  1911,  S.  211  und  258. 
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benutzen,  um  die  Summe  einer  solchen  Reihe  zu  finden.   Wenn  z.  B.  die 
Summe  S  der  für  x-  ^  1  konvergenten  unendlichen  Reihe 

^  ^3  ^5  „7  y8»  +  l         ™8n  +  3         _8n  +  o         _8n+7 

^^  l'^l  5  T"'  '"  8n+l  "^  8« +3  ""  8«+5  ~  ««"+7  "" 

insbesondere  also  auch  (für  x  =  -\- 1)  die  Summe  der  Reihe 

^9^     S'  =1  -^A-  ^  --i-^.      4--^      4.-^ ^ —^ 

^^        1  "^3         5         7"*"        ■^8«  +  l~'"8n+3       8n+5       Sn  +  T''" 

gefunden  werden  soll,  so  beachte  man,  daß  die  Reihe  (1)  durch  das  be- 
stimmte Integral 

X 

S=f(l   4    ^2_^4_^6_^..._^^«^^.  +  2_^8«  +  4_^«  +  6_^...)^^ 
0 

dargestellt  werden  kann,  dessen  Integrand,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die 
Summe  (1  +  t^)  :  (1  +  ^)  hat.    Daher  wird 

0 

Man  berechne  dieses  Integral  unter  Rücksicht  auf  Aufg,  24  und  25, 
S.  134 f.  und  bestimme  insbesondere  auch  die  Summe  S^. 
Man  erhält 


S=+|]/2arctg^,; 


für  X  =  1  folgt  Ä  =  >Si  =  +  I  n;  1/2. 
20.  Das  Integral 


0  ' 

in  dessen  Integranden  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  sind,  durch  Ent- 
wickluncr  in  eine  unendliche  Reihe  zu  berechnen  und  zu  zeigen,  daß  sich 
daraus  für  w  =  1,  w  =  3  die  Summe  der  Reihe 

in  der  Gestalt  ^fhi2  +  ^\  ergibt.^) 

1)  Zur  Darstellung  dieser  und   ähnlicher  Integrale  durch  Ketienbriiche  vgl. 
0.  Perron,  Die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen,  Leipzig  und  Berlin  1913,  S.  208. 
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Wird  der  Integrand  in  eine  Reihe  entwickelt,  indem  man  mit  dem 
Nenner  in  den  Zähler  dividiert,  so  folgt 


daher  ist 


m        m  -\-n 


1 

7w  +  3n  "^       ■' 

m  ~\-2n 

1 

1 

,      ..T'"-' 

m        m  -\-  n         m  -\-2n         m  -\-  Zn  J    i  A- 

0  ' 

Für  w  =  1,  w  =  3  ergibt  sich 


-  +  ----  + 

4^7  10  ^ 


=/tt^^^' 


ein  Integral,  das  schon  in  Aufg.  23,  S.  134  bestimmt  wurde,  allerdings 
ohne  Berücksichtigung  von  Grenzen.  Werden  diese  eingetragen,  so  er- 
hält man  den  vorhin  angegebenen  Wert. 

Die  Summen  zahlreicher  anderer  unendlicher  Reihen  lassen  sich  be- 
rechnen, wenn  man  7n  und  n  andere  Zahlen  werte  gibt;  so  z.  B.  liefert 
f>i  =  2,  w  =  2  die  Reihe 

ln2=l  —  i-4-^  —  i-^ 


§  12. 

Elliptisclie  Integrale. 

1.  Elliptische  Integrale  sind  Integrale  von  der  Form 
JB{x,  y)dx, 
wo  jR  eine  rationale  Funktion  von  x  und  von 


y  ^Ya^x^  +  4:a-^x^  -f  6^23;^+  403^;  -f  a^ 

bedeutet,  und  zwar  muß  hier  mindestens  eine  der  beiden  Größen  a^,  a^ 
von  Null  verschieden  sein  und  der  Radikand  der  Quadratwurzel  y  darf 
keine  doppelte  NuUstelle  haben,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Gleichung 
vierten  Grades,  die  mit  y  ==  0  gleichbedeutend  ist,  darf  keine  Doppel- 
wurzel haben.  Würde  dies  nämlich  der  Fall  sein,  so  hätte  man  ein  schon 
in  §  10  betrachtetes  Integral,  es  läge  kein  eigentliches  elliptisches  Inte- 
gral vor. 
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Das  Wort  elliptiscli  ist  zugefügt,  weil  die  wichtige  Aufgabe,  die 
Bogenlänge  einer  Ellipse  zu  bestimmen,  auf  ein  solches  Integral  ge- 
führt hat. 

2.  Jedes  eigentliche  elliptische  Integral  kann  durch  eine  Substitu- 
tion von  der  Form^) 

_  a2  +  ß 

in  ein  anderes 


/. 


^  9  (^;  Z)  dz, 
übergeführt  werden,  wobei 

(1)  Z=l/(ä?T&Kc?T^     und       r^'  =  konst.r' 


^,    Z 

ist. 

3.  Jedes  eigentliche  elliptische  Integral    j  R(x,y)dx  kann  in  eine 
Summe  von  der  Gestalt 

^Ndz 


JMä.  +ß 


übergeführt  werden,  wo  31  und  N  rationale  Funktionen  von  z-  sind  und 
Z  durch  (1)  definiert  ist. 

4.  Jedes  eigentliche  elliptische  Integral  kann  in  eine  Summe  zweier 
Integrale 

X 


fpä.  +f' 


übergeführt  werden,  wo  P  und  Q  rationale  Funktionen  von  x'^  sind  und 


X=)/(l  -a;2)(l-Ä;V),  0<Jc'<l 

ist. 

5.  Das  in  Regel  4  auftretende  Integral     /     „     läßt  sich  als  eine 

Summe  darstellen,  deren  Summanden  durch  die  mit  gewissen  konstanten 
Faktoren  multiplizierten  elliptischen  Integrale 

F(k,x)=f     ^^  E(k,x)  =  f±~ß^^dx, 

J  +  K  (1  —  ^  )  (1  —  li  x^  J      +1/1  —  a5* 


n{n,Ti,x)=^+J^ 


dx 


(1  +  nx^)  }/(l  —  x'){l  —  k^x') 


1)  Näheres  über  die  hier  und  in  Regel  4  zur  Verwendung  kommenden 
Substitutionen  findet  man  in  den  ausführlicheren  Lehrbüchern.  Wir  verweisen 
z.  B.  iiuf  J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  4.  und 
5.  Aufl.,  bearbeitet  von  G.  S cheffers,  2.  Bd.,  Leipzig  und  Berlin  1911,  S.  78  bis 
96;  H.  Durege,  Theorie  der  elliptischen  Punktionen,  ."j.  Aufl.,  neu  bearbeitet  von 
L.  Maurer,  Leipzig  1908,  S.  .'Jl  f;  M.Krause  (unter  Mitwirkung  von  E.  Na  etsch), 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  Leipzig  und  Berlin  1912,  S.  169 — 181. 

Dingeldey:  Differential-  u.  IntegralrechnunR.  II.  14 
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und  durch  Ausdrücke  von  der  Form 


g ix)  1/(1  -  X') (1  -  Wx') ,     g,  (x) ^^'  ^.^^^^^./''^^ 

gebildet  werden,  wo  g(x)^andg^{x)  ganze  Funktionen  vonic  sind,  während 
m  eine  ganze  positive  Zahl,  F  ein  positiver  echter  Bruch  und  n  eine 
Konstante  ist;  die  Veränderliche  x^  kann  alle  Werte  von  Null  bis  Eins 
annehmen. 

Die  Integrale  F(Jc,  x),  E{k,  x),  n{n,  h,  x)  lassen  sich,  von  be- 
sonderen Fällen  abgesehen,  nicht  in  geschlossener  endlicher  Form  durch 
algebraische  oder  die  elementaren  transzendenten  Funktionen  ausdrücken; 
sie  sind  vielmehr  selbst  neue  transzendente  Funktionen,  die  man  durch 
Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe  berechnet. 

6.  Die  in  Regel  5  erwähnten  Integrale  F(k,x),  E(Jc,x),  n(n,]i,x) 
sind  der  Reihe  nach  die  elliptisclien  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  in  der  Normalform  von  Legendre-^  die  Zahl  h  heißt  ihr  Modul, 
n  heißt  der  Parameter  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung. 

7.  Diese  elliptischen  Normalintegrale  gehen  durch  die  Substitution 
X  =  sin  qp  in  die  trigonometrischen  Normalformen 

F{Jc,cp)=^f-^    ^l^  .    -,     E{k,cp)=^  +  fyi-kHm'cpdcp, 

^  (1  -{-  n  sin''  qp)  y  1  —  K^  sin-  qp 


über.  Werden  diese  Integrale  mit  der  unteren  Grenze  0  und  der  oberen 
Grenze  cp^  versehen,  wobei  (verglichen  mit  den  Normalformen  in  Regel  5) 
x^  ==  sin  cp^  ist,  so  heißt  die  obere  Grenze  q)^  die  Amplitude  des  Integrals ; 
der  Ausdruck  -f  ]/l  —  A;^ sin^  95  wird  gewöhnlich  durch  Aq)  bezeichnet. 
Da  X  nach  Regel  5  auf  das  Intervall  von  —  1  bis  +  1  beschränkt  ist, 
kann  man  <p  auf  das  Intervall  von  —  ^  ä  bis  +  |-  ir  beschränken.  Die 
Integrale  F  und  E  mit  den  Grenzen  0  und  1  (in  der  trigonometrischen 
Normalform  mit  den  Grenzen  0  und  -^jr)  heißen  vollständige  Integi-ale 
und  werden  durch  K  und  E  bezeichnet. 
8.  Man  kann  bei  dem  Integral 


-{-■j/l  —  Ä;*sin-  qp 


die  obere  Grenze  cp^  als  Funktion  des  Integralwertes  u  betrachten  und 
schreibt  in  diesem  FaUe  (p^  ==  amw  oder  genauer  qpj  =  amw,  mod  ]c, 
d.  h.  q)^  ist  die  Amplitude  von  u  modulo  k.  Alsdann  wird  (vgl.  Regel?) 


sin  am  u 


,     -f  I^l  —  Xi^  =  cos  am  u,     -f  )/l  —  Jc^x^^  =  A  am  w, 
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wofür  man  nacli  dem  Vorschlag  von  Chr.  Gudermann^)  kürzer 


x^  =  snu,     +]/l  —  x^^  =  cn?<,     -j-Yl —Jc^x^^  =  dnu 

zu  schreiben  pflegt.    Der  Ausdruck  Aamw  und   die  trigonometrischen 
Funktionen  von  am  u  heißen  elliptische  Funktionen. 


Beispiele. 

1.  Die  Werte  zu  bestimmen,  die  die  mit  den  Grenzen  0  und  cp^  ver- 
sehenen trigonometrischen  Normalintegrale  annehmen,  wenn  der  Modul 
k  gleich  NuU  ist. 

Aus  Regel  7  folgt  F{0,  q)^)  =  E{0,  9?J  =  ^j-,  ferner  wird 

n{n,0,cp,)  =  l-^^^r-^- 

\    j      7  -riy      j  1  -(-  w  Bin'  qp 
0 

Setzt  man  im  Nenner  des  Integranden  1  =  co'S,' (f  -\-  sin^qp,  so  wird 


0 


cos^qp  -|-  (1  -f-  n)  sin*qp 


«/«> 


und  dieses  Integral  ist  im  FaUe  1  +  w  >  0  nach  Aufg.  12,  S.  107  gleich 

-===  arc  tg  (]/r+w  tg  9P  J  . 
yi  +  n 

Fürn  =  -  1  folgt 

iir-i,o,^,)=/^r^  =  tg<p,. 

0 

Im  FaUe  1  +  w  <  0  kann  man  1  +  w  =  —  m^  setzen  und  erhält  dann 

Vi 
J7(w,  0,  (f^)  =J  cogi^  {1— m*tg>}  ' 

0 

woraus  durch  die  Substitution  tgcp  =  z  das  Integral 

n-      '    ^-        "' 


:J  i'-m^^i) 


1)  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  18  (1838),  S.  12. 

U* 
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hervorgeht.  Nach  Aufg.  2,  S.  113  ist  der  Wert  dieses  Integrals  ohne 
Berücksichtigung  der  Grenzen  —In  ^^^^ny  +  c,  bzw.  —In  ^^--^  +  c 
(vgl.  Regel  7,  S.  2  f.).    So  ergibt  sich  schließlich 

n(»,0,^,)=.-=i=lni  +  l^^«J?l,     „+K0. 

V    7      7  Tl.         2]/— 1— w       1  — }/— 1— «tg9i 

2.  Die  gleiche  Aufgabe  für  den  Fall,  daß  der  Modul  k  =  1  ist. 
Hier  folgt 

/  ^(1,  ^i)  =/^  =  In  tg  (f  +  f )  ,        (vgl.  Aufg.  58,  S.  94), 

0 

E{\,  (pj)  =1  cos  (p  d(p  =  sin  cp^ , 

0 


dcp 


{1  -\-  n  sin*  qp)  cos  qp 

0 

Dieses  Integral  geht  durch  die  Substitution  sin  qp  =  ^  in 
«1 


dz 


0 


worauf  Partialbruchzerlegung   des   Integranden   zum   Ziel   führt.    Man 
erhält 

n(n,  1,QP,)  =  ,77^^ — r  In ,      ^!^  ^^  +  -^-j^  arctg(l/w  sin flpA  falls  w>0  ist, 


JT(w,  1, 9,)  =  ^  In  L±^^     für  w  =  0, 

V    '    '  ^1/         2         1  —  sm  qpj  ' 


TT/-       1         \  1         1     l-f-sinqPi    ,     l/— w    1     1+"|/— wsinqp,     „..  ^ 

J7(w,  1,  QPi )  =  sTT-i — ; In  .    — ^--^  +  i^Tj—i — T  In  —     , — -    für  w  <  0 . 

^    '    ''^i^       2(1 +  n)       1  — sinqpi       2(1 +  w)       i  _ /IT^ sin (p^ 

Hierbei  kann  -r-  In ,        .    ^^   durch  lntg(^-  +  -r)    ersetzt   werden,   wie 
2        1  —  sm  qp^  ^  V  2  4  /  ' 

sich  leicht  durch  einfache  goniomet;-ische  Umformung  ergibt. 

3.  Mit  Hilfe  der  Substitution  x^  =  1  :  z  soll  gezeigt  werden,  daß  die 

Integrale 

Xl  00 

0  Ji 

einander  gleich  sind.^) 

1)  Die  transformierte  Form   des   elliptischen  Integrals   erster  Gattung,    bei 
der  2  =  0,  z  =  l,  z  =  k-    die  Wurzeln    des  Radikanden    im  Nenner    darstellen. 


Schwingungsdauer  eines  Pendels. 


213 


4.  Man  zeige,  daß  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  Fili,  x^ 
in  Aufff.  3  durch  die  Substitution 


3a 


^^-'  '^■'  ~   3z  +  (**+!)«' 

WO  a  eine  positive  Zahl  und  z  die  neue  Veränderliche  ist,   in  das  In- 
tegral 


(2) 


j^V-.J 


dz 


V4(;e-eJ(z-e,)(Ä-e,) 


übergeht,  wo 


^1  —  3  >       ^2  —  3  .       ^3  —  3 

und  e^  -\-  e^  -\-  e^  =  0  ist. 

Die  Form  J  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  wird  als 
dessen  Weierstraßsche  Xormalforni  bezeichnet.  Die  untere  Grenze  z^ 
von  ./  ergibt  sich  aus  (1)  durch  Einsetzen  von  x  =  x^  und  Auflösen 
nach  2. 

5.  Unter  der  Schuingungsdauer  eines  Pendels  versteht  man  bekannt- 
lich die  Zeit,  die  das  Pendel  zu  einer  Schwingung  aus  der  einen  Grenz- 
lage (etwa  links)  in  die  nächste  Grenzlage 
(rechts)  braucht.  Diese  Schwingungsdauer  T 
soU  bei  einem  mathematischen  Pendel  von  der 
Länge  l  bestimmt  werden;  dabei  werde  ange- 
nommen, daß  man  das  Pendel  zur  Zeit  ^  =  0 
in  eine  Lage  gebracht  hat,  in  der  es  mit  einem 
nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gerichteten  jf 
Lote  den  Winkel  SOA  =  u  (Fig.  44)  bildet; 
alsdann  überläßt  man  das  Pendel  dem  Einfluß 
der  Schwere.  Der  Widerstand  der  Luft  bleibe 
unberücksichtigt. 

Zur  Zeit  t  sei  das  Pendel  unter  dem  Winkel 
S  OP  =  qp  gegen  das  Lot  OS  geneigt:  w  sei  die 
Masse  des  schwingenden  materiellen  Punktes  P  undg  die  Beschleunigung 
der  Schwere. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Dynamik  ist  das  Produkt  aus  der 
Masse  m  und  der  Änderung  dv,  die  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P 


Fig.  a. 


wurde  von  Riemann  in  seinen  Vorlesungen  häufig  gebraucht.  Vgl.  B.  Rieiuann, 
Elliptische  Funktionen,  hrsgg.  von  H.Stahl,  Leipzig  1899,  S.  13—16.  Auch  F.  Klein 
(Mathematische  Annalen,  Bd.  14  (1879),  S.  116  [1878])  hebt  die  Wichtigkeit 
dieser  Form  des  Integrals  hervor.  Vgl.  femer  L.  Fuchs,  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  71  (1870),  S.  113,  118,  121,  Bd.  83  (1)^77),  S.  löW. 
[1876];  Gesammelte  Werke,  herausgegeben  von  R.  Fuchs  und  L.  Schlesinger, 
Bd.  1,  Berlin  1'j04,  S.  265,  271,  274,  Bd.  2,  BerHn  1906,  S.  87ff.;  R.Fuchs, 
Sitzungsberichte   der  Berliner  mathematischen  Gesellschaft,  Bd.  8  (1908),  S.  2. 
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während  des  Zeitelements  dt  erfährt,  gleich  dem  Produkt  aus  dt  und 
der  in  Richtung  der  Bewegung  des  Punktes  genommenen  Komponente 
der  wirkenden  Schwere  mg,  oder  anders  ausgedrückt:  das  Produkt 
aus  der  Masse  und  der  Beschleunigung  ist  gleich  der  in  Richtung 
der  Bewegung  des  Punktes  genommenen  Komponente  der  wirkenden 
Kraft.  Diese  Komponente  ist,  wie  man  der  Figur  entnimmt,  gleich 
mgBmcp\  daher  folgt 

/i\  ^^' 

(1)  m  -TT  =  mg  sin  gp 

ds 
und  hier  ist  v  =  --,-,  wenn  ds  das  während  des  Zeitelements  dt  beschrie- 

bene  Bogen element  bezeichnet  (vgl.  S.  13,  sowie  Teil  I,  S.  17).  Wird 
der  von  dem  Pendel  beschriebene  Bogen  von  der  Anfangslage  OA  aus 
gemessen,  so  ist  (^5  =  —  Idcp,  wobei  das  Minuszeichen  steht,  weil  einer 
Zunahme  ds  des  Bogens  eine  Abnahme  des  Winkels  qp  entspricht.  Die 
Gleichung  (1)  kann  daher  durch 

(2)  -l^^g^mcp 

ersetzt  werden.    Nach  Multiplikation  von  (2)  mit  —  2  -^  folgt 

jj,  dcp  d^cp  j,      .        dcp 

^^dt  d¥  =  -^9''''^dl^ 

eine  Gleichung,  deren  linke  Seite  die  Abeitung  von  l[Jr)  darstellt,  so 
daß  nunmehr 


d 


m 


^^^  ^'      dt      ^~^^^^^^'^     °^®^'     ^d(^-^'j  =  —  2gsm(pd(p 

hervorgeht.    Durch  Integration  erhält  man 
(4)  l{^f=^  2 g  cos  cp  +  c. 

Die  Integrationskonstante  c  ergibt  sich,  wenn  mau  beachtet,  daß  zur 
Zeit  ^  =  0  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  und  cp  =  a  ist;  daher  wird 
c  =  —  2^  cos  «und 

(4  a)  l  (^)  =  2g  (cos  <p  -  cos  a) , 

somit 

(5)  dt  =+^/l-~=^^=^. 

'      9  y2 (cos cp  —  cos a) 

Bezüglich    des   Vorzeichens    ist    folgendes    zu   beachten:   Bei   der 
Schwingung  in  der  Richtung  von  A  nach  S  nimmt  cp  ab,  dq)  ist  ne- 
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gativ,  man  hat  daher  ein  Minuszeichen  zu  setzen,  damit  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (5)  gleich  der  positiven  Größe  dt  werde.  Bei  der  Schwin- 
gung von  S  nach  B  ist  d(p  positiv,  man  hat  in  (5)  rechts  das  Plus- 
zeichen zu  setzen. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  cos  qp  =  1  —  2  sin^  \  q?,  cos  a  =  1  —  2  sin^  j  a 
folgt 


(6)  dt  =  +  ]/ 


l  dcp 


9  2ysin*^o;  —  sin^+qp 


Wie  man  sieht,  führt  die  Bestimmung  von  t  ^\xi  ein  elliptisches  Integral. 
Bevor  wir  dieses  berechnen,  werde  die  Aufgabe  nur  mit  einer  Annäheraug 
gelöst  unter  der  Annahme,  die  Amplitude  u  sei  so  klein,  daß  es  gestattet 
ist  sin  -|  a  durch  ~  a  und  daher  ^uch  sin  \  (p  durch  j  (p  zu  ersetzen.  Als- 
dann wird  die  Zeitdauer  t^  der  Schwingung  von  Ä  bis  S: 

0  a 

(7)  t,  =  -V  gj  ^y^—^^  =  +  V~gj  +ya---^- 

oder 

(7  a)  ,  =  +yi[..„.i„^]-:-+|/I.i„. 


Genau  dieselbe  Zeitdauer  ergibt  sich  für  die  Schwingung  von  S 
bis  zur  Grenzlage  OB.  Daß  diese  Zeitdauer  t^  =  t^  sein  muß,  folgt 
übrigens  auch  aus  einem  Satze  der  Mechanik,  demzufolge  ein  materieller 
Punkt,  der  sich  lediglich  unter  dem  Einfluß  der  Schwere  im  luftleeren 
Raum  frei  oder  auf  einer  gegebenen  Kurve  oder  Fläche  bewegt,  bei 
jedem  Durchgang  durch  dieselbe  Horizontalebene  die  gleiche  Geschwin- 
digkeit hat. 

Die  Zeitdauer  T  der  Schwingung  von  A  bis  B  wird  demnach 

(8)  T  =  ^^  +  ^^,  =  ^-)/l. 

Bei  Einführung  der  Länge  l^  des  mathematischen  Sehundenpendels, 
die  durch  1  =  %  1/-  bestimmt  ist,  kann  man  die  Gleichung  (8)  auch 
in  der  Gestalt 

(9)  T-yi 

schreiben. 

Will  man  die  Schwingungsdauer  T  in  aller  Strenge  ableiten,  so  ist 
auszugehen  von 

0 

(10)  i-T=_]/'   C ^'^  

^      ^  2  y      gj    2  j/sinMa  — sin*{(p 
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Durch  die  Substitution 
(11)      sin  2  a  =  A',     sin -|  g?  =  Ä;  siu  w ,     j  cos  j  (f  dq)  =  Je  cos  co  dc3 

geht  dieser  Ausdruck  in  das  mit  dem  Faktor  +1'        versehene    voll- 
ständige Integral  erster  Gattung  K  über  (vgl.  Regel  7),  man  erhält 

(12)       ^T  =  +y^f--=j^=_-=  =  +-\/i.K 

0     '^ 

Durch  Reihenentwicklung  folgt 
1 

^  =  J  {  1  +  Y (^ sin ö r  +  ~  (Je sin  cof  +  ^^^  {k sin cof  +  ■  -  ■]  da, 

0 

woraus  bei  Anwendung  der  Formel 


1 


J  S.„     2-4-6..-2«         2 

0 


Bm^"codo3=  ^  ' 


(vgl.  Aufg.  76,  S.  99)  die  Gleichung 

(13)    r=.y]-{i  +  (if.^  +  (i^)V  +  (^-j)'.»  +  ., 

hervorgeht. 

Für  die  Zeit  t,  die  das  Pendel  braucht  um  von  A  nach  P  zu  gelangen, 

findet  man  nach  (6)  und  (1 1),  wenn  cp  ^ip  ^a  und  sin  ~ip  =  Je  sin  %  ist: 

1 
—  » 

(p  2 

(14)        t.^--\/^f—       ^^      =  +V^f        ^^ 

^      ^  '     f'J  2l/sinn«  — sinHii^  ^    5'J  Vi  —  ^-^sin*!;' 

und  mit  Rücksicht  auf  (12)  ist  alsdann 

0         ' 

Dieser  Ausdruck  \  T  —  t  stellt  die  Länge  der  Zeit  dar,  in  der  das  Pendel 
aus  der  Lage  OP  in  die  vertikale  Lage  OS  schwingt. 

Bei  der  Berechnung  des  Winkels  q),  den  das  Pendel  nach  Verlauf 
der  Zeit  ^  <  |  T  mit  dem  Lote  OS  bildet,  beachte  man,  daß  aus  (14  a) 
nach  Regel  8  die  Gleichung 

03  =  am  I  l/y  [y  ^  "~  0    '     ^^^  ^  ^  ^^^  ~  '^^} 
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hervorgeht,  woraus  nach  (11) 

(15)  sin  —  9?  =  Je  sin  CD  =  Ä;  sin  am  1 1/  y  (—  T  —  n  | ,     med  Je  =  sin      a 
folgt;  ferner  wird 

(15  a)        cos  Y  95  =  A  am     1/  ^  (—  T  —  n    ,     med  J:  =  sin  -^  a. 

Auch  die  Geschwindigkeit  v  des  Pendels  zur  Zeit  t  ^^  T  läßt  sich 
nun  leicht  berechnen.    Aus  den  Bemerkungen  zu  (1)  folgt 

und  nach  (4  a) 

(16)  1 1- 1  =  -f-  y2gl  (cos  cp  —  cos  a)  =  -\-  2  Ygl  k  cos  co 
oder 

(16  a)     u    =  2]/^ZBin  — acosam  11/ y  (yT  —  n    ,     modÄ:  =  sinYa- 

Das  Pendel  erreicht  die  größte  Geschwindigkeit  v  =  V,  wenn 
cos  0  =  1,  also  CO  =  0  ist;  dann  wird  nach  (14  a)  t  =  ^  T,  das  Pendel 
hängt  lotrecht.    Offenbar  ist  F  =  2 1/^?  sin  i  «. 

6.  Es  soll  nun  die  vorhergehende  Aufgabe  dahin  abgeändert  werden, 
daß  man  dem  Pendel  zur  Zeit  f  =  0,  wo  es  mit  dem  Lot  OS  den  Winkel 
a  bildet,  eine  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  erteilt.  Wir  erinnern  hierbei 
an  die  Jedermann  bekannte  Tatsache,  daß  bei  hinreichend  großer  An- 
fangsgeschwindigkeit Vq  das  Pendel  im  voUen  Kreise  herumschwingt, 
während  es  bei  entsprechend  kleinem  Werte  v^  eine  ähnliche  ,.pendelnde" 
Bewegung  zeigt  wie  in  dem  soeben  betrachteten  Falle  Vq  =  0.  Man 
wird  also  unwillkürlich  die  Frage  aufwerfen,  welcher  Betrag  der  An- 
fangsgeschwindigkeit Tq  diese  beiden  FäUe  trennt. 

Auch  jetzt  gelten  wieder  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  und  (4), 
aber  die  Integrationskonstante  c  in  (4)  erhält  nun  einen  anderen  Wert. 

Beachtet  man,  daß  aus  (4)  für  die  Geschwindigkeit  ^'  =  ~  ^  737  die  Be- 
stimmungsgleichung 

v^  =  2 r/l  cos  (f  -\-  cl 

folgt,  so  erhält  man  bei  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  ^  =  *^>  f  =^  ^) 
V  =  ly. 

(1)  .  Vq^  =  2 gl  cos  u  -{-  cl, 
daher 

(2)  v^  —  Vq' =  2  gl  {cos  cp  —  cos  <x)  =  Agl  (sin^  ja  —  sin^jq)). 

Es  fragt  sich,  ob  es  nunmehr  überhaupt  eine  Lage  des  Pendels  gibt, 
in  der  dieses  für  einen  Augenblick  die  Geschwindigkeit  NuU  hat,   und 
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wie  groß  der  dieser  Lage  zugehörige  Winkel  q?  ist.    Zur  Entscheidung 
dieser  Frage  setzt  man  in  (2)  v  =  0  und  findet  alsdann :| 

(3)  Sin-  —  9?  =    -^  -    n    0 


4:gl 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  das  Pendel  nur  dann  eine  Ruhe- 
lage einnimmt,  wenn 

(4)  L  =  4:gl3m^a  +  VQ''£4:gl 

ist,   denn  im  Falle  Agl  sin^ ^  a  -\-  Vq^"^  Agl  würde   sin^-|9)>l,   also  (p 
nicht  reell  sein. 

Im  Falle  X<4^^  wird  das  Pendel  nach  Überschreitung  der  lot- 
rechten Lage  OS  mit  allmählich  abnehmender  Geschwindigkeit  bis 
zu  einer  gewissen  Grenzlage  steigen,  in  der  es  mit  dem  Lote  OS  einen 
Winkel  ß  bildet,  und  zwar  ist 


die  zugehörige  Geschwindigkeit  ist  Null.  Nachdem  das  Pendel  diese 
Grenzlage  erreicht  hat,  kehrt  es  wieder  zurück. 

Im  Falle  L^4gl  ist  die  dem  Pendel  erteilte  Anfangsgeschwindig- 
keit Vq  so  groß,  daß  dasselbe  nie  eine  Grenzlage  erreicht,  der  die  Ge- 
schwindigkeit Null  zugehört,  vielmehr  wird  das  Pendel  im  Kreis  herum- 
schwingen, also  volle  Umläufe  machen. 

Eine  besondere  Behandlung  verdient  der  Fall  L  =  Agl]  hier  wird 
die  Geschwindigkeit  Null  zwar  in  einer  gewissen  Grenzlage  erreicht,  der 
der  Winkel  ß  =  180°  zugehört,  aber  dies  geschieht,  wie  wir  sehen  werden, 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit,  also  asymptotisch. 

Wir  wollen  nun  diese  drei  FäUe  näher  betrachten. 

A.  L  =  4:glsm^a-\-VQ^<4gL 

Nach  (2)  wird 

(6)  V'  =  r^{^y=^L-4glsiu^^cp, 

daher 

ld(p 


-f  yL  — 4 gl  sm- 
oder  mit  Benutzung  von  (5): 

(8)        ^^'+ky\    "" 


9  |/sinH/J— sinHg) 

Bei  der  weiteren  Behandlung  der  Aufgabe  ist  nun  analog  zu  ver- 
fahren wie  früher  (S.  216).    Durch  die  Substitution 

sin  |-  /3  =  h,     sin  I  qp  =  li  sin  a 
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geht  das  zu  (8)  gehörige  Integral  in  die  Normalform  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  über.  Für  die  Zeitdauer  der  Schwingung  aus 
der  Anfangslasce  0^  in  die  lotrechte  Lage  OS  findet  man 


(9) 
wobei 


Ä;  =  sm  2  ß=y hl -— ,     Sin co^  =  ^.  sin  .,  a 


ist.    Für  die  Zeitdauer  der  Schwingung  aus  der  Lage  OS  in  die  Grenz- 
lage OB,  der,  wie  wir  oben  sahen,  der  Winkel  ß  zugehört,  findet  man 


(10) 


f   gj  i/i  — fc^sin'ca       '   y  g    * 


wobei  wieder  k  =  sin  i  ß   und  K  das   zu  Ti  gehörige  vollständige  ellip- 
tische Integral  erster  Gattung  ist. 

Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  (12)  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe; nur  muß  man  beachten,  daß  nunmehr 


Ä-  =  + 


V"-» 


-\-  4grZ8in^^o: 
4^7 


ist,   während  in  (12),  S.  216   h  gleich   sin  i  a  war.    (Für  v^  =  0   geht 
natürlich   der  jetzige  Wert  Ti  in  den 
früheren  über.) 

Genau  dieselbe  Zeit  t^  braucht 
das  Pendel,  um  aus  der  Grenzlage 
0-B  in  die  Lage  OS  zurückzukehren;  ^  < 
nach  Überschreiten  derselben  steigt 
das  Pendel  zur  Grenzlage  OB',  der 
der  Winkel  SOB'  =  S  0 B  =^  ß 
(Fig.  45)  zugehört,  und  auch  dieses 
Ansteigen  vollzieht  sich  während   einer  Zeit,  die  so   groß   wie  ^g   ist. 

Die  Zeitdauer  T  der  Schwintfuns  von  B  bis  B'  wird  daher 


(11) 


T=2t,  =  2y^  K 


Aus  (2)  folgt,  daß  das  Pendel  seine  größte  Geschwindigkeit  V  in_ 
der  lotrechten  Lage  OS  (cos  <p  =  1)  erreicht;  ofi'enbar  ist 


(12) 


r=-\-yvQ^  +  4glBm^a. 
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B.  Es  sei  L  =  Agl s\Tx^\a  +  v^^  >  4:gl. 

Durch  Einführung  der  Größe  \^  =  Agl :  L  geht  die  Gleichung  (7) 
über  iu: 

(13)  dt  =  +  --j.—=M^=—, 
woraus  durch  die  Substitution  \(p  =  co 

^t  A\  ji        -r  2ldw  -p  7    n  /  Z  dco 

(14)  dt  =  -\-    ,_  ,  =  +  h  1/ , 

hervorgeht. 

Für  die  Zeitdauer  der  Schwingung  aus  der  Anfangslage  0  J.  in  die 
lotrechte  Lage  OS  findet  man 
1 


igl 


(15)  h=-{--k,y^-i- — — — ,  ^'1=+ V-. , .  7  •  21 

^      ^        ^  ^  y    gj  Vi  — k,'' sin' CO '         ^  y   v,^+4glsmna 

0     '^  ^ 

Für   die  Zeitdauer  der  Schwingung  des  Pendels   aus   der  tiefsten 
Lage  OS  in  die  entgegengesetzte  höchste  Lage  OS'  folgt 

1 

_  j" 
(16)         t,  =  +  k,  ]/i  f     'z..- =  +  kV^}^- 

'     9J  yi — Ä:, -sm-üQ  '     y 

0      *  ^ 

Genau  dieselbe  Zeit  braucht  das  Pendel,  um  mit  Überschreitung  der 
Stelle  S'  aus  der  Lage  OS'  in  die  Lage  OS  zu  schwingen,  denn  man 
würde  zur  Berechnung  dieser  Zeit  den  Ausdruck 


'  y  gJ  1/1^^ 


+  KV'z 


finden,  der  durch  Einführung  von  ip  vermöge  co  =  n  —  xj)  in 


t^^  +  hV-f^^^ — 

^  ^  y    gJ  j/l— Äii^sin^T/, 

übergeht.    Die  Zeitdauer  eines  vollen  Umlaufs   des  Pendels  ist  natür- 
lich 2^2. 

In  der  tiefsten  Lage  ist  die  Geschwindigkeit,  wie  aus  (2)  folgt: 


(17)  V=+yv,'-^4glsin^a, 

in  der  höchsten  Lage 


(18)  V'=+  ]/i)o' -  4:gl cos2 i  a . 
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C.  Es  sei  L  =  4:gl  sin^  | «  +  V  =  '^9^- 
Aus  (7)  folgt  nun  sofort 

(19;  rf^  =  +  |l/^  -T-, 

daher  ist  die  Zeitdauer  der  Schwingung  aus  der  Anfangslage  Oyl  in  die 
lotrechte  Lage  OS: 

0 

oder  mit  Rücksicht  auf  Aufg.  58,  S.  94: 

(21)  .,  =  +1/;  [b.tg(^-  +  })];:>  +  yilntg^-f«. 

Mit  Überschreitung  der  Lage  OS  beginnt  das  Pendel  mit  ab- 
nehmender Geschwindigkeit  zu  steigen,  bis  seine  Geschwindigkeit  Null 
wird;  dies  tritt,  wie  schon  S.  218  erwähnt  wurde,  ein,  wenn  das  Pendel 
mit  der  Lage  OS  einen  Winkel  von  180"  bildet,  also  die  zu  OS  entgegen- 
gesetzte Lage  OS'  eingenommen  hat.  Für  die  Zeit,  die  bis  dahin  ver- 
fließt, findet  man 

(22)  t. = +W]U:r. = +V]['^^''-VX> -' 

0 

das  Pendel  nähert  sich  daher  asymptotisch  der  Lage  0S\  ohne  sie  je  zu 
erreichen. 

Für  die  Geschwindigkeit  in  der  tiefsten  Lage  findet  man 


§  13. 

Differentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  der 
beiden  Grenzen;  Differentiation  nnd  Integration  nach  einem 

Parameter. 

1.  Wird 


J  =ff{x)  (Ix  =  F{ii)  -  F{a) 


als  eine  Funktion  der  oberen  Grenze  u  oder  der  unteren  Grenze  a  be- 
trachtet, so  gelten  die  Gleichungen 

-3-=fiu)      und        ,'   =—f(a), 
du  ^  ■'  da  /  V    ' ' 

falls  die  Funktion  f(x)  an  den  Stellen  x  =  u  bzw.  x  =  a  stetig  ist. 
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2.  Enthält  der  Integrand  einen  willkürliclien  Parameter  a  und  wird 

u 

j^  jf(x,  a)dx  =  Fiu,  a)  —  F{a,  a) 

a 

als  eine  Funktion  von  a  betrachtet,  so  gilt  die  Gleichung 

u 


nt;^  Cd  fix,  a) 

Ici        J         da. 


dx\ 


man  kann  daher  die  Differentiation  eines  Integrals  nach  einem  in  ihm 
enthaltenen  Parameter  statt  nach  Bestimmung  des  Integrals  auch  vor 
der  Integration,  d.  h.  unter  dem  Integralzeichen  ausführen.  Hierbei  ist 
vorausgesetzt,  daß  die  Grenzen  u  und  a  von  dem  Parameter  a  unab- 
hängig sind;  ferner  soU  fix,  a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a  sein, 
die  eine  stetige  partielle  Ableitung  nach  a  hat.  Der  Yariabilitätsbereich 
von  a  kann  natürlich  ein  anderer  sein  als  der  von  x,  aber  wenn  f{x,  a) 
in  dem  Bereiche  a  -\-  8  -^x  -^h  —  e,  wod  und  s  beliebig  kleine  posi- 
tive Größen  sind,  stetig  ist,  so  steUt  auch  J  eine  im  Variabilitätsbereich 
des  Parameters  a  stetige  Funktion  von  a  dar.^) 

3.  Sind  die  Grenzen  a  und  u  bei  dem  soeben  betrachteten  Integral 
Funktionen  von  a,  so  gilt  die  Gleichung 


/       j,.        ^du        j.,        \da    ,     rdf{x,a)j 


4.  Für  die  Differentiation  eines  unbestimmten  Integrals 

J  =  j  f{x,  a)  dx  =  F{x,  ß)  +  c, 
nach  dem  in  f{x,  a)  enthaltenen  Parameter  u  gilt  die  Regel 

Hierbei  sind  c  und  q  völlig  willkürliche  Konstanten. 

5.  Ist  f{x,  a)  innerhalb  eines  Bereiches  von  x  und  eines  Bereiches 
von  a  stetig  und  ist 

u 

j  f(x,  a)dx  =  J, 
SO  gilt  die  Gleichung 

Ctj  U  Ol 

I J  •  da  =J  \  Jf(x,  a)dcc\dx 


1)  Über  die  Anwendung  der  vorstehenden  Regebi  auf  Integrale  mit  unend-' 
lieben  Grenzen  vgl.  man  z.  B.  C.  Jordan,  Cours  d'analyse,  Bd.  2,  Paris  1883,  S.  160. 
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oder 

Ol  U  U  Ol 

J\   jf(30,a)dx\da=l\Jf{x,a)da]dx. 

Die  Integration    von  J  nach  a   kann   daher   unter   dem    sich  auf  x  be- 
ziehenden Integralzeichen  ausgeführt  werden^  mit  anderen  Worten: 

Die  Beihenfolge  der  leiden  bei  f{x,  a)  auszuführenden  Integrationen 
ist  willkürlich.  Voraussetzung  ist  natürlich,  daß  das  zu  je  einer  Ver- 
änderlichen gehörige  Paar  von  Integrationsgrenzen  von  der  anderen  Ver- 
änderlichen unabhängig  ist;  auch  müssen  diese  Grenzen  innerhalb  der 
betreffenden  Stetigkeitsbereiche  liegen. 

6.  Die  Differentiation  und  Integration  eines  Integrals  nach  einem 
Parameter  läßt  sich  leicht  verwenden,  um  aus  einem  Integral,  dessen 
Wert  bekannt  ist,  den  Wert  eines  anderen  Integrales  abzuleiten. 


Beispiele, 

1.  Die  Formel 

1 


J  n  +  l 

0 


x''dx  =  ^^r^  (w-M>0) 


ist  li  mal  nach  dem  Paramter  n  zu  differenzieren. 
Man  erhält 


0 

2.  Die  Formel 


fx^ihixfdx  =  (-  1)* ^-rxT- 


eo 

je-^'^dx^j^  (a>0) 


ist  (j)  —  1)  mal  nach  a  zu  differenzieren. 
Man  erhält 


CxP-^-" 


— f/a-^-')' 


0 

insbesondere  für  a  =  1: 

00 

fx^-^e-'^dx  =  (jp—  1)!. 

0 

Dieses  Integral  wird  nach  A.  M.  Legendr e  gewöhnlich  durch  r(p} 
bezeichnet;  Gauß  benutzte  das  Zeichen  TT(^—  1).    Man  nennt  diesea 
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Integral  die  GammafimMion  oder  das  Eulersche Integral ziveiter  Gattung-^ 
in  §  14  wird  es  näher  betrachtet. 
3.  Aus  der  Formel 


/ 


smaxdx  = cos  ax  -\-  c 


durch  Differentiation  nach  dem  Parameter  a  eine  neue  Formel  abzuleiten. 


/ 


X  cos  axdx  =  -^  cosaa;  -\ sinaa;  +  q. 


4.  Die  gleiche  Aufgabe  bei 

/  — T^r-  =  -jt  lii  (^  +  ^^)  +  c. 


wenn  h  der  Parameter  ist. 
Man  erhält 


/ 


7 r-jTTs   =  i:«"  Iß  (^  +  &^)  —  TT ,    r.    s   +  C, 


5.  Die  Formel 


00 

/dx  1  TT  /       -^    A\ 

0 


mal  nach  a  zu  differenzieren. 

Man  erhält 

r        dx                 13       5 

2n—l 
2n 

1 

Tt 

J(a,*  +  a)-  +  i         2       4       6 

0 

a"l/ö 

2 

6.  Nach  Aufg.  12,  S.  107  ist 

f             dx 

Tt 

'cos*a; -|- ö'sin^a;        2aö 


(a&>0) 


Man   differenziere   diese   Gleichung  je   einmal  nach  a  und  einmal 
nach  h  und  benutze  diese  beiden  Ergebnisse  zur  Ableitung  der  Formel 
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Die  Differentiation  nach  a  ergibt 


/ 


1 

2acoa^xdx 


{a- coa'^ X -\- f  sin* x)*         2a*ö 
ö 

oder 


0 

7.  Der  Ausdruck 


/cos^xdx  n  „ 

(a- C03*a; -)- &*  8in*x)*         4a^6' 


-f^-^^^dx  (a>0) 


J 

0 

ist  nach  h  zu  differenzieren  und  alsdann  J  mit  Rücksicht  auf  die  Formel 


/< 


e~'^''  coshxdx  = 


a*  +  5s 


(vgl.  Aufg.  2,  S.  105)  zu  berechnen. 
Offenbar  ist 

00 

öT  =    I  e~'^'' coshxdx  =    .  ,  , ., , 
00       J  a*  -\-b* ' 

0 

daher 

J=f^^db=^arotg^  +  C. 

Da  für  6  =  0  auch  J  =  Q  wird,  ist  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null,  wenn  arctg  —  zwischen  —  —ti  und  -\-  ^  7t  genommen  wird;  man 
erhält  daher 

00 

(1)  J dx  =  arc  tg  -^  (a  >  0). 


0 


Für  a  =  0  ergibt  sich  die  Formel^) 

00 

/<.^\  /sin 6a;  ^  1 

(2)  J~^dx  =  ±^7t 

0 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  &  >  0  oder  <  0  ist. 

1)  Zum  Nachweis,  daß  der  Übergang  zu  a  =  0  erlaubt  ist,  vgl.  z.  B.  E.  Czuber, 
Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  Leipzig  1906, 
S.  164—166. 

Dingeldey:  Differential-  u.  Integralrechnung   II.  16 
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Man  beachte,  daß  der  Wert  dieses  Integrals  von  dem  absoluten 
Wei-t  der  Größe  &  unabhängig  ist.  Dies  ergibt  sich  auch,  wenn  in  dem 
Integral  durch  die  Substitution  Ix  =  s  an  Stelle  von  x  eine  neue  Inte- 
grationsveränderliche z  eingeführt  wird. 

8.  Im  Anschluß  an  die  letzte  Formel  zeige  man,   daß  das  Integral 

00 

J  =  \  s,'mpxsmqxQ\rLrx  ■ —  (P;  ö';  *"  >  0) 

0 

gleich  \  %  oder  gleich  0  ist,  je  nachdem  sich  aus  den  Größen  'p,  q,  r, 
wenn  man  sie  als  Längen  von  Strecken  deutet,  ein  Dreieck  konstruieren 
läßt,   das  diese  Strecken  zu  Seiten  hat,  oder  nicht.    Dabei  werde  noch 
angenommen,  daß  p'>  q'>  r  sei.^) 
Zunächst  ist 

sin qx sin 7-x  =  \  {  cos  {q  —  r)  x  —  cos  {q  ^  r)x], 
daher 

^mpx  sin  qx  sin  rx  =  |  {  sin^j^  cos  (q  —  r)  x  —  sm2^x  cos  (q  +  r)x } ; 
mit  Hilfe  der  Formel 

sm2)X cos{q  —  r)x  =  \  { sin  (p  +  q  —  r) x  +  sin  {p  —  q  -}-  r) x} 

und  der  analogen  Formel  für  sin^.z'cos(g  +  r)x  erhält  man  also 


dx 

X 


J==-  i  { ^{Tß(j)J^q—r)x+sm{ii—q-\-r)x—s\i\{p+q-]-r)x—sm{p—q—r)x] 

0 

Da  ^  >  2  >  r  >  0  vorausgesetzt  wurde,  sind  die  drei  Größen  p  -]-  q  —  r, 
p  —  q-\-  ">'  und  p  -{-  q  -\-  r  sicher  positiv;  hingegen  ist  ^  —  q  —  r  negativ 
oder  positiv,  je  nachdem  man  aus  den  Strecken  j;,  q,  r  als  Seiten  ein 
Dreieck  konstruieren  kann  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  wird  daher  mit 
Rücksicht  auf  (2)  in  Aufg.  7: 

J'=i  {i^  +  l^-i^  +  l^}  =ijr, 

im  zweiten  Fall  wird 

9.  Aus  der  Gleichung 


/ 


sin  bx    T  1  /T  ^    r^ 

~^dx  =  -%  (h>0) 


leite  man  durch  Multiplikation  mit  db  und  Integration  nach  dem  Para- 
meter h  innerhalb  der  Grenzen  1)  ^  a  und  h  =  ß  eine  neue  Formel  ab. 


1)  Vgl.  A.  Sommerfeld,    Nachrichten    von    der  Gesellschaft    der    Wissen- 
schaften zu  Göttingen,  math.-iAys.  Klasse,  Jahrgang  1904,  S.  118. 
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Man  erhält 


JcoB  a 
X 
0 


X  —  COß  ÖX     ,  1    /  n  \ 

—  ax  =  —  {ß  —  a)7i. 


10.  In  Aufg.  1  wurde  aus  der  Formel 

1 

(1)  /^"^^^  =  ^|-I  (n  +  l>0) 

0 

durch  Differentiation  nach  dem  Parameter  n  eine  neue  Formel  erhalten; 
nun  soll  durch  Integration  von  (1)  nach  dem  Parameter  n  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  ß,  wo  a  +  1  >  0  und  j3  +  1  >  0  sei,  eine  neue  Glei- 
chung abgeleitet  werden. 

Man  findet 

1 

+  1 


J      hix 


dx  =  hi      ,  , 

0 

11.  In  trieicher  Weise  ist  die  Formel 


I 
I 


0 

mit  bezug  auf  den  Parameter  a  zu  behandeln. 
Man  findet 


oc 

le-''''dx^^^  (a>0) 


/ 


—  e 


-^^—dx^hx^,  {a>0,ß>0). 

0 

12.  Zur  Berechnung  von 

00 

J  ==  j  e'"^'  dx 

0 

setzt  man  zunächst  x  =  uz,  wo  ß>0  sei,  und  erhält  hierdurch 

eo 

J=fe-''"'"adz. 

0 

Diese  Gleichung  multipliziere  man  nun  mit  e~"^  da  und  integriere  als- 
dann ihre  beiden  Seiten  nach  u  innerhalb  der  Grenzen  0  und  oo.  Alles, 
was  sonst  zur  Berechnung  von  J  erforderlich  ist,  findet  sich  dann  von 
selbst. 

Die  Gleichung 

oc  oc  00 

fje-"'  da  =j'\fe—'^^^''^ada]dz 

0  Ü  0 

15* 
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ergibt 

OS 

dz  In 


J  2(1 


T2  _  _ 

J  2(l  +  s^         2       2  ' 
0 

daher 

Vgl.  auch  Aufg.  15,  S.  202,  Aufg.  9,  S.  242  und  Aufg*13,  S.  313.  Ofifen- 
bar  ist 


13.  Aus  dieser  letzten  Formel  soll  man  mit  Hilfe  der  Substitution 


X  =  az  -\ ,  a>0 


a 


die  Formel 


/6»  _ 


ableiten. 

14.  Das  Integral 

so 

fe-=^dx 

0 

spielt  eine  wichtige  RoUe  in  der  Theorie  der  BeohachtungsfeJder.  Es 
möge  dies  im  folgenden  kurz  dargelegt  werden. 

Wenn  eine  Größe  durch  Beobachtung  oder  Messung  bestimmt  werden 
soU,  wird  man  nicht  nur  eine  Beobachtung  machen,  denn  diese  kann  ja 
sehr  leicht  mit  einem  verhältnismäßig  großen  Fehler  behaftet  sein;  man 
wird  vielmehr  eine  ganze  Reihe  von  Beobachtungen  anstellen.  Die  hier- 
bei auftretenden  Fehler  sind  teils  unregelmäßig  (zufäUig),  d.  h.  sie  haben 
ihren  Grund  in  Umständen,  die  sich  während  des  Verlaufs  der  Beob- 
achtungen ändern  können,  teils  sind  sie  regelmäßig  (konstant),  d.  h.  sie 
sind  durch  einen  sich  fortwährend  in  gleicher  Weise  äußernden  Umstand 
verursacht.  (Vgl.  Teil  I,  S.  142).  Wir  wollen  im  folgenden  annehmen, 
daß  die  einzelnen  Beobachtungen  gleiche  Zuverlässigkeit  haben  und 
nur  zufällige  Fehler  vorliegen;  es  soll  also  kein  Grund  vorliegen 
eine  Beobachtung  für  wertvoller  zu  halten  als  eine  andere.  Alsdann 
zeigt  die  Erfahrung,  daß  bei  diesen  Fehlern  ein  gewisses  Gesetz  zum 
Ausdruck  kommt,  das  sich  auf  die  Größe  und  Häufigkeit  der  Fehler 
bezieht. 

Zur  Ableitung  dieses  Gesetzes  hat  Gauß  zunächst  als  Grundsatz, 
aufgestellt,  daß  der  wahrscheinlichste  Wert  der  unbekannten  Größe  durch 
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das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Beobachtungen  dargestellt  wird.  ^) 
Außerdem  wird  die  durch  die  Erfahrung  bestätigte  Annahme  gemacht, 
daß  kleine  Fehler  häufiger  vorkommen  als  große,  und  zwar  um  so  häu- 
figer, je  kleiner  sie  sind:  äußerst  geringe  Fehler  werden  also  am  häu- 
figsten auftreten.  Ferner  nimmt  man  an,  daß  positive  Fehler  ebenso  oft 
vorkommen  wie  negative. 

Es  sei  nun  x  der  bei  einer  Beobachtung  begangene  Fehler,  und 
X  +  Ax  der  Fehler  bei  einer  anderen  Beobachtung;  ist  n^  die  Anzahl 
aller  in  das  durch  x  und  x  -\-  Ax  begrenzte  Intervall  fallenden  Fehler 
und  ^'  die  Gesamtzahl  aller  Beobachtungen,  so  ist  u-  =  n^:y  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Auftreten  eines  innerhalb  des  genannten  Intervalls 
liegenden  Fehlers.  Hierbei  soU  n^  als  Funktion  von  x  betrachtet  werden. 
Die  Größe  w  hängt  selbstverständlich  von  Ax  ab;  die  Annahme  scheint 
plausibel,  daß  für  sehr  kleine  Beträge  Ax  die  Wahrscheinlichkeit  iv  zu 
Ax  proportional  ist,  so  daß  angenähert  iv  =  (p(x)  Ax  gesetzt  werden 
kann,  und  zwar  wird  diese  Gleichung  der  Wahrheit  um  so  näher  kommen, 
je  kleiner  A.r  ist.  Bei  einer  gegebenen  Reihe  von  Fehlern  ist  q){x)  ein 
Maß  für  die  relative  Häufigkeit  des  Fehlers  x.  Dabei  darf  jedenfalls  an- 
genommen werden,  daß  die  Fehler  ein  gewisses  Intervall  nicht  über- 
schreiten, sondern  zwischen  gewissen  Grenzen  —  a  und  -j-  a  gelegen 
sind;  die  Funktion  (p{x)  muß  dann  von  der  Beschaffenheit  sein,  daß  sie 
für  j  a;  I  >  ;  «  j  verschwindet. 

Wir  lassen  nun  die  Größe  des  Intervalles  von  x  bis  x  -\-  Ax  nach 
Null  streben,  indem  wir  Ax  nach  Xull  streben  lassen  und  bringen  dies 
dadurch  zum  Ausdruck,   daß  wir  Ax  durch  dx  ersetzen.    Alsdann  ist 

iv  =  n^  :  X  =  (p  (x)  dx 

die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines  Fehlers  in  dem  Intervall 
von  X  bis  x  -f  dx-^  natürlich  ist  dieser  Wert  tv  unendlich  klein.  Da 
ferner  die  Summe  aller  für  das  Intervall  von  —  a  bis  -f  a  gebildeten 
Werte  n^  gleich  N  sein  muß,  ist  (p(x)  jedenfalls  eine  Funktion,  die  die 
Bedingung 

/  q)  (x)  dx  =  1 

—  a 

erfüllt,  und  natürlich  muß  auch 

A 

f  (p(x)dx  =  1 


1)  Dies  würde  auch  die  ,, Methode  der  kleinsten  Quadrate"  ergeben.  Sind 
nämlich  z^,  s^,  .  .  .  z^  die  n  beobachteten  Werte  der  Größe  z ,  so  sind  z  —  z^, 
z  —  2j,  ...  z  —  2„  die  Fehler  der  Beobachtungen.  Die  Forderung,  daß  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  ein  Minimum  sei,  führt  auf  die  Gleichung 


Vgl.  Teil  I,  S.  142. 


2  =  -^-(2i+-^.  +  ---  +  ^„)- 
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sein,  wo  -4  >  <x  ist,  denn  außerhalb  des  Intervalles  von  —  a  bis  +  a 
liegende  Felder  kommen  ja  nach  Voraussetzung  nicht  vor.  Insbeson- 
dere muß 

00 

j  (p(x)dx  =  1 

sein. 

Bildet  man  die  Summe  aller  Ausdrücke  (p{x)dx  für  das  Intervall 
von  x^  bis  x.^,  bildet  man  also 


j 


so  ist  dieses  Integral  ein  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein 
Fehler  zwischen  den  Grenzen  a\  und  x^  liege. 

Theoretische  Erwägungen,  insbesondere  von  Gauß  und  Laplace^) 
sowie  zahlreiche  Erfahrungen  haben  gezeigt,  daß  die  Funktion 

(p(x)  =  c  ■  e~ '''■"'', 

wo  c  und  h  reine  Zahlen  bedeuten,   das  „FehJergeset^"  für  x'  ^  a  sehr 
gut  darstellt.    Die  Forderung 

30 

/c-e-'''^'^x  =  1 

30 

ergibt  mit  Rücksicht  auf  Aufg.  12,  S.  228  für  c  den  Wert  h  :  Y^,  so- 
mit 

Die  oben  erwähnte  Forderuna: 


A 

c  ■  e~''''''d  X  =  1 

A 


J 


1)  C.  F.  Gauß,  Theoria  motus  coi-porum  coelestium,  (1809),  Art.  175 — 179; 
Gauß  Werke,  Bd.  7,  Leipzig  1906,  S.  240—246:  P.  S.  Laplace,  Theorie  analyti- 
que  des  probabilites,  Paris  1812,  Buch  2,  Kap.  4;  3.  Aufl.,  Paris  1820,  Art.  23; 
Oeuvres  completes,  Bd.  7,  Paris  1886,  S.  343.  Vgl.  auch  F.  W.  Bessel,  Unter- 
suchungen über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Beobachtungsfehler,  Astronomische 
Nachrichten,  Bd.  15  (1838),  S.  369;  Bessels  Abhandlungen,  hrsgg.  von  R.  Engel- 
mann, Bd.  2,  Leipzig  1876,  S.  372 — 391.  Im  übrigen  verweisen  wir  zur  näheren 
Orientierung  über  die  Theorie  der  Beobachtungsfehler  auf  die  Werke:  E.  Czuber, 
Theorie  der  Beobachtungsfehler,  Leipzig  1891;  F.  K.  Helmert,  Die  Ausglei- 
chungsrechuung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  2.  Aufl.,  Leipzig  und 
Berlin  1907;  E.  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  2.  Aufl.,  Bd.  1,  Leipzig 
und  Berlin  1908,  besonders  S.  246 — 275:  A.  A.  Markoff,  Wahrscheinlichkeits- , 
rechnung,  deutsche  Ausgabe  von  H.  Liebmanu,  Leipzig  und  Berlin  1912. 
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ist  natürlich  nur  angenähert  erfüllt,   um   so  genauer  je   größer  Ä  ist. 
Tatsächlich  erreicht 

.4  A 


-A  0 

schon  für  J.  =  3   den   Wert    0,9999779   und  für  Ä  =  4  ergibt    sich 


Fig.  47. 


0,99999998458.1)    p^g^^,  45  stg^.  ^^^  g^^.^^  ^  _  ^-x^-  ^^^.^  j^-^^^^.  ^-  ^-^ 
Kurve 


y 


-^    ie-^'dt. 
0 


Die  Zahl  h  kann  mit  Gauß-)    als  ein  Maß   der  Genauigkeit  oder 
Präzision  der  Beobachtungen  gedeutet  werden.    Offenbar  ist  nämlich 


IV,  = 


/ 


^J  I/tt  J 


die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  bei  irgend  einer  Beobachtungsreihe, 
für  die  die  Zahl  li  den  Wert  li.  hat,  ein  Fehler  vom  absoluten  Betrag  |  x  1 

J-  '  Oll 

kleiner  als  die  positive  Größe  ^  oder  ihr  gleich  sei,  und 

w^  =    ^    /  e~ '*■'-' y'ay 


hat  die  entsprechende  Bedeutung  für  eine  ganz  andere  Beobachtungs- 


1)  Eine  Tafel   für    die  Werte    der  Funktio 


X 

n  __    I  e 

]/7t  J 


dt  findet  man  z.  B. 


bei  E.  Czuber,  Theorie  der  Beobachtungsfehler,  Leipzig  1891,  S.  411;  eine 
Tafel  für  dieselbe  Funktion  und  ihre  sechs  ersten  Ableitungen  findet  man  bei 
H.  Bruns,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Kollektivmaßlehre,  Leipzig  und 
Berlin  1906,  im  Anhang;  E.  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  1.  Bd.,  2.  Autl., 
Leipzig  und  Berlin  1908,  S.  38.5—404;  E.  Jahnke  und  F.  Emde,  Funktionen- 
tafeln mit  Formeln  und  Kurven,  Leipzig  und  Berlin  1909,  S.  33—42;  A.A.  Mar- 
koff a.  a.  0.,  S.  H12-317. 

2)  Theoria   motus    corporum    coelestium    (1809),    Art.   178;    Gauß   Werke, 
Bd.  7,  Leipzig  1906,  S.  245. 
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reihe  mit  h  =  h^  und  für  das  Intervall  von  0  bis  +  iq .    Durch  die  Substi- 
tutionen \x  =  2i,  h^y  =  ^2  gehen  diese  beiden  Integrale  über  in 

2 


~ß-"'ä^u  »,=^j;-.-<i.,; 


daher  wird  w^=  w^,  faUs  \i,  =  \y]  ist.  Wird  diese  Beziehung  ange- 
nommen, so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Auftreten  eines  dem 
Intervall  von  0  bis  |  bei  der  ersten  Beobachtungsreihe  angehörigen 
Fehlers  gerade  so  groß  wie  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Auf- 
treten eines  dem  Intervall  von  0  bis  iq  angehörigen  Fehlers  bei  der 
zweiten  Reihe.  Je  gi-ößer  nun  |,  verglichen  mit  rj,  bei  einer  will- 
kürlich aber  fest  gewählten  Wahrscheinlichkeit  w^  =  iv^  ist,  um  so  un- 
genauer ist  die  erste  Beobachtungsreihe,  verglichen  mit  der  zweiten;  oder 
m.  a.  W.  um  so  genauer  ist  die  zweite  Reihe,  verglichen  mit  der  ersten. 
Für  |>'^?  ist  aber  auch  h^^h^,  daher  ist  die  Genauigkeit  propor- 
tional zu  der  in  der  Funktion  q)  (x)  auftretenden  Zahl  h,  diese  Zahl  kann 
somit  in  der  Tat  als  ein  Maß  für  die  Präzision  der  Beobachtungen  an- 
gesehen werden. 

Einen  Ausdruck,  der  die  Größe  //   in  ihrer  Abhängigkeit  von  den 
begangenen  Fehlern  Xj^,  x^,  .  .  .  x^  darstellt,  gibt  Gauß^)  in  der  Gestalt 


h 


-V 


2(a;,*-fa;,*  +  ..--|-0 


wo  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen  bedeutet.  F.  Hausdorff  ^)  findet, 
daß  das  Präzisionsmaß  li  rund  der  reziproke  Wert  derjenigen  Zahl  ist, 
die  von  16 7^  der  beobachteten  Fehler  überschritten,  von  84^0  nicht 
erreicht  wird. 

15.  Auf  das  in  Aufg.  12  berechnete  Integral 


J==Je---'dx  =  +  \yit 


führe  man 

1 

äx 


0 

zurück  durch  die  Substitution  x  =  e"*" 


1)  Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen,  Art.  3,   Zeitschrift  für 
Astronomie,  Bd.  1  (1816);   Gauß  Werke,  Bd.  4,  Göttingen  1873,  S.  111. 

2)  Berichte   der   Gesellschaft   der   Wissenschaften   zu   Leipzig,   math.-phys.  ^ 
Klasse,  Bd.  53  (1901),  S.  164—166. 
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Hier  wird  In  -    =  -?',  dx  =  —  2ze~''dz,  daher 


T^=  j-2e-'"'ds=  +yit. 


16.  Die  Formel 

00 


I 


y'x 


dadurch  zu  beweisen,  daß  man  bei  dem  in  Aufg.  12  berechneten  Integral 

oc 

J=    ie-='\lx  =  +  -^yx 

0 

x^  durch  X  ersetzt. 

17.  Setzt  man  in  dem  Integral  von  Aufg.  13  die  Größe  6  =  0  und 
erstreckt  man  die  Integration  von  0  bis  oo,  so  folgt 


oc 


u 

Aus   dieser  Formel  leite    man   durch  Differentiationen  nach   dem 
Parameter  a  andere  Formeln  ab. 
Zunächst  folsrt; 


/ 


^2e-<»=^=<^^  =  -i-y:r, 


0 

alsdann 


/ 


^e-"^-^V?^  =  -V^,]/n;; 


allgemein  wird 


/• 


» 


,3.,-...^,_'-3-6...(2n-n^^ 

wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

18.  Die  Jcinetisclie  Energie  (lebendige  Kraft)  einer  Masse  w,  die 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegt,  ist  bekanntlich  Imu'.  Man 
bestimme  hiernach  die  gesamte  kinetische  Energie  T'  der  geradlinigen 
Bewegungen  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  n  Moleküle  eines 
Gases,  wenn  die  Anzahl  dn  derjenigen  Moleküle,  deren  absolute  Ge- 
schwindigkeit einen  zwischen  u  und  ti  -\-  du  gelegenen  Betrag  hat,  durch 
das  Maxwellsche  Verteilungsgesetz  (vgl.  Aufg..  27,  S.  72) 

(1)  ■     *"  -~ 

gegeben  ist. 
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Die  gesamte  kinetisclie  Energie  T'  der  geradlinigen  Bewegungen 
aller  n  Moleküle  ergibt  sich,  wenn  man  dn  mit  ~mu^  multipliziert  und 
alle  diese  Produkte  addiert,  d.  h.  über  \mu^dn  von  m  =  0  bis  n  =  oo 
integriert.    Man  erhält 


(2)  rj.,^^  r,^ 


du 


oder  (nach  Aufg.  17) 

(3)  T'=^^mn(f=^3Ic\ 

wenn  M  die  Gesamtmasse  mw  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  n 
Moleküle  bedeutet.    Umgekehrt  folgt 


(4)  ^  =  2l/s^ 


Sind  u^f  u^,  .  .  .  tin  flie  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Moleküle, 
so  ist  die  kinetische  Energie: 

T'  =  ^m{u^^  +  ^^2^  H H  w„^) , 

und  bei  Einführung  des  Mittelwertes  U^  der  Quadrate  der  einzelnen 
Geschwindigkeiten : 

wird  T'  =  \mnTJ^=  ^Mü^,  daher  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (3): 

(6)  ?72=fc2. 

Wir  haben  vorhin  nur  von  der  kinetischen  Energie  der  geradlinigen 
Beivegungen  der  Moleküle  gesprochen;  in  Wirklichkeit  hat  jedes  Molekül 
noch  eine  innere  Energie,  nämlich  die  lebendige  Kraft  der  Schwingungen, 
die  die  Atome  des  Moleküls  ausführen  und  etwaiger  Rotationen  des 
Moleküls.  Nach  den  Anschauungen  der  hinetiscJien  Theorie  der  Gase 
ist  die  vorhin  bestimmte  kinetische  Energie  T'  der  absoluten  Tempe- 
ratur T  des  Gases  proportional,  und  zwar  findet  man  die  Beziehung^) 

(7)  T'  =  ^3IÜ'=^BTG, 

wo  JR  die  sogenannte  Gaskonstante  (vgl.  Teil  I,  S.  34),  g  die  Beschleu- 
nigung der  Schwere  und  G  das  Gewicht  31  g  bezeichnet.  Aus  dieser 
Gleichung  folgt  übrigens  die  zur  Berechnung  von  ü  wichtige  Glei- 
chung 

(8)  U=^VdRfg. 


1)  Vgl.   z.  B.   H.  Lorenz,    Technische   Wärmelehre,    München   und   Berlin. 
1904,  S.  14. 
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Mit  der  Größe  U,  die  nach  (5)  die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittel- 
wert der  Quadrate  der  einzelnen  Geschwindigkeiten  der  n  Moleküle  dar- 
stellt^ ist  der  früher  ( S.  12)  bestimmte  Mittelwert  u^^  der  Geschwindig- 
keiten nicht  zu  verwechseln;  es  wurde  gefunden 

(9)  ''--^, 

y  n 

und  wenn  man  für  c  den  Ausdruck  (4)  einführt  und  die  Gleichung  (7) 
beachtet,  ergibt  sich 

m  «.=*l/S.  =  ^l/4?- 

Wie  man  sieht,  besteht  zwischen  ü  und  h^  die  Beziehung 

(11)  ii,,=^U==  0,9213  U. 

Bei  Anwendung  der  Gleichung  (8)  auf  Wasserstoff ,  für  den  die 
Gaskonstante  gleich  422  ist,  findet  man  bei  einer  Temperatur  von  0°  C 
(also  T=  273)  mitg  =  9,81  für  U  den  sehr  großen  Betrag  von  1841  m  sek; 
ferner  wird  u,^=  1696  m  sek. 

Bei  der  atmosphärischen  Luft  ist  11  =  29,27  (vgl.  Teil  I,  S.  34j; 
man  findet  ü  =  485  m/sek,  2t„,  =  447  m  sek,  faUs  T  =  273  ist. 

Infolge  zahlreicher  Zusammenstöße  mit  anderen  Molekülen  werden 
natürlich  nur  sehr  kleine  Strecken  mit  diesen  großen  Geschwindigkeiten 
zurückgelegt,  Strecken,  die  durchschnittlich  etwa  der  Größenordnung 
Yö^  mm  entsprechen.  ^) 

Die  Formel  (8)  läßt  sich  auch  noch  in  der  Gestalt 

(12)  f''=485]/^|^ 

schreiben,  wo  y  das  spezifische  Gewicht  des  Gases  bedeutet,  bezogen 
auf  das  spezifische  Gewicht  der  atmosphärischen  Luft  als  Einheit.") 
Für  die  Gaskoustante  7?  hat  man  nämlich,  wie  aus  der  in  Teil  I,  S.  34 
mitgeteilten  Berechnung  der  Gaskonstanten  für  Luft  (29,27j  hervorgeht, 
allgemein  den  Ausdruck 

10333-0,7734        29,27 


11 


273  y  7 


k 


1)  Vgl.  z.  B.  W.  X ernst,  Theoretische  Chemie,  7.  Aufl.,  Stuttgart  1913, 
S.  205—207. 

2)  Vgl.  R.  Clausius,  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie, 
2.  Abt.,  Braunschweig  1867,  S.  255;  R.  Clausius,  Die  mechanische  Wärme- 
theorie, 3.  Bd.,  Die  kinetische  Theorie  der  Gase,  hrsgg.  von  M.  Planck  und 
C.  Pulfrich,  2.  Aufl.    Braunschweig  1889—1891,  S.  34. 
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daher  wird 


jj  _-i/3- 29,27  Tg  _-i/3  ■  29,27  •  273  Tgf 
V  V  Y  273 y 


Hier  ist  nun  |/3  •  29,27  •  273^  =  485    der  Wert  von  ü  für  Luft  von 
0°  C,  es  folgt  also  in  der  Tat 

Daß  u^<.U  sein  muß,  zeigt  übrigens  auch  eine  schon  in  Teil  I, 
S.  141  abgeleitete  Ungleichung;  bei  Anwendung  auf  den  jetzt  vor- 
liegenden Fall  ist  hiernach  für  yt  >  1 


')< 


Setzt  man  Ji  =  2,  so  ergibt  sich  ii^l  <  C/^,  also  u^^^  <  ü. 

19.  Bei  einem  au  zwei  Stellen  Ä  und  B  horizontal  gelagerten 
Balken,  der  kontinuierlich  belastet  ist,  wie  Figur  24,  S.  36  zeigt,  ist  das 
dem  Querschnitt  Q  mit  der  Abszisse  x  zugehörige  Biegungsmoment  31^ 
nach  Gleichung  (5),  S.  36  gegeben  durch 

X 

(1)  M^=  Ä{x  -  a)  -f{x  -  ^)qa)dl. 

Es  ist  zu  zeigen,  daß  man  durch  Differentiation  dieses  Ausdrucks 
nach  X  die  dem  Querschnitt  Q  entsprechende  Querkraft  V^  erhält. 
Schreibt  man  die  Gleichung  (1)  in  der  Form 

X  X 

M^=  A{x  -a)-  xfq{l)di  -^fu{i)dl, 
so  folgt  nach  Regel  1,  S.  221: 

X  X 

(2)  •  "^  =  A  -fq{i)dl  -  xq{x)  +  xq{x)  =  Ä  -fq{i)dl , 

.Tj  Xi 

und  dieser  Ausdruck  ist  nach  Gleichung  (4),  S.  36  tatsächlich  die  dem 
Querschnitt  Q  entsprechende  Querkraft  V^. 

20.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Aufg.  19  ist  zu  zeigen,  daß 
man  durch  Differentiation  der  Querkraft  V^  nach  x  die  mit  dem  Faktor 
—  1  multiplizierte,  der  Stelle  x  entsprechende  Belastung  erhält. 

Aus 

X 

V^=A-Jq(^)d^ 
folgt  nach  Regel  1,  S.  221: 

dx  dx'  a\   / 
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21.  Man  bestimme  das  Integral 


a 


indem  man  J  zunächst  nach  a  diflFerenziert:    wird   alsdann  das   in  3— 

'  du 

noch  vorkommende  Integral  mit  der  Integrationsveränderlichen  x  be- 
rechnet und  hierauf  -^  nach  a  integriert,  so  ergibt  sich  J. 


di 
Nach  Regel  3,  S.  222  ist 


dJ  _  ln(l-|-a^j  r 

du~      1  -f-  cc-      '^J  (1  +  a 


xdx 

x){l  +  x')' 


und  wenn  man   auf  das   noch   vorhandene  Integral  eine  Partialbruch- 
zerleguug  anwendet,  folgt 

a  a 

f  xdx  ^1  f  \x-\-a  a       1    , 

J  (\J^ccx){l-\-x^)        1  +  aV     U  +  ^*        l^ax]""^ 
0  0 

=  Y^r^t  [y  In  (1  -f  a;2)  +  a  arc  tg  a:  —  In  (1  -}-  ax)^^  ^  ^ 


daher 
und 


dJ  a  ,  ,     1    ln(l  +  a«) 

aa         1  +  a^  "         '2       1  -f- " 


r         /       «  4.         7       .     1     r  lii  (1  + «     j 

J  =   /  — -j — s  arctg  arta  +  -^r  /       ,    ,     ,—  da. 

Durch  Anwendung  der  Methode  der  teilweisen  Integration  erhält  man 

r        1  4.  ^     n    i       '>\         TlliCl  +  a^,       ,     1     /*ln(l  +  a*),      ,    ^ 

/=  2  arctg c..ln(l  +  «-)  -J  -  -^^^-' da  +  ^  J     -A_X_J^«  +  C 


oder 


I 


J=  f  ^44^  rf:c  =4-  arctg  cc  •  ln(l  +  a')  +  C. 
0 

Da  für  a  =  0  auch  «7=0  ist,  ergibt  sich  C  =  0,  somit  schließlich \) 

a 

f  '-U-^ß  <fx  -  1  arc  tg  «  .  In  ri  +  «*) . 


1)  Vgl.   E.  Goursat,   Cours   d'analyse   mathömatique,    Bd.   1,    Paria   1902, 
S.  324. 
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22.  In  dem  Integral 

u 

J  =  j  fix,  u)dx 


seien  die  Integrationsgrenzen  sowie  der  Parameter  a  Funktionen  eines 
ren  Paramet 
Man  erhält 


anderen  Parameters  A;  mau  bestimme  -tt- 


dJ       cJ  du       cJ  da    .    cJ  da 

dX         du  dJ.        da  dX         da  dX 


oder  mit  Rücksicht  auf  Regel  1  und  2: 


d£ 

dl 


u 
rr  \  du         .,  .da    .    da    C  cf{x,  a)    , 


Diese  Gleichung  ist   etwas  allgemeiner  als  die  in  Regel  3  ange- 
gebene. 


§  11- 

Die  Eulerschen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

(Beta-  und  Grammafunktioiieii). 

1.  Als  Eulersches  Integral  erster  Gattung  oder  Betafunläion^)  be- 
zeichnet man  den  Ausdruck 

1 

B(i>,  q)  =fxP-\l  -  xf-^dx, 

0 

wo  ^  >  0  und  g  >  0  ist. 

2.  Als  Eulersches  Integral  zweiter  Gattung  oder  GamtnafunJction^) 
bezeichnet  man  den  Ausdruck 


r(j>)  =  I  e~''xP~'^dx,      wo^j>0, 


1)  Die  Bezeichnung  integrale  Euierienne  de  la  premiere  espece  stammt  von 
A.  M.  Legendre,  Exercices  de  calcul  integral,  Bd.  1,  Paris  1811,  S.  222; 
Eulers  erste  Untersuchungen  über  diese  Funktionen  finden  sich  in  den  Com- 
mentarii  Academiae  Petropolitanae  Bd.  5,  ad  annos  1730  et  1731^  Petersburg 
1738,  S.  40;  vgl.  ferner  eine  Abhandlung  in  den  Novi  Commentarii  Academiae 
Petropolitanae,  Bd.  16,  (1771),  Petersburg  1772,  S.  91.  Die  Bezeichnung  Beta- 
funktion stammt  von  J.  Ph.  Binet,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  cahier  27 
(1839),  S.  131. 

2)  Die  Bezeichnung  integrale  Euierienne  de  la  seconde  espece  und  das  Zei- 
chen r  stammt  von  A.  M.  Legendre,  Memoires  de  l'Institut  de  France,  (1809) 
Paris  1810,   S.  477;    Exercices   de   calcul   integral,    Bd.  1,  Paris  1811,    S.  276  f. 
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3.  Bereits  in  Aufg.  ]  8,  S.  108  wurde  unter  der  Voraussetzung,  da^ 
p  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind,  die  Formel 

1 

0 

gefunden,  und  in  Aufg.  2,  S.  223  unter  der  Voraussetzung,  daß  p  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  die  Formel 

Z{p)  ^Je-^'xP-^dx  =  (p—  1)! 
ü 

Insbesondere  ist  übrigens  zu  merken  r(l)  =  1. 

Im  folgenden  müssen  aber  p  und  q  nicht  ganze  positive  Zahlen 
sein,  sondern  p  und  q  sollen  jetzt  irgend  welche  positive  Zahlen  sein. 

Beispiele. 

1 .  Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  1  —  z  beweise  man  die  Formel 

1  1 

fxP-^{\  —  xy-^dx  =Ja^i-\l  —  xy-^dx, 

0  0 

d.  h. 

2.  Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  z  :  {1  -\-  z)  die  Formel 


1  OD 

B(i',  q)  ^jxP-\\  -  xy-'dx  =Jj~r^ 

0  0 

zu  beweisen,  aus  der  nach  Aufg.  1  noch 


gdz 


folgt. 


Euler  behandelte  dieses  Integral  in  seinen  Institutiones  calculi  integralis,  Bd.  4^ 
Petersburg  1794,  S.  337  (nach  einem  Manuskript  aus  dem  Jahre  1781).  Nähere 
geschichtliche  Bemerkungen  über  die  Beta-  und  Gammafunktionen  findet  man 
z.  B.  bei  N.  Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Gammat'unktion,  Leipzig  1906. 
Außer  diesem  Werk  seien  für  die  Theorie  der  beiden  Funktionen  noch  ge- 
nannt J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  4.  und  5. 
Aufl..  bea?-b.  von  G.  Scheffers,  2.  Bd.  Integralrechnung,  Leipzig  und  Berlin 
1911,  S.  196 — 263;  J.  Thomae,  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale  und  die 
Fourierschen  Reihen,  Leipzig  und  Berlin  1908,  S.  138  bis  151;  G.  Lejeune-Di*- 
richlet,  Vorlesungen  über  die  Lehre  von  den  einfachen  und  mehrfachen  be- 
stimmten Integralen,  hrsgg.  von  G.  Arendt,  Braunschweig  1904,  S.  100  —  124 
und  an  einijjcn  anderen  Stellen. 
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3.  Die  Formel 


zu  beweisen. 

Nach  Aufg.  2  ist 

0 

Dieses  Integral  läßt  sich  als  Summe  zweier  anderen  Integrale  mit  dem- 
selben Integranden  schreiben,  von  denen  das  eine  die  Grenzen  0  und  1, 
das  andere  die  Grenzen  1  und  oo  hat.  Das  letztgenannte  geht  aber 
durch  die  Substitution  a;  =  1  :  ^  in  das  erste  über,  es  ist  somit 

J    (i+x)^+«  ax-zj    (i^_^)p+j    ax. 

0  0 

4.  Mit  Hilfe  der  Methode  der  teilweisen  Integration  soll  die  Formel 

bewiesen  werden. 

Man  hat  nach  Regel  2 

30 

r(j)+  1)  =Je-'xPdx, 

0 

und  hieraus  folgt 

so 

r{p-^l)=[- e-^xpf+  ip  •  e-'xP-^dx.    . 

u 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet,  da  p 
eine  positive  Zahl  ist  (vgl.  Teil  I,  S.  71  f.,  Regel  1  oder  2). 
Offenbar  ist  auch 

r(p  +  1)  =  p(p  -  i)(p  -  2) . . .  (p  -  k)r{p  -  Je), 

wo  2^  —  A"  >  0  sein  muß. 

5.  Wenn  man  in  der  Formel 

V{p)=je-'zP-^dz,    p>0 

0 

an  Stelle  der  Veränderlichen  2  eine  neue  Veränderliche  a  durch  die  Sub- 
stitution 3  =  xcc,  ds  =  xda  einführt,  erhält  man  leicht  die  Formel 


00 

(1)  -1  =  J-   fe-^'-ttP-'-da- 

aP        V{v)J 
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andrerseits  ist 
(2)  r(g)  =  /  e~'x^-^dx  =  /  ^—-- —  dx. 

0  0 

Man  soll  nun  in  das  letzte  Integral  für  — ^  den  durch  (1)   gegebenen 

Wert  eintragen,  ferner  unter  Benutzung  von  Regel  5,  S.  222  die  Inte- 
gration in  bezug  auf  x  ausführen  und  hierdurch  die  Formel 

(3).  ^(^^'ä)-ra 

ableiten. 

Man  erhält  zunächst 

00  90 

dx 


r(q)  =  :^  I e-'^x'i  +  P-'l       e-'^'^aP-^da 

0  0 

00  00 


ccP-'^-  da 


r(P) 

0  0 

woraus  sofort 

00 

0 

hervorgeht  (vgl.  Aufg.  2,  S.  239).  Diese  Formel  zeigt  wieder,  daß  die 
Funktion  B{p,  g),  wie  schon  in  Aufg.  1,  S.  239  bemerkt  wurde,  in  p 
und  q  symmetrisch  ist. 

6.  Mit  Hilfe  der  Formeln 

^iP,Q)='r§^    ^^^d    [■ip  +  i)=pr{^) 


soll  die  Gleichung 

bewiesen  werden. 
7.  Die  Formel 


B(i'  +  1.4)-^B(i'.«) 


rwr(i-p)  _  Bip,i-p)  =  -^.^^,      (0<p<i) 

ZU  beweisen  unter  Benutzung  der  in  Aufg.  5  abgeleiteten  Formel  und 
2        des  Ergebnisses  von  Aufg.  34,  S.  142. 

In  Aufg.  5  ist  q  durch  1  — ^  zu  ersetzen;  alsdann  wird 

r(p  +  2)  =  r(i)  =  i 

■       (Regel  3,  S.  239),  somit 

1  r(p).r(l-i?)  =  B(i9,  1-p), 

I "" ■"■"' 
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wofür  nach  Aufg.  2  das  Integral 


gesetzt  werden  kann;   dieses  wurde  in  Aufg.  34,  S.  142  bestimmt  und 
gleich  71 :  sm{p7C)  gefunden. 

8.  Man  mache  sich  klar,  daß  aus  der  soeben  abgeleiteten  Formel 
im  Falle  ^  =  -|-  die  Gleichung 

r(i)  =  +]/^ 

hervorgeht. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Bestimmung  von  r(o)  möge  noch  bemerkt 
werden,  daß  sich  die  Funktion  In  r(l  +2^)  in  eine  unendliche  Reihe  ent- 
wickeln läßt,  die  für  |  j;  |  <  1  gleichmäßig  konvergiert  und  zur  Berech- 
nung von  In  r(l  -\-p)  benutzt  werden  kann.  Näheres  hierüber  findet 
man  in  den  ausführlicheren  Lehrbüchern.^)  —  Einige  Werte  von  fij)) 
für  das  Intervall  von  r(l)  bis  r(2)  sind  am  Schluß  dieses  Paragraphen 
in  einer  Tafel  zusammengestellt.  Diese  läßt  sich  natürlich  auch  zur 
Berechnung  solcher  Funktionswerte  benutzen,  deren  Argument  größer 
als  2  ist,  denn  nach  Aufg.  4  ist  z.  B. 

r(4,35)  =  3,35  •  r(3,35)  =  3,35  •  2,35  •  1,35  •  r(l,35). 

Auch  die  Funktion  B(j),q)  kann  in  eine  unendliche  konvergente 
Reihe  entwickelt  werden.^) 

9.  Die  in  Aufg.  12,  S.  227  f.  bewiesene  Formel 

oc 

J  e-'^'dx  =  +  YJ/jr 

0 

soll  nun  mit  Hilfe  von 

oc 

r(jp)  =j'e-HP-''dt 

0 

abgeleitet  werden,   indem  man  t  =  x^,  p  =\  setzt  und  r(-2)  =  +  V^r 
berücksichtigt. 


1)  Vgl.  z.B.  J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung, 

4.  und  5.  Aufl.,  bearb.  von  G.  Scheffers,  2.  Bd.  Integralrechnung,  Leipzig  und 
Berlin  1911,  S.  208—214  (Nr.  503—505);  J.  H.  Graf,  Einleitung  in  die  Theorie 
der  Gammafunktion  und  der  Eulerschen  Integiale,  Bern  1894,  S.  46f. ;  N.  Nielsen, 
Handbuch  der  Theorie  der  Gammafunktion,  Leipzig  1906,  S.  37—42.  Vgl.  auch 
H.  Burkhardt,  Comptes  rendus  de  Tacademie  de  Paris,  Bd.  156  (1913),  S.  1212. 

2)  Vgl.  E.  Catalan,  Comptes  rendus  de  l'academie  de  Paris,  Bd.  47  (1858), 

5.  546  f. 
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10.  Aus  der  zur  Definition  der  Betafunktionen  dienenden  Gleichung 

1 


soll  die  Formel 
1 


/  sin'" z  cos« 3d2=     ^  Lm^nllY^ y       (^^'  +  1  > 0,  «  +  1  > 0), 

abgeleitet  werden,  indem  man  x  =  sin^  z  und  2p  — 1  =  tu,  2q  —  1  =  h  setzt. 
Man  erhält  zunächst  für  p^O,  g  >  0 : 

1 

B(i?,  q)  =  2  Ain^i'-i^  cos^'^-i^  dz  =  ^^^^  ,^-^\     usw. 

0 

Insbesondere  wird 


{m  +  1  >  0). 


Diese  Formeln  sind  Verallgemeinerungen  der  Formeln  in  Aufg.  87, 
S.  103  f.  und  Aufg.  76,  S.  99,  bei  denen  die  Exponenten  von  Sinus  und 
Kosinus  ganze  positive  Zahlen  sein  mußten. 

11.  Die  Richtigkeit  der  Gleichung 

r    dx     _  1    /i        £\ 

0 

mit  Hilfe  der  Substitution  x"=  z  zu  beweisen. 

Folgt  auf  Grund  der  Definition  der  Betafunktion  in  Regel  1,  S.  238. 
Für  m  =  n  erhält  man  insbesondere 

0  \ «     / 

(vgl.  Aufg.  5  und  7). 

12.  Im  Anschluß  au  Aufg.  11  bestimme  man 

/*     dx 

0 

16* 
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Offenbar  ist 


4.°\i'  2)      4      r(|-) 


Mit  Hilfe  der  Ergebnisse  von  Aufg.  7  und  8  kann  hierfür 

j    1  KW      ■ 

gesetzt  werden  oder  auch,  da  TQ)  =  4r(f)  ist, 

|/2  3r 

Bei  Benutzung   der  Tafel  auf  S.  245   findet    man  /=  1,31103.    Vgl. 
auch  Aufg.  14. 

13.  Das  Integral 


=/l/^ 


0 

1 

soU  mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  2'^  auf  die  Differenz  zweier  Beta- 
funktionen zurückgeführt  werden  und  alsdann  soll  man  mit  Hilfe  der 
in  Aufg.  5  und  8  bewiesenen  Gleichungen  zeigen,  daß 

4|/2-^        {riW 
ist. 

Man  erhält  zunächst 

1  1 

J"  =  I   /  ^"^  •  ]/ ^— ^  (^^  =  I   /  ^""4  (1  -  ^^)  (1  -  ^)"^  .  (^^ 

0  0 

oder 

0  0 

14.  Das  Integral 

1 

JxP-'^(l—x"y-'^dx 

0 

soll  durch  die  Substitution  x^  ^  s  auf  eine  Betafunktion  zurückgeführt 
werden. 

Man  erhält 

1 

VI  J  ^  ^  m      \m    ^j 


Tafel  für  die  Werte  der  Gammafunktion. 
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Aucli  mit  Hilfe  dieser  Formel  läßt  sich  Aufg.  12  lösen;   man  hat 
in  dem  bei  Aufg.  14  vorgelegten  Integral  p  =  l,  ?w  =  4,  g  =  i  zu  setzen. 
15.  Zu  zeigen,  daß  das  Integral 

00 

r(j))  =  fe-^xP-^dx 
b 

mit  Hilfe  der  Substitution  e~^  =  z,  ;r  =  In       in  die  Gestalt 

1 

0  ^ 

übergeht. 

Wir  stellen  noch  die  auf  sieben  bzw.  sechs  Dezimalstellen  be- 
rechneten Werte  von  log  Vi^p)  und  von  V{p)  für  mehrere  zwischen  ^  =  1 
und  j9  =  2  gelegene  Argumente  in  einer  Tafel  zusammen^): 


p 

log  V{p) 

^(.P) 

P 

log  V(jp) 

rcp) 

1     1,00 

0,0000000 

1 

1,06 

0,9883379—1 

0,973504 

1,55 

0,9488374-1 

0,888868 

'     1,10 

0,9783407—1 

0,951359 

1,60 

0,9511020—1 

0,893515 

1,15 

0,9Ü99007— 1 

0,933049 

1,65 

0,9542989—1 

0,900117 

1,20 

0,9029225—1 

0,918169 

1,70 

0,9583912—1 

0,908639 

1,25 

0,9573-211-1 

0,906402 

1,75 

0,9633451—1 

0,919063 

1,30 

0,9530203—1 

0,897478 

1,80 

0,9691287—1 

0,931384 

1,35 

0,9499515-1 

0,891151 

1,85 

0,9757126—1 

0,945611 

i     1,40 

0,'.)480528— 1 

0,887264 

1,90 

0,9830693—1 

0,961766 

1,45 

0,9472677-1 

0,885661 

1,95 

0,9911732—1 

0,979881 

1,50 

0,9475449-1 

0,886227 

2,00 

0,00t-0000 

1 

§  15. 

Bereclinnng  des  Inhalts  ebener  f  lachen  stücke  (ünadratnr). 

Schon  in  den  Paragraphen  1,  3,  4  und  6  wurden  Aufgaben  über  den 
Inhalt  ebener  Flächen  gelöst.  Doch  kam  damals  nur  die  folgende  Regel 
in  Anwendung  (Regel  6,  S.  2): 

1.  Die  ebene  Fläche,  die  durch  einen  oberhalb  der  x- Achse  stetig 
verlaufenden  Bogen  P1P2  ^^'^'  Kurve  y  =  f{x),  die  Ordinaten  der  End- 
punkte Pj,  Pg  und  das  zwischen  den  Fußpunkten  x  =  a  und  x  =  h^a 


1)  A.  M.  Legendre  hat  die  Werte  von  log  r(p)  für  das  Intervall  von  p  =  1 
bis  p^2  auf  12  Dezimalen  berechnet,  wobei  die  Werte  von  p  um  ^^^^  fort- 
schreiten (Exercices  de  calcul  integral,  Bd.  2,  Paris  1817,  S.  85 — 95).  Vgl.  auch 
E.  Jahnke  und  F.  Emde,  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven,  Leipzig 
und  Berlin  1909,  S.29— 31. 
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dieser  Ordinaten  liegende  Stück  der  Abszissenachse  begrenzt  wird,  hat 
den  Inhalt 

b 

(1)  F=ffix)dx. 

a 

Bei  schiefwinkligen  Koordinaten  mit  dem  Achsenwinkel  a  wird 

6 

(2)  F  =  Bin  (aff{x)dx. 

a 

Wir  fügen  nun  noch  weitere  Regeln  hinzu. 

2.  Ist  die  in  Regel  1  vorkommende  Kurve  durch  eine  Parameter- 
darsteUung 

X  =  ^{t),     y  =  ^(0 

gegeben  und  sind  t^,  t^  die  Pai-ameter  der  Punkte  P^,P2,  so  tritt  an  Stelle 
von  (1)  die  Formel 

(3)  F=fip{t)cp'{t)dt. 

h 

3.  Werden  die  Punkte  Pi(^i7?/i)  und  P^ix^jy^)  der  Kurve  y  =  f{x) 
mit  dem  Koordinatenanfang  0  durch  die  Radienvektoren  OP^^  und  OP2 
verbunden,  so  ist  der  Inhalt  S  des  Sektors  P^OP^,  mit  Hilfe  der  Formel 

(4)  S  =  \f{xdy-ydx) 

zu  bestimmen.  Je  nachdem  man  bei  dieser  Integration  x  oder  y  als 
Integrationsveränderliche  benutzt,  sind  die  Grenzen  x^  und  x^  oder 
t/i  und  y^. 

Ist  der  Radiusvektor  OP^  so  zu  OP^  gelegen  wie  die  positive  Rich- 
tung der  :/'- Achse  zur  positiven  Richtung  der  y- Achse,  so  ergibt  sich 
für  Ä  ein  positiver  Zahlenwert,  im  entgegengesetzten  Falle  ein  nega- 
tiver Wert. 

Bei  einer  durch  x  =  (pif),  y  =  t  (t)  gegebenen  Kurve  ist 

u 

(5)  S  =  i/{  9(0  t'it)  -  i,it)  g>Xt) }  dt 

mit  entsprechender  Vorzeichenregel. 

4.  Der  Flächeninhalt  des  Sektors  P^OP^,  der  durch  die  Radien- 
vektoren OPi,  OP^  und  den  Bogen  P^Po  einer  durch  ihre  Gleichung 
in  Polarkoordinaten  r  =  fiß)  gegebenen  Kurve  begrenzt  wird,  ist 

^„ 

(6)  S=f^d^, 


Flächeninhalt  der  Zykloide  und  der  Ellipse. 
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wobei  O-j  und  d:,  die  zu  P^  und  P^  gehörigen  Polarwinkel  bedeuten.  Der 
Zahlenwert  S  wird  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  beim  Durchlaufen 
des  Kurvenbogens  von  P^  in  der  Richtung  nach  P^  der  Polarwinkel  §• 
wächst  oder  abnimmt. 


Beispiele. 
1.  Die  Fläche  der  gemeinen  Zykloide 

a;  =  a(^— sin  ^),     t/  =  a(l—cost) 

zu  bestimmen,   die  zwischen  der  a;- Achse  und  demjenigen  Zykloiden- 
bogen  liegt,  der  durch  einmaliges  Abrollen  des  die  Kurve  erzeugenden 
Kreises  entsteht  (vgl.  Fig.  35  in  Teil  I,  S.  98).    Das  Intervall  von  t  er- 
streckt sich  daher  von  0  bis  2;r. 
Man  findet 

27t  Srt 

F=  a\fll  -  cos  ty  dt  =  a'\f{l  -  2  cos  ^  +  cos- 1)  dt 


oder  (vgl.  Aufg.  41,  S.  85) 

i^=  a^  [^  _  2  sin  ^  +  -It  +  i  sin  ^t^zl' 


?>a-x, 


die  Fläche  ist  dreimal  so  groß  wie  der  Inhalt  des  rollenden  Kreises. 

2.  Man  bestimme  die  Fläche  der  Ellipse  ic  =  a  cos  t,  y  =  h  sin  t  für 
das  Intervall  von  t^  bis  t^. 

'? 
p=  —fah  s'mHdt  =- —  ah  [\t  -  }  sin  2^];^-, 

Tgl.  Aufg.  42,  S.  85. 

Das  im  ersten  Quadranten  des  Koordinatensytems  gelegene  Flächen- 
.stück  der  Ellipse  erhält  man  für 
ti  =  j7t,   ^2=0;    man    findet    hier- 
für \ah7C,   der  Inhalt  der  ganzen 
Ellipse  ist  daher  E  =  ahn. 

3.  Den  Inhalt  der  Fläche  zu 
bestimmen,  den  die  Evolute  der 
Ellipse  (Fig.48)a;=<x  cos  t,y=bsmt 
einschließt. 

Für  die  Evolute  der  Ellipse  be- 
steht nach  Teil  I,  S.  156  die  Para- 
meterdarstellunff 


X  =  —  cos^t. 


y 


sin^^. 


^z 


Fig.  48. 


WO  c  =  ya^  —  h^  die  lineare  Exzentrizität  der  Ellipse  bedeutet.     Für 
das   im   ersten  Quadranten   des  Koordinatensystems  gelegene  Flächen- 
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stück  der  Evolute,  das  den  vierten  Teil  der  gesamten  Fläche  F  bildet, 
findet  man 


2rt 


4  ah  J 


-^   /  sin^^  0,0^'^  t  dt 


3 


•6  c'     /*     . 


sin*  t  —  sin^  t)  dt 


oder  nach  Aufg.  76,  S.  99^): 


1^ 


3c* 
ab 


31 

4^2 


5-3 


6-4-2 


1\   ■n 
2/ Y 


3  c*  7t 
Z2ab 


3c*  Ä 
8a5  • 


der  ganze  Inhalt  F  beträgt  daher  drei  Achtel  des  Inhalts  eines  Kreises 

Pl- ^      D   vom  Radius  c^-.Yab. 

4.  Wie  groß  sind  die  Inhalte  der  beiden  Sek- 
toren, die  entstehen,  wenn  man  die  Punkte  P^,  P^ 
der  Ellipse  in  Aufg.  2  durch  Radienvektoren  mit  dem 
Mittelpunkt  0  der  Kurve  verbindet? 

Für  den  Sektor  P,OP,KP,  (vgl.  Fig.  49)  findet 
man  nach  (5)  in  Regel  3: 

für  den  Sektor  P^LP^OP^: 


^n  +  ti 

dt 


ah 


{2n  +  t,-t,). 


5.  Den  Inhalt  J  des  kleineren  Segments  zu  bestimmen,  das  durch 
die  Gerade  bx  -\-  '^y  —  lA  =  Q  von  der  EUipse 


28  "'     28 


-1  =  0 


abgeschnitten  wird  (Fig.  50). 

Die  Schnittpunkte  P^,  P^  der  Geraden  mit 
der  Kurve  haben  die  Koordinaten  rc^  =  1 ,  2/1  =  3 
bzw.  iCg  =  4,  ?/2  =  —  2,  wie  man  leicht  aus  den 
Gleichungen  der  Geraden  und  der  Ellipse  findet. 
Die  zu  P^  und  Pg  gehörigen  Parameter  t^,  t^  erhält  man  mit  Hilfe  von 
x=  +_  1/28  cos  t,y  =  +  yf  sin  t,  und  zwar  wird  ^  ^1  =  79  «^  6'  24", 
^  ^2  =  -  40° 53' 40"  oder  in  Bogenmaß  t^  =  1,38068,  t^=  -  0,71374. 


Fig.  50. 


1)  Der  im  ersten  Quadranten  des  Koordinatensystems  gelegene  Evoluten- 
bogen  gehört  zu  dem  im  vierten  Quadranten  gelegenen  EUipsenbogen;  die  Inte- 
grationsgrenzen sind  daher  zunächst  ^n  und  2n,  lassen  sich  aber  durch  0  und  ^tc 
ersetzen,  wie  man  leicht  einsieht. 
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Der  Inhalt  J  des  Segments  ist,  wie  die  Figur  zeigt,  gleich  der 
Differenz  der  Inhalte  des  Sektors  F^OF^AF^  und  des  Dreiecks  P^OPaPi. 
Für  den  Sektor  findet  man  nach  Aufg.  4: 


S  = 


h 

^^^     fdt  =  -^  .  2,09442  =  16,929. 


Das  Dreieck  F^OF^F^  ist  aus  den  beiden  Dreiecken  OQF^  und 
OF.2Q  zusammengesetzt,  die  die  Grundlinie  OQ  =  \^  gemeinsam  haben, 
während  ihre  Höhen  mit  den  absoluten  Werten  der  Ordinaten  von  F^ 
und  Pj  übereinstimmen.    Daher  wird 

J  =  16,f»29  -  i.^d  +  I)  =  9,929. 

6.  Den  Flächeninhalt  der  Ellipse 

Ax-+2Bxij+  Cif==  1 

zu  berechnen;  dabei  ist  zu  beachten,  daß  diese  Gleichung,  wie  in  der 
analytischen  Geometrie  gezeigt  wird,  nur  dann  eine  reelle  Ellipse  dar- 
stellt, wenn  J.C  —  P">  0  ist  und  die  Koeffizienten  A  und  C,  die  infolge 
der  soeben  angeschriebenen  Ungleichung  Zahlen  von  gleichem  Vor- 
zeichen sein  müssen  j  beide  positiv  sind.  Die  Aufgabe  soll  durch  Ein- 
führuug  von  Polarkoordinaten  vermöge  der  Gleichungen  a;  =  r  cos  %■, 
y  =  r  sin#  gelöst  werden.^) 

Die  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarkoordinaten  ist 

(1)  r 


J.co8*'9'-|-  2 £  sin  «•  cos  «■ -f-  Csin»«-' 
der  Flächeninhalt  der  Kurve  wird  daher  nach  Regel  4: 


dd- 


A  cos^  ^  -f  2  £  sin  ö-  cos  •ö-  -f  C  sin*  Q^ 


Dieses  Integral  kann  nun  in  die  Summe  J^  -f  Jg  zweier  anderen  zer- 
legt werden,  von  denen  das  eine  J^  die  Grenzen  0  und  7t,  das  andere  J^ 
die  Grenzen  tc  und  2%  hat;  der  Wert  J^  ist  aber  gleich  Jy,  wie  sich 
leicht  zeigen  läßt,  wenn  man  in  t/«  die  Veränderliche  %•  durch  Q-  -\-  11 
ersetzt.    Daher  wird 


n 

(2)  J=f- 


d» 


J.C08*'9'-|-  25  sin  0-008*+  Csin** 


1)  Vgl.  zu  dieser  Aufgabe  Ch.  Hermite,  Cours  professe,  redige  par  Andoyer, 
3.  Aufl.,  Paris  1887,  S.  14— 15;  Cours  d'analyse,  Bd.  1,  Paris  1873,  S.  394— 396. 
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Inteffrale  solcher  rationalen  Funktionen  von  sin  9^  und  cos  -O-,  die 
sich  nicht  ändern,  wenn  man  d'  durch  ■d'  -\-  :r  ersetzt,  wurden  schon  in 
Aufg.  25,  S.  117  betrachtet,  und  es  wurde  dort  gezeigt,  daß  der  Integrand 
bei  diesen  Integralen  durch  die  Substitution  tg  i)-  =  ^f  in  eine  rationale 
Funktion  von  ^  übergeht.    Im  vorliegenden  Falle  ergibt  sich 


(3) 


=/: 


dz 


A-\-2Bz-\-C2- 


Die  den  früheren  Grenzen  ■9'  =  0  und  d-  =  :jt  entsprechenden  neuen 
Grenzen  sind  nun  beide  ^  =  0  und  man  könnte  daher 
glauben,  der  Wert  des  Integrals  sei  NuU.  Diese  Fol- 
gerung ist  aber  falsch:  man  muß  beachten,  daß  die 
Funktion  ^  =  tg-O"  an  der  SteUe  d"  =^jt  unstetig  wird, 
denn  hier  springt  z  vom  Werte  +  "^^  über  zum  Werte 
—  oo;  man  hat  daher  das  Integral  (2)  in  die  Summe 
zweier  anderen  zu  zerlegen,  von  denen  das  eine  die 
Grenzen  0  und  jjt,  das  andere  die  Grenzen  \7t  und  n  hat.    Nun  ist  aber 


d» 


AcoB-&-\-2Bsind-coB&-\-CBm 


dd- 


1 


^  cos  2  ^  +  2  5  sin  ^  cos  ■9' 4- C  sin»  0- ' 


wie  sich  leicht  ergibt,  wenn  man  in  dem  Integral  der  linken  Seite  dieser 
Oleichung  d-  durch  d-  -\-  tc  ersetzt;  daher  wird 


J 


J  A  cos'''9' 


dO' 


1 


-{-  2  £  sin  ■9'  cos  %•  -\-  C  sin' 


-.=/: 


dz 


A-\-2Bz-i-  Cz^ 


Nun  wird  ^  =  tg'9'  innerhalb  der  IntegTationsgrenzen  nicht  mehr  un- 
stetig.   Nach  Aufg.  4,  S.  113  erhält  man 

Cz  +  B 


J== 


+  yAC  —  B^ 


arc  tg 


yAC—B^ 


-\-\/AC  —  B^ 


7.  Den  Sektor  OAPO  =  S  der  gleichseitigen  Hyperbel 
X  =  ßof  t,     y  =  ©in  t 

2U  berechnen.    Dabei  sei  A  derjenige  ScJieitel  der  Kurve,  der  mit  P  auf 
demselben  Zweig  liegt  (Fig.  51).    Man  findet  S  ^l-t. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  einfache  geometrische  Bedeutung  des  Para- 
meters t,  er  ist  doppelt  so  groß  wie  der  Inhalt  des  Sektors  OAPO  der 
gleichseitigen  Hyperbel  oder  so  groß  wie  der  Sektor  OQAPO,  wo  Q^ 
der  Symmetriepunkt  von  P  in  bezug  auf  die  Achse  OA  ist. 


I 
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Ähnlich  wie  mau  die  Umkehrung  der  Gleichungen  x  =  cos  t, 
y  =  sin  t  in  der  Gestalt 

t  =  arc  cos  x,     t  =  arc  sin  y 
schreibt,  stellen 

t  =  SÜv(^o\x,     ^  =  SIr@ini/ 

die  Umkehrungen  von  031  =  x  =  ßoj  t,  31 P  =  y  =  ©in  t  dar;  dabei 
bedeutet  2tr  die  Abkürzung  des  lateinischen  Wortes  area,  auf  deutsch 
Flächeninhalt.    Vgl.  auch  S.  143  f. 

Übrigens  läßt  sich  t  auch  leicht  durch  x  und  y  ausdrücken.  Mit 
Rücksicht  auf  e'  =  6oj  t  -f  (Sin  t  =  x  -\-  y  wird  ^ 

t=\n{x  +  y)=^ln{x±  Yx^  —  1 )  =  ln{y  +  Yy^  +  1  )• 

Man  beachte  überdies,  daß  außer  den  Werten  von  iio\t  und  <Sin^ 
auch  %Qt  =  @in  t :  Goj  f  in  der  Figur  durch  eine  Strecke  dargestellt 
wird^),  denn  bei  Einführung  des  Schnittpunktes  S  der  Scheiteltangente 
und  des  Radiusvektors  OP  hat  man  ÄS:  0Ä  =  3IP:  031  oder  (wegen 
0Ä=1) 

ÄS==emt'.^o\f  =  ZQt. 

8.  Den  Inhalt  der  von  der  Lemnis};ate  }"  =  2c'^cos20-  (vgl.  Teil  I, 
S.  54)  umschlossenen  Fläche  zu  bestimmen. 

Der  Inhalt  des  im  ersten  Quadranten  des  Koordinatensystems  ge- 
legenen vierten  Teiles  der  ganzen  Fläche  ist  nach  Regel  4,  S.  246: 

O  O  o  / 

1 


\J  =  fc^co^2d'dd'  =  \c\ 


der  Inhalt  J  der  ganzen  Lemniskate  wird  daher  2c'. 
9.  Den  Inhalt  der  Kurve 

{x-  +  y  y  —  o,-'x-'  —  b^y  =  u 

zu  bestimmen,  die  die  FußpunJäkurve  der  Ellipse  — j  +  L  =  1  mit  Be- 
zug auf  den  Mittelpunkt  als  Pol  darstellt  (vgl.  Teil  I,  S.  Q2). 
Die  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoordinaten  ist 

r-  =  a-  cos-  ^  -\-  b'  sin^  0-, 


1)  Näheres  über  die  geometrische  Deutung  der  hyperbolischen  Funktionen 
und  ihrer  (jmkehrungeu  findet  man  bei  H.  Wiener,  Geometrische  Ableitung  der 
Additionssätze  für  die  Hyperbelfunktioneu,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik, 
Bd.  17,  (1911),  S.  25—30  [1910]. 


2«  27t 

(T  0 
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daher  wird 

J=yJ  cos'' 
10.  Den  Jlächeninhalt  J  der  Kurve 

zu  bestimmen,  wo  m  und  n  entweder  positive  gerade  ganze  Zahlen  sind 
oder  positive  Brüche  mit  geraden  Zählern  und  ungeraden  Nennern.  Er- 
füllen die  Exponenten  m  und  n  diese  Bedingung,  so  stellt  die  Gleichung 
(1)  eine  zu  beiden  Koordinatenachsen  symmetrische  geschlossene  Kurve 


Fig.  54.  Fig.  ö5. 

dar,  die  ganz  innerhalb  des  durch  die  vier  Geraden  x  =  -{-  a,  x  =^  —  a, 
y  =  -\-h,y  =  —  'b  gebildeten  Rechtecks  liegt.  Insbesondere  im  Falle 
m  <  1,  w  <  1  liegt  sie  innerhalb  des  Rhombus,  der  entsteht,  wenn  man 
die  Mitten  der  Seiten  dieses  Rechtecks  durch  Geraden  verbindet.  Die 
Figuren  52 — 55  entsprechen  der  Reihe  nach  den  Kurven  mit  den  Glei- 
chungen: 

(1)"+  (!)  - 1;  (f )'  +  (f  =  '^  (f )"+  (!)'=  1^  (f )'+  (fr=  1; 

hier  ist  der  Reihe  nach  wi  >  1,  w  >  1,  dann  w  <  1,  w  <  1;  ferner 
w  >  1 ,  w  <  1 ;  endlich  m  <  1 ,  ??  >  1 . 

Mit  Rücksicht  auf  die  Symmetrie  der  Kurve  ist  das  im  ersten  Qua- 
dranten des  Koordinatensystems  gelegene  Flächenstück  gleich  dem  vierten 
Teil  \  J  der  Gesamtfläche.    Die  Gleichungen 


(2) 


a;  =  öcos"'^,     t/  =  6sin"^ 
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stellen  die  Koordinaten  eines  Kurvenpuuktes  als  Funktionen  eines  Para- 
meters t  dar  und  man  hat  alsdann  nach  Regel  2^  S.  24G 


&sin"^  "'^^  cos"'"   t-müdt^'^~  /  sin« '^Vcos'"~^-r/^. 

1  0 

Nach  Aufg.  10,  S.  243  ist  nun 


0 

wo  p  und  q  positiv  sein  müssen.    Im  vorliegenden  Falle  hat  man 
2^-1-1  +  1,     24-l=?_l,     daher    P  =  {+ l ,     2-^; 

es  folgt  somit 

Diese  Formel  wird  symmetrisch,  wenn  man  beachtet,  daß  nach 
Aufg.  4,  S.  240 

VI      \m/  \m  I 

ist;  alsdann  ergibt  sich 


oder 


r=  i^^'"(i+i)ra+i)  _  4a&      r(f„)r(i) 


Die -Kurven  (1)  sind  für  die  Forstwissenschaft  von  Wichtigkeit. 
0.  Simony  in  Wien  hat  nämlich  darauf  hingewiesen^),  daß  die  hori- 
zontalen Schnittliächen  zahlreicher  Baumstämme  angenähert  von  Kurven 
dieser  Art  begrenzt  werden,  und  wenn  dies  auch  nicht  für  _ye(fe  horizon- 
tale Schnittfläche  eines  beliebijy  crewählten  Baumes  zutrifft,  so  läßt  sich 
doch  für  Bäume  gleicher  Art,  gleichen  Alters,  gleicher  Höhe  und  glei- 
cher mittlerer  Stärke  eine  mittlere  Stammform  angeben.    Eine  einiger- 


1)  Zentralblatt  für  das  gesamte  Forstwesen,  3.  Jahrgang,  Heft  6,  Juni  1877. 
In  dieser  Abhandlung  werden  auch  die  vorhin  erwähnten  Typen  der  Kurven  (1) 
näher  untersucht. 
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maßen  regelmäßig  begi'enzte  Schnittfläche  zeigt  sich  allerdings  meistens 
erst  über  den  Wurzelanläufeu  und  nicht  bei  den  stärker  beasteteu  Stamm- 
teilen. 

Simon Y  2;eigt  ferner,  wie  man  die  Gleichung  der  Mantelfläche  eines 
Baumstammes  ableiten  kann,  wenn  außer  seiner  Achsenlänge  l  die  In- 
halte von  7n  horizontalen  Querschnitten  F/.{]i  =  1,2,  ...  m)  nebst  deren 
Abständen  von  der  Stammspitze  S  gegeben  sind,  sowie  die  Maximal- 
stärke (Länge  der  größten  Sehne)  eines  jeden  Querschnittes  F/.  und  die 
auf  ihn  bezogene  „FormzaliV^  k^.,  d.  h.  das  Verhältnis  des  Stammvolumens 
zu  jenem  eines  Zylinders  vom  Querschnitt  Fj_.  und  von  der  Länge  l. 
Unter  der  Achse  des  Stammes  versteht  hierbei  Simony  die  Gerade, 
die  die  Mittelpunkte  der  Maximalstärken  aller  horizontalen  Schnitt- 
flächen verbindet. 

11.  Den  Flächeninhalt  eines  der  n  unter  sich  kongruenten  Blätter 
zu  berechnen,  aus  denen  die  Sinusspirale 

r"  =  «"  cosnd- 

besteht  1)  (vgl.  Teil  I,  S.  54). 

Die  Hälfte  y«/  desjenigen  Blattes  der  Kurve,  das  die  in  der  Rich- 
tung 0"  =  0  verlaufende  Polarachse  zur  Symmetrieachse  hat,  liegt  in  dem 
Winkel  zwischen  der  Polarachse  und  dem  durch  den  Koordinatenanfang 

1  jt 

unter  einem  Winkel  %•  =  -^  —  gezogenen  Strahl.    Daher  wird 

2  n    °       ° 


1      h'    ' 

0 

und  dieses  Integral  geht  mit  Hilfe  von  n%-  =  u  über  in 

1 

^J=^    I  cos"'  u  du. 

2  2nJ 


1)  Wie   man   leicht   einsieht,    ist  die  Kurve  r"  =  a"' cob  n &  kongruent  mit 

r"  =  a"sin  n&,  denn  durch  die  Substitution  &  =  w ,  die  eine  Drehung  um 

2  w 

den  Winkel  —  180"  bedeutet,  geht  aus  r"  =  a"cosn'9'  die  Gleichung  r"  =  a"siu>iqp 

hervor.  Diese  „ Sinusspiralen''''  bestehen  aus  n  kongruen'en  Blättern,  die  sym- 
metrisch angeordnet  sind.  Zieht  man  nämlich  durch  den  Pol  0  des  Koordinaten- 
systems 2n  Strahlen,  von  denen  je  zwei  benachbarte  Strahlen  einen  Winkel  von 

360" 

— ~ —    einschließen,  so  enthä,lt  stets  der  eine  von  zwei  benachbarten  Winkeln  ein 

Blatt  der  Kurve,  während  im  anderen  kein  Teil  der  Kurve  verläuft. 
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Nach  Aufg.  10,  S.  243  ist  nun 


J 


'     '  1  V-  r(-|-+--) 


cos  "^  udu  =  -{-  —  Vx  ~^ 

2  ''     r(i 


oder  nach  Aufg.  4,  S.  240  gleich 


_L  1  i/^l(i±i) 


daher  folgt 


Für  ein  Blatt  der  Lemniskate  r^  =  «^  cos  2-9'  findet  man  hiernach 

oder  mit  Rücksicht  auf  r('l)  =  1  und  V{\)  =  +  "j/Jr  (vgl.  Regel  3,  S.239 
und  Aufg.  8,  S.  242): 

in  Übereinstimmung  mit  Aufg.  8,  S.  251,  wenn  man  beachtet,  daß 
a^  =  2c^  ist  und  jetzt  J"  den  Inhalt  ein^  Blattes,  also  der  Hälfte  der 
ganzen  Lemniskate  bezeichnet. 


§16. 

Mittelwertsätze.    Mittelwert  einer  Funktion  in  einem 
gewissen  Intervalle. 

1.  Erster  Mitteile erisatz.  Sind  die  Funktionen  f{x)  und  q){x)  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  h  eindeutig,  endlich  und  stetig  und  haben  die 
Werte  von  f(x)  in  diesem  Intervalle  sämtlich  dasselbe  Vorzeichen,  so 
gilt  die  Gleichung 


jf{x)  cp  (x)  dx  =  (p{l)jf{x)  dx, 


wobei  ^  zwischen  a  und  h  gelegen  ist  und  a  <Ch  oder  ay-  h  ist. 

2.  Ziveiter  3Iiiteliverisatz.    Wenn  die  Funktionen  f{x)  und  (p{x)  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  h  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind  und  wenn 
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(f{x)  daselbst  monoton  ist,  d.  h.  in  diesem  Intervalle  entweder  nicht  zu- 
nimmt oder  nicht  abnimmt,  so  gilt  die  Gleichung 

6  ,-  b 

J=jf(x)  (p(x)  dx  =  cp{a)Jf{x)dx  +  (p(h)jf{x)  dx, 

a  a  ^ 

wobei  a  <  I  <  &  ist. 

3.  Unter  dem  Mittehvert  der  eindeutigen,  endlichen  und  stetigen 
Funktion  y  =  (f{x)  für  das  Intervall  von  a  bis  h'>  a  versteht  man  den 
Ausdruck 

h 


2/m  =  537^^9' (^)^^- 


Diese  Formel  ergibt  sich  als  spezieller  Fall  von  Regel  1,  wenn 
man  dort  f{x)  =  1  setzt;  (5p(|)  ist  alsdann  der  Mittelwert  y^.  Geome- 
trisch gedeutet  sagt  die  mit  6  —  a  multiplizierte  Formel  aus,  daß  der 
Flächeninhalt  der  Kurve  y  =  (p(x)  für  das  Intervall  von  a  bis  b  gleich 
dem  Inhalt  eines  Rechtecks  ist,  das  zur  einen  Seite  die  Strecke  h  —  a 
hat,  über  der  das  genannte  Flächenstück  der  Kurve  liegt,  während  die 
Länge  der  anderen  Seite  gleich  dem  Mittelwert  y^^  der  zu  dem  Intervall 
von  a  bis  h  gehörigen  Ordinaten  ist. 

Man  kann  die  Formel  auch  in  der  Gestalt 

6 

/  (p{x)  dx  =  {b  —  a)  (f  {a  +  &(b  —  a)) 

a 

schreiben,  wo  "0-  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 

4.  Wird  in  der  Formel  für  den  zweiten  Mittelwertsatz  fyx)  =  1  ge- 
setzt, so  folgt:  Unter  den  in  Regel  2  angegebenen  Bedingungen  für  die 
Funktion  (p{x)  besteht  die  Gleichung: 

h 

(p{x) dx  =  (^  —  a) cp{a)  -f  (6  —  ^)(p{b). 


J' 


5.  Sind  in  dem  ganzen  Intervalle  von  a  bis  b  y>  a  die  Werte  der 
Funktion  (p{x)  stets  kleiner  als  die  Werte  der  Funktion  tl-'{x),  so  ist 

6  h 

( (p(x)dx  <,( 4>{x)dx. 

a  a 

Die  vorstehenden  RegeLa  lassen  sich  benutzen  um  Zahlenwerte  zu 
finden,  zwischen  denen  der  Wert  eines  bestimmten  Integrals  gelegen  ist. 

Beispiele. 

1.  Den  mittleren  Wert  der  Funktion  y  =  sin  {ax)  für  das  Intervall 
von  X  =  0  Vis  x  =  ■x  :  a  z\x  bestimmen. 
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Nach  Regel  3  ist 

n 
a 

Vm  =  ^j  sin  (ax)  dx  =  ~  =  0,6366, 

0 

somit  VOLL  a  unabhängig. 

2.  Auf  einer  Strecke  AB  von  der  Länge  a  wird  im  Abstand  x  vom 
Endpunkt  A  ein  Punkt  P  angenommen.  Es  ist  zu  zeigen,  daß  der  In- 
halt der  aus  den  Teilen  AF  und  FB  als  Seiten  konstruierten  Recht- 
ecke im  Mittel  gleich  ~a'  ist. 


Hier  wird 


a 

Jv.  =  \j  x{a-x)dx==\a- 


3.  Welche  Zahl  m  ist  der  mittlere  Wert  der  reziproken  Werte  aller 
positiven  Zahlen  von  a  bis  h  und  was  ergibt  sich  insbesondere  im  Falle 

b 


m 


/    dx  =  7 In  — 
X              0  —  a        a 


Im  Falle  h  ==  2a   erhält   man  w  =  — ln2  =  —  •  0,69315. 

o  a 

4.  Wenn  ein  im  luftleeren  Raum  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche 
befindlicher  Körper  von  der  Ruhelage  aus  längs  einer  Strecke  8  =  8^ 
gefallen  ist,  so  hat  er  bekanntlich  die  Geschwindigkeit  i\  =y2gSi  er- 
langt, wobei  g  =  9,81  m/sek-  die  Beschleunigung  der  Schwere  be- 
zeichnet. Man  soll  zeigen,  daß  die  diesem  Fall  entsprechende  mittlere 
Geschwindigkeit  v^^  gleich  |  v^  ist. 

0 

In  ihrer  Abhängigkeit  von  der  zugehörigen  Fallzeit  t^  ist  die 
mittlere  Geschwindigkeit  v,  crleich  der  halben  Endgeschwindigkeit 
^1  ^  9^11  denn  hier  ist 


^=  l^j9idt  =  -lgt,  =  Iv, 


5.  Die  mittlere  Länge  y^^^  aller  positiven  Ordinaten  der  Ellipse 

a*  ^  &»       ^ 
zu  bestimmen. 

Dingeide }•:  Differential-  u.  Integralrechnung.  II.  17 
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Zur  Berechnung  von 

a 

//„  =  — -  /  —  Va^  —  x^  dx 

—  a 

setze  man  x  =  acosd-.    Alsdann  folgt 

0 

n 

Vgl.  hierzu  Aufg.  42,  S.  85  und  Aufg.  17,  S.  192. 

6.  Den  mittleren  Abstand  r^  eines  auf  der  Pe- 
^^  ripherie  eines  Kreises  Tom  Radius  a  beliebig  aber 

fest  gewählten  Punktes  0  von  den  übrigen  Punkten 
der  Kreisperipherie  zu  bestimmen. 
/^^y         ^  ^  Wählt  man  den  Punkt  0  als  Pol  eines  Systems 

TOn  Polarkoordinaten,  die  Tangente  von  0  als  Polar- 
achse (Fig.  56),   so  liat  der  Kreis  in  Polarkoordi- 
naten die  Gleichung  r  =  2a  sin •9',  daher  wird 


=  ^  r2asi 


sm^d»==  —  =  1,2732«, 


7.  Vom  einen  Brennpunkt  einer  Ellipse  werden  nach  allen  ober- 
halb der  großen  Achse  2a  gelegenen  Kui-venpunkten  Strahlen  gezogen; 
es  ist  zu  zeigen,  daß  die  mittlere  Länge  r^  aUer  dieser  Brennstrahlen 
gleich  der  halben  kleinen  Achse  h  der  Ellipse  ist.  Beim  Xachweis  dieser 
Behauptung  soll  von  der  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarkoordinaten 


P 
r  = 


2(1  —  acoS'O-) 

ausgegangen  werden,  in  der  jp  =  h^ :  a  ist  und  £  die  numerische  Ex- 
zentrizität   —  Va^  —  V  bedeutet. 
« 

Unter  Benutzung  des  Ergebnisses  von  Aufg.  17,  S.  115  findet  man 


^  }/l 


arc  tc 


^VKl-£»2/Jo         Äi/r:LfF2  2      ^  ' 


woraus  mit  Hilfe  von  1  —  s'  =  1)^ :  a",  \p  =  1'  \  a   sofort  r„^  =  h  her- 
vorgeht. 

8.  Es  ist  zu  zeigen,   daß  die  mittlere  Länge  q^^  des  Krümmungs- 
radius der  gemeinen  Zykloide  l  vgl.  Teil  I,  S.  47  und  98) 

X  =  a{t  —  ?,mt),    y  =  a(l  —  cos  t) 
für  das  Intervall  von  ^  =  0  bis  ^  =  2;t  gleich  8a  :  nr  ist. 
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Für  die  Länge  q  des  Krümmungsradius,  der  dem  Punkt  P  einer 
durch  die  Parameterdarstellung  x  =  q){t),  y  =  ipit)  gegebenen  Kurve  zu- 
gehört, gilt  bekanntlich  (vgl.  Teil  I,  S.  153)  die  Formel: 


qp  1|>    —  ip  cp 


"WO  durch  die  Akzente  bei  cp  und  i/-  die  nach  dem  Parameter  t  des 
Punktes  P  genommenen  Ableitungen  der  Funktionen  cp  und  U.'  angedeutet 
sind.  Für  den  absoluten  Wert  von  q  findet  man  beim  vorliegenden 
Beispiel 

I  ()|  =  4a|  sin|^|; 
daher  wird 

8a 


^"^^  h'J'^^^^'^l* 


dt 


9.  In  einem  gewöhnlichen  (nicht  singulären)  Punkt  P  einer  kon- 
vex gekrümmten  Fläche  denke  man  sich  die  Flächennormale  errichtet 
und  durch  sie  ein  Ebenenbüschel  gelegt.  Die  Schnittkurven  dieses 
Büschels  und  der  Fläche  (die  zu  P  gehörigen  Normalschnitte)  haben 
alsdann  entweder  in  P  gleich  große  und  nach  derselben  Seite  gerichtete 
Krümmungsradien,  also  gleiche  Krümmung,  oder  —  und  dies  ist  der 
gewöhnliche  Fall  —  die  Krümmung  im  Punkte  P  ist  von  Kurve  zu 
Kurve  veränderlich.  Im  ersten  Fall  ist  P  ein  sogenannter  Nabelpunkt 
der  Fläche  oder  ein  Punkt  sphärischer  Krümmung;  im  zweiten  Fall  er- 
reicht die  Krümmung  von  P,  wie  in  der  Lehre  von  der  Krümmung  der 
Flächen  gezeigt  wird,  für  einen  bestimmten  Xormalschnitt  ein  Maximum, 
für  einen  anderen  Normalschnitt  ein  Minimum,  und  die  Ebenen  dieser 
beiden  Schnittkurven  sind  zueinander  rechtwinklig.  Man  nennt  die  zu- 
gehörigen Krümmungsradien  die  Hauptkrümmungsradien  des  Flächen- 
punktes P.  Haben  diese  die  Längen  B^  und  P«  ^^^  ist  q  der  Krüm- 
mungsradius von  P  in  einem  andei-en  Normalschnitt,  dessen  Ebene  mit 
der  Ebene  des  Hauptnormalschnitts  von  der  Krümmung  1 :  I\  den  Winkel 
(p  bildet,  so  besteht  nach  Euler  die  einfache  Beziehung: 


^         Ji'^cos-qp -f-iüj  8in*qp 

Man  soll  nun  den  Mittelwert  ()„j  der  Krümmungsradien  aller  zu  P 
gehörigen  Normalschnitte  bestimmen. 
Man  erhält 


_  B^  L\  r d^ -R,  -Rj     ,   r 


d(p 
cos*qp  +  JBi8in*qp 


17' 
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oder  (nach  Aufg.  12,  S.  107) 


p:['''*^(l^l'*°^)I  =^^^^-' 


2 «       y^ 

10.  Bei  dem  Benzin  ist  die  spezifische  Wärme  c  bei  konstantem 
Druck  von  der  Temperatur  &  in  Celsiusgraden  abhängig  auf  Grund  der 
Formel  ^) 

c  =  0,2237  +  0,0010228  &. 

Wie  groß  ist  hiernach  die  mittlere  spezifische  Wärme  c,^^  des  Ben- 
zins für  das  Temperaturintervall  von  &  =  116"C  bis  0  =  218°C":' 


=ikA^®=^' 


3945, 


11.  Bei   dem  ScliubkurhcJgetriebe  wird   der  eine  Endpunkt  A  (der 
Kurbelzapfen)   einer  Strecke  von  der  Länge  l   (der  Schubstange   oder 

Pleuelstange)   mit   konstanter  Winkelge- 
schwindigkeit  03   auf  einem   Kreise  vom 
^'  Radius    OA  =  a    (a  =  Kurbellänge)    ge- 

B  führt,  während  der  andere  Endpunkt  B 
(Kreuzkopf)   auf  einer  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt gehenden  Geraden  hin-  und 
j-ig  57  hergleitet  (Fig.  57).    In  dem  Augenblick, 

in  dem  der  Winkel  AGB  gleich  d-  ist, 
ist  die  Geschwindigkeit  v,  mit  der  der  Kreuzkopf  B  auf  der  Geraden 
OB  gleitet,  durch  die  Formel 

Tc  sin  ■9'  cos  Q-  1 


?;  =  a  03  J  sm  ^  -f    , , 

1  |/i— A--sin**| 

gegeben  (vgl.  Teil  I,  S.  18),  in  der  h  den  Quotienten  a  :  l  bedeutet. 

Wie  groß  ist  bei  dieser  Kurbelbewegung  die  mittlere  Geschwindig- 
keit ü,^  des  Kreuzkopfes  für  das  Intervall  von  ^  =  0  bis  ^  =  ;r? 

n  n 

ata   r  .     _T„     ,    a  a   f*  k  sm  %•  cos  ■ö'    ,  „ 

v^  =  —  /  Biwd-d^  H /  =fl-9'. 

"•         ^J  ^jyi—JcHm-'Q- 

0  0 

Da  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  gleich 

ist,  während  das  zweite  nach  Gleichung  (5)  in  Aufg.  4,  S.  74  verschwin- 
det, folgt 

2  aci) 

V     = 

■m  „ 


1)  Vgl.  E.  Wiedemann   in   den  Annalen   der  Physik  und  Chemie,  heraus- 
gegeben von  G.  Wiedemann,  neue  Folge,  Bd.  2  (1877),  S.  205. 
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12.  Bei  einer  Wechselstrommaschine  ist  die  eleMromotorische  Kraft 

27tt 

E  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  t,  nämlich  E  =  E^  sin  -^- ,    wo 

T  die  Zeitdauer  einer  Periode  in  Sekunden  und  E^  den  zu  f  =  |  T  ge- 
hörigen Maximalwert  der  elektromotorischen  Kraft,  die  Amplitude  be- 
deutet.^) Der  Ausdruck  2%t:  T  ist  die  zum  Wert  E  gehörige  Phase. 
Es  soll  nun  der  zu  dem  Intervall  von  t  =  0  h\'&  t  =  l  T  gehörige  Mittel- 
wert E  der  elektromotorischen  Kraft  £  bestimmt  werden  sowie  der  Mit- 
telwert  {E^)^  des  Quadrates  von  E. 
Offenbar  ist 


0 

1 


•i 


0 


T  r        1     .     "Int  2nt    ,    jrn       2        1    ^  , 


T 
Denselben  Wert  y-Eo^  würde  man  für  das  Intervall  von  ^  =  0  bis 


t  =  T  erhalten  haben,  da  die  Funktion  sin^— „    von  ^  =  0  bis  ^  =  |^  T 


geradeso  verläuft  wie  von  t  =  ~  T  bis  t  =  T. 

Die  Quadratwurzel  aus  {E')^  wird  als  ivirlsame  oder  effektive  elek- 
tromotorische Kraft  bezeichnet^),  sie  ist  Eq  :  ]/2  ==  0,707 IjE'q.  Die  Aus- 
drücke für  (E^)^  und  y(£'^)^  sind  wichtig,  weil  die  Angaben  der  meisten 
Apparate,  die  zur  Messung  periodisch  veränderlicher  elektromotorischer 
Kräfte  dienen,  den  genannten  Ausdrücken  entsprechen.^) 

13.  Bei  einem  Wechselstrom  ist  die  Stromstürke  i  eine  periodische 
Funktion  der  Zeit  t  auf  Grund  der  Formel 


IqSVO. 


/2nt  \ 


1)  Hierbei  kann  T  auch  aus   der  sekundlichen  Perioden  zahl  oder  Frequenz 

V  bestimmt  werden:  der  Anzahl  der  ganzen  Sinuswellen  oder  Perioden  in  einer 
Sekunde;  offenbar  ist  v  =  1  :  T,  daher  T=\  w .  In  der  Starkstromtechnik  wird 
häufig    eine  Frequenz  v  =  50    benutzt,    in   der   Telephonie   kommen  Frequenzen 

V  =  5000,  in  der  drahtlosen  Telegraphie  solche  wie  r  =  100000  oder  150000  vor. 

2)  Englische  Autoren  nennen  die  Wurzel  aus  dem  Mittelwert  des  Quadrates 
einer  Funktion  y  „root-mean-square  value  of  i/". 

3)  Vgl.  z.  B.    F.  Niethammer,    Elektrotechnisches   Praktikum,    Stuttgart 
1902,  S.  80  f. 
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wo  T  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Aufg.  12,  während  ?q  das  Maximum 
der  Stromstärke  bezeichnet.  Die  Bedeutung  von  (p  ergibt  sich  aus  der 
zu  i  gehörigen  elektromotorischen  Kraft,  die  durch 

E  =  Lq  sin  -^ 
gegeben   sei  und   ihren  größten  Betrag  für  t  =  j  T  erreicht.    Da  das 

1  m  T 

Maximum  der  Stromstärke  zu  f  =    .-  T  -{-  ~-  gehört,  ist  die  Phase  von 

i  gegen  die  Phase  von  E  um  den  Betrag  ~—  verzögert.     Hierbei   ist  cp 

abhängig  von  der  Frequenz  v  und  von  den  Konstanten  des  Stromkreises 
(Widerstand,  Selbstinduktion  und  Kapazität).^) 

Man  soll  nun   den  Mittelwert  i,„  von  i  für  das  Intervall  von  ~- 

1  m  T 

bis  —  T  +  ~-  bestimmen,  ebenso  den  Mittelwert  (/^)„j   des  Quadrates 
von  i  für  dasselbe  Intervall. 
Man  findet 

—  T+- 
"  2« 


=  ^   /  sin^-J  —  cpjdt 


<pr 


271 1 

oder  nach  Einführung  von  z  =  ^ q) 


n 

'm-^-  ^/«in^^^^  =  ^  =  0,6366  /„. 

u 

Derselbe  Wert  hätte  sich  übrigens  auch  für  das  Intervall  von  - — 


T 
Ferner  wird 


bis  -r  ^  +  ir~  ergeben. 

4  J  TT 


yv- 


0 

Derselbe  Wert  würde  sieh  für  das  Intervall  von  %—  bis  -p  T  +  tt— 

2ti  4  2ä 

ergeben. 

Die  Quadratwurzel  aus  (?'- )„^  wird  als  effektive  Stromstärke  bezeichnet, 
ihr  Verhältnis  zum  Mittelwert  /,^  als  FormfaMor. 


1)  jS^äheres  findet  man  z.  B.  bei  E.  Kitt  1er,  Allgemeine  Elektrotechnik, 
Bd.  2,  Einführung  in  die  Wechselstromtechnik.  Transformatoren,  herausgegeben 
unter  Mitwirkung  von  W.  Petersen,  Stuttgart  1909,  S.  27 — 33. 
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14.  Den  Mittelwert  der  Funktion 

y  =  a^  sin x  -\-  a.^  Bm2x  +  •  •  •  -\-  a,^  sin nx  -\-  ^h^-r  b^  cos x 
+  &o  cos  2x  -r  ■  •  •  +  h^  cos  nx 

für  das  Intervall  von  x  =  0  bis  a:  =  ;r  zu  bestimmen. 

Je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist,  findet  man 

Pm  =  i  (2«!  +  I  «3  +  1%  +  ■  •  •  +  |a„)   +  i-to, 

bzw. 

?/,„  =  -^(^«'i  +  |«3  + 1«5+  •  •  •  +  ,r-i^"-0  +  Y^o- 

15.  Die  Stromstärke  eines  Wechselstroms  sei  durch  die  Formel 

.     27tt     ,  .     ^nt    ,  ,  .     2nnt 

i  =  a^  sm    ^    +  «0  sin  ^-  H +  a,,  sin     ^- 

,    ,  23rf    ,    ,  ixt    ,  ,    ,  2nnt 

-f  Ol  cos  -Y^  +  0,  cos  ^    +  •  •  •  +  0,^  COS  — ^- 

gegeben.    Wie  groß  ist  die  effektive  Stromstärke  (vgl.  Aufg.  13)  für  das 
IntervaU  von  ^  =  0  bis  ^  =  T? 
Zunächst  wird 

T 


Ol  1 


COS-    j-    dt, 


denn  das  über  die  Summe  der  doppelten  Produkte  der  einzelnen  Glieder 
von  i'^  erstreckte  Integral  ist  gleich  Xull,  wie  sich  bei  Einführung  einer 

neuen  Veränderlichen  z  durch  =  z  mit  Hilfe   der  Formeln   in   den 

Aufgaben  62 — 64,  S.  95  sofort  ergibt.    Mau  erhält 

iP\  =  \  W  +a^+.--+  a^f  +  h,'-  +  &,^  +  •  •  •  b,f), 
die  effektive  Stromstärke  wird  daher 


vwl  =  yiy<+ «2^+  •••  +  «„'+ v+ v+ '■■  +  M- 

16.  Wie  schon  in  Teil  I,  S.  117  erwähnt  wurde,  kann  man  nach 
Messungen,  die  R.  Jasmund  an  verschiedenen  Stellen  der  Elbe  vor- 
nahm, die  Art,  wie  sich  die  Geschwindigkeit  y  der  Wasserteilchen  des 
Flusses  längs  einer  und  derselben  Vertikalen  mit  der  Höhe  x  über,  der 
Flußsohle  ändert,  durch  die  Formel 

(1)  y  =  a  -\-  h  log  (x  i-C)  =  a  4-  h  M  In  (x  -\- c) 
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darstellen.^)  Hier  sind  a,  h,  c  und  M  Konstanten,  und  zwar  hängt  a 
hauptsächlich  von  der  Größe  des  Gefälles,  der  Wassertiefe  und  dem  Ab- 
stand der  Vertikalen  vom  Flußufer  ab;  h  ist  im  wesentlichen  nur  vom 
Gefälle  abhängig,  c  bezeichnet  den  Abstand  der  Asymptote 
X  -\-  c  =  Q  der  Kurve  (1)  von  der  in  der  Flußsohle  liegen- 
den ;?/- Achse  (Fig.  58);  M  ist  der  Modul  0,43429  des 
Briggsschen  Logarithmensystems.  Bei  einer  anderen  Ver- 
^y       tikalen  haben  a,  h  und  c  natürlich  andere  Werte.    Um  zu 

' zeigen,  welche  Größenordnung  sie  haben,  geben  wir  ein  Bei- 

Fig.  58.  spiel,  das  dem  Mittelwert  mehrerer  von  Jasmund  in  der 
Nähe  Magdeburgs  an  derselben  Vertikale  bei  verschieden  hohem  Wasser- 
stand ausgeführten  Messungen  entspricht,  nämlich  (Fig.  58) 

(2)  y  =  1,0669  -(-  0,5804  log  {x  +  0,2136) 

und  zwar  sind  die  hier  auftretenden  Längen  in  Metern  angegeben,  so 
daß  z.  B.  in  der  Höhe  x  =  (l  —  c)  m  über  der  Flußsohle  die  Geschwin- 
digkeit 1,0669  m/sek  beträgt.  Es  werde  hierbei  bemerkt,  daß  die 
Formel  (1)  in  nächster  Nähe  der  Flußsohle  nicht  mehr  gilt;  es  wurden 
die  zahlreichen  Messungen  erst  in  0,15  m  Höhe  über  der  Flußsohle  be- 
gonnen. Auch  wurden  die  in  der  Nähe  des  Ufers  vorgenommenen 
Messungen  nicht  berücksichtigt,  um  den  Einfluß  steiler  Ufer,  die  auf 
das  Wasser  eine  verzögernde  Wirkung  ausüben,  möglichst  zu  eliminieren. 

Die  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche  sei  ^  =  2/o>  während  in  der 
Höhe  x^-{-c  =  d  über  der  Asymptote  ic  -f-  c  =  0  die  Geschwindigkeit  Null 
stattfinden  möge,  wobei  log d  =  —  a:h  ist. 

Man  soll  nun  zeigen,  daß  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  y^  die 
Formel  gilt 

(3)  y,n-Y^s-^^' 

wo  T  den  Abstand  des  Wasserspiegels  von  der  Asymptote  x-\-c  =  0  be- 
deutet.   Hierfür  kann  auch 

(4)  y,n  -  !/o  -  ^^^ 

gesetzt  werden,  da  T  und  T—d  nahezu  gleich  groß  sind. 
Man  findet  zunächst 

T  —  c 


ä  — c 


1)  Zeitschrift  für  Bauwesen,  43.  Jahrgang  (1893),  S.  137.  Vgl.  ferner  das 
Kapitel  „Fließende  Gewässer"  von  Jasmund  im  „Handbuch  der  Ingenieur- 
wissenschaften", 3.  Teil  „Der  Wasserbau",  1.  Bd.  „Die  Gewässerkunde",  4.  Aufl., 
Leipzig  1911,  S.  465. 
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oder  nach  Aufg.  6,  S.  66 

=  ._^r^{aT-ad  +  b3IT\nT-hJIT  -  IMÖ  In  d  +  h3Id]' 
Da  nun  a  +  & Jtf  In  T  =  ^/^  und  a  +  bMlnd  =  0  ist,  folgt 

■y)  ifm—  T—S  ~T  —  6  ' 

wofür,  wie  schon  erwähnt  wurde,  mit  hinreichender  Genauigkeit  i/Q  —  bM 
gesetzt  werden  kann. 

Diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  in  einer  Höhe  ^  über  der 
Asymptote  rc  +  c  =  0  statt,  die  aus  i/q  —  h  31  =  a  -{- 131  In  h,  zu  bestimmen 
ist.    Man  erhält 

,  _  yp-g-feitf  _  bil/gnT-i)  _  1     r 
^^  bM  bJI  ~^  e  ' 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  2,71828  bedeutet.  Daher 
folgt 

(6)  ^  =  7  =  ^^  =  0^368  r, 

d.  h.  in  der  Tiefe  0,632  T  unter  dem  Wasserspiegel  haben  die  Wasser- 
teilchen diese  mittlere  Geschwindigkeit.-^) 

17.  Die  in  Aufg.  16  auftretende  Formel  (1)  ist  durch 

(7)  y  =  a-i-h3Ihix  +  l3Iln{t-x) 

zu  ersetzen,  wenn  sich  auf  dem  Flusse  eine  stehende  Eisdecke  befindet. 
Hierbei  sind  a,  h  und  k  Konstanten,  und  zwar  hängen  b  und  k  von  der 
Rauhigkeit  des  Bodens  bzw.  der  Eisdecke  ab;  t  ist  die  Flußtiefe  an  der 
betreffenden  Stelle.  Bei  einem  gewissen  Lot  in  der  Nähe  von  Magde- 
burg war  z.  B.^) 

(8)  y  =  0,4561  +  0,2292  logx  +  0,1146  log(2,68 -.r). 

Es  soll  nun  für  (7)  die  mittlere  Geschwindigkeit  y^  bestimmt 
werden.  ^) 

1)  Vgl.  R.  Jasmund,  Zeitschrift  für  Bauwesen,  43.  Jahrgang  (1893),  S.  1*7 f.; 
im  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften  a.  a.  0.  S.  474. 

2)  R.  Jasmund,  Zeitschrift  für  Bauwesen,  47.  Jahrgang  (1897),  S.  589. 

3)  R.  Jasmund,  Zeitschrift  für  Bauwesen,  47.  Jahrgang  (1897),  S.  470— 472. 
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Man  findet 


t  —  s 

«/^  =  -J-  lim      ha -{- hM  In  x-\-  J^M  In  (t  —  x)]  dx 


=  j[at  -^h3It{\nt-l)  -\-lMt{\nt-\)]  =  a  ^  {h  ■\-'k)M\nj; 

hierbei  wurde  die  Tatsache  benutzt,  daß  lim  { ^  •  In  ^ }  =  0  ist. 

Diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet   in  einer  Höhe  §   über  der 
Flußsohle  statt,  die  aus  der  Gleichung 

a  +  {h  +  h)M\n^  =  a^hM\nl  +  'kM\n{t-^) 
zu  bestimmen  ist.    Diese  kann  auch  in  der  Form 


(f)"=r('-i)' 


geschrieben  werden.    Bei  Einführung  von  k:b  =  m  folgt 


i(f-r=(f; 


woraus  hervorgeht,  daß  |  nicht  von  b  und  l'  einzeln,  sondern  von  dem 
Verhältnis  b :  Je  abhängt. 

18.   Mit  Benutzung  von  Regel  5  und  mit  Rücksicht  auf  die  für 
a:^  ^  1  bestehende  Ungleichung 

< 


yi  —  x*  —  |/i  —  x^ 

ist  zu  zeigen,  daß  der  Wert  des  Integrals 

0,4 

J 

0 

zwischen  0,4  und  0,41152  liegt. 
Offenbar  ist 

0,4  0,4  0,4 


U,4 

r    dx 


fäx<f^I^^<C.'^,, 


daher  0,4  <  /  <  arc  sin  0,4.  Der  zu  arc  sin  0,4  =  a  gehörige  Winkel 
ist  aus  sin«  =  0,4  zu  bestimmen  und  wird  gleich  23° 34' 42"  gefunden; 
die  zugehörige  Bogenlänge  kann  einer  die  Länge  der  Kreisbogen  für 
den  Kreis  vom  Halbmesser  1  enthaltenden  Tafel  entnommen  werden, 
sie  ist  0,41152. 
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19.  Mit  Benutzung  von  Regel  5  und  mit  Rücksicht  auf  die  für 
X-  ^1  gültige  Ungleichung  1  ^  cos  x^l  —~  x-  (vgl.  Teil  I,  S.  80 1  soll 
man  zeigen,  daß  der  Wert  des  Integrals 


f  ]/cos  X  dx 


zwischen  1  und  0,9089  gelegen  ist. 
Offenbar  ist 

1  1 


/  dx  >  I  Ycos  X  dx  >  I  y  1  —^dx, 


0  0  0 

wobei  das  letzte  Integral  in  der  Form 

1 

x^  dx 


0 


geschrieben  werden  kann  und  nach  Aufg.  17,  S.  192  den  Wert  hat 

=  0,7071  .  1,2854  =  0,9089. 


1 

V2 


20.  Man  soll  sich  mit  Hilfe  des  ersten  Mittelwertsatzes  (Regel  1) 
überzeugen,  daß  für  die  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  (Regel  5  und  6,  S.  209  f.) 

0 

eine  Gleichungr  von  der  Form 

arc  sin  u,         0  <  ^  <  if 


r dx^ 


0 

stattfindet.    Auch  folst  leicht 


arc  sin  u  <  F(Jc,  k)  < arc  sin  ii. 

yi  —  r- 


268  §  17.    Bereclinung  der  Bogenlänge  von  Kurven  (Rektifikation). 

§17. 

Bereclinuiig  der  Bogenlänge  von  Knryen  (Rektifikation). 

1.  Die  Länge  s  des  sich  vom  Punkte  P^  bis  zum  Punkte  Pg  er- 
streckenden Bogens  der  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  durch  die  Para- 
meterdar  Stellung 

(1)  x^^{t),    y  =  t{t) 

bestimmten  ebenen  Kurve  ist  durch  die  Formel 

(2)  s  =jy^ty~+tW  dt 

h 

gegeben,  in  der  ^^  und  t^  die  Parameter  der  Endpunkte  P^  und  Pg  des 
Kurvenbogens  bedeuten.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen 
(p{t)  und  il^if)  und  ihre  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervall  von  t^  bis  t^ 
eindeutige  und  stetige  Funktionen  von  t  sind;  ferner  wird  angenommen, 
daß  jedem  zwischen  P^  und  Pg  gelegenen  Punkte  der  Kurve  nur  ein 
Parameterwert  t  zugeordnet  ist.  Wird  die  Kurve  im  Sinne  der  wachsen- 
den Werte  von  t  durchlaufen,  so  soll  auch  die  Bogenlänge  als  wachsend 
angesehen  werden;  man  hat  alsdann  die  Quadratwurzel  in  (2)  positiv 
zu  wählen. 

2.  Die  Länge  s  des  sich  vom  Punkte  P^  bis  zum  Punkte  Pg  er- 
streckenden Bogens  der  in  rechtwinkligen  Koordinaten  durch  die  Glei- 
chung 

(3)  _  y  =  f{x) 

gegebenen  Kurve  ist 

(4)  .=/yi+(||-',.. 

Hierbei  sind  x^  und  x^  die  Abszissen  der  Punkte  P^  und  Pg.  Für  die 
Funktion /"(ic)  und  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gelten  entsprechende 
Voraussetzungen  wie  in  Regel  1  für  die  Funktionen  (p{t)  und  il)(t). 

In  manchen  Fällen  ist  es  vorteilhaft,  bei  der  Integration  nicht  x 
sondern  y  als  unabhängige  Veränderliche  zu  benutzen;  die  Formel  (4) 
ist  alsdann  durch 

(5)  .,=yyrr(§"'., 

Vi. 

zu  ersetzen;  dabei  sind  y^  und  y^  die  Ordinaten  von  P^  und  Pj. 

3.  Die  Bogenlänge  s  der  durch  die  Gleichung  in  Polarkoordinaten 

(6)  r  =  /•(#) 
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bestimmten  ebenen  Kurve  ist  durch 

gegeben;  dabei  sind  d-^  und  0^^  ^i^  ^^^  ^^^  Endpunkten  P^  und  P,  des 
Bogens  gehörigen  Polarwinkel.  Für  die  Funktion  f(d-)  gelten  ent- 
sjjrechende  Voraussetzungen  wie  in  Regel  1  für  die  Funktionen  qp  (t)  und 
ip(t)]  die  Quadratwurzel  ist  positiv  zu  nehmen,  wenn  die  Kurve  im  Sinne 
der  wachsenden  Werte  von  O-  durchlaufen  wird. 

4.  Die  Bogenlänge  s  der  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  durch 

(8j  x  =  (p({),    y  =  yXi),    2  -  i'{t) 

bestimmten  RaumJcurve  ist  durch 

(9)  s  =fVVWTYW+W?  (^  t 

gegeben.  Für  die  Funktionen  q){t),  yX^),  '^if)  gelten  entsprechende  Vor- 
aussetzungen wie  in  Regel  1. 

5.  Die  in  Regel  1  bis  3  angegebenen  Formeln  für  die  Bogenlänge  s 
lassen  sich  in  der  allgemeinen  Formel 

(10)  s  =fydx-  +  dy- 
zusammenfassen,  die  Gleichung  (9)  läßt  sich  durch 

(11)  s  =fydx'^+dy'+d? 
ersetzen. 

Beispiele. 

In  den  folgenden  Beispielen  ist,  wenn  nicht  etwas  anderes  besonders 
bemerkt  wird,  stets  die  Länge  des  sich  vom  Punkte  P^  bis  zum  Punkte  Pj 
erstreckenden  Bogens  der  betreffenden  Kurve  zu  bestimmen.  Dabei  sind 
t^  und  to  die  Parameter,  x\,  y^  bzw.  x.2,  y.2  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten, Tj,  d-^  bzw.  r^,  O-o  die  Polarkoordinaten  der  Endpunkte  des 
Bogens. 

1.  Die  Bogenlänge  der  gemeinen  ZyJdoide  (vgl.  Teil  1,  S.  47  und  98) 

x  =  a(t  — sin  t),     y  =  a{l—cost) 

zu  bestimmen,  also  jener  Kurve,  die  von  einem  Punkte  der  Peripherie 
eines  Kreises  vom  Radius  a  beschrieben  wird,  wenn  dieser  Kreis  auf 
einer  Geraden  (x-Achse)  roUt  ohne  zu  gleiten. 
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Hier  wird 

s  =  a  1 1/2  (1  —  cos  t)dt  =  2a  I  sin  —  dt, 

somit 

s  =  Aa  (cos  f  #1  —  cos  y^g)  • 

Insbesondere  für  ^^  =  0,  #2  =  ^^j  ^^^^  für  fZ?e  Länge  des  ZyMoiden- 
hogens,  der  einem  einmaligen  AhroUen  des  die  Zyldoide  erzeugenden  Kreises 
entspricht,  ergibt  sich  der  einfache  Ausdruck 

2.  Die  Bogenlänge  der  Epizyldoide  zu  bestimnieri,  also  jener  Kurve, 
die  von  einem  Punkt  P  der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Radius  h  be- 
schrieben wird,  wenn  dieser  auf  der  Außenseite  eines  festen  Kreises  vom 
Radius  a  ohne  Gleiten  rollt.  Berühren  sich  beide  Kreise  zu  Anfang  der 
Bewegung  an  der  Stelle  x  =  a  der  ä;- Achse  und  hat  alsdann  P  die 
Koordinaten  x  =  a-\-  2b,  y  =  0,  so  ist  die  Epizykloide  durch  die  Para- 
meterdarstellung 

(  X  =  {a -\- b)  cos  t  -\-  b  cos  ~^—  t  =  (p{f), 
[  y  =  (a-{-b)  sin  t  -\-  b  sin  — ^  -  t  =  xlj(f) 

gegeben,  in  der  t  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  nach  dem  jeweiligen 
Berührungspunkt  der  beiden   Kreise   gezogene  Radiusvektor   mit  der 
positiven  Richtung  der  j:- Achse  bildet. 
Man  findet 

'2 'i 

s  =  (a -f  i)  fy2  (l  +  cos^^  dt  =  2 (a  +  b)  fcos ^dt, 

h  h 

somit 

(2)  ^^  = ^— (sin^-sin^). 

Hier  ist  t-  =  w  der  Winkel,  um  den  sich  der  rollende  Kreis  seit 

0  ' 

Beginn  der  Bewegung  gedreht  hat. 

Will  man  die  halbe  Länge  \S  des  einem  einmaligen  Abrollen  des 
beweglichen  Kreises  entsprechenden  Kurvenbogens  haben,   so   ist  der 

Bogen  ?<j  =  —r^  =  0,  der  Bogen  u^  =  ~  =  ;r  zu  setzen;  aus  (2)  folgt 
alsdann 

(3)  l^g^ma+J^      ^^^^^     ^^8jKa_±l). 
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Rollt  der  bewegliche  Kreis  im  Innern  des  festen  Kreises  ab,  be- 
sehreibt also  P  eine  HypozyMoide,  so  wird 

..       8&(a  — 6) 

o  = • 

a 

3.  Die  Länge  des  Bogens  PiPg  ^^^  Kurve 

X  =  f{t)  cos  t  —  t'{i)  sin  t,     y  =  f(t)  sin  t  +  /"(O  ^^^  ^ 
ist 

^^[/■(o+rco];:;;- 

Man  findet  nämlich 

dx'-^dy-'={f{t)^f"(t)y, 

woraus  sieb  sofort  .s  mit  Rücksicht  auf  Regel  5  ergibt.  Wir  erinnern 
daran,  daß  die  vorgelegte  Kurve  die  Hüllkurve  der  Geraden 

X  cos t  -{-  y  sint  —  f(t)  =  0 

darstellt;  der  Winkel  /  steht  mit  dem  Winkel  tc,  den  die  Tangente  eines 
Kurvenpunktes  mit  der  positiven  Richtung  der  ^-Acbse  bildet,  in  der 
einfachen  Beziehung  a  =  90°+  ^.    Vgl.  Teil  I,  S  158,  175  und  176. 

4.  Die  Länge  eines  Bogens  P^^P^  der  NeüscJien  Parabel  y- =  C'X^ 
bestimmen;  ein  Bild  der  Kurve  findet  sich  in  Teil  I,  S.  67,  Fig.  26. 

Aus  y  =  cx'^  folgt 

9  c  *  X 
man  wird  hierbei  die  Substitution  1  -\ , —  =  z  anwenden. 

4 

5.  Die  Bogenlänge  der  Kettenlinie 


zu  berechnen. 
Hier  ist 


oder  also 


-/]/l  +  Sin'(^)<J.=/6of(-^)rfx 


m'. 


s = »L®™  {^itr '"  [l/®°'"  (-»-)  -^]' -  ^y^'-""'  -  ^y'- 

Sind  «j  und  a,  ^^^  Winkel  der  in  P^  bzw.  Pg  gezogenen  Tangenten 
mit  der  positiven  Richtung  der  x- Achse,  so  wird 

s  =  w(tg«2-tg«i)- 
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Die  Bogenlänge  PjP,  läßt  sich  daher,  wenn  die  Kurve  gezeichnet  vor- 
liegt, durch  eine  leicht  konstruierbare  Gerade  darstellen.  Es  möge,  um 
dies  zu  zeigen,  angenommen  werden,  daß  die  Abszissen  von  P^  und  P, 
beide  positiv  seien.  Beschreibt  mau  alsdann  um  den  Scheitel  S  der 
Kurve  als  Mittelpunkt  Kreisbogen  mit  ^/^  und  y^  als  Radien,  die  den 
positiven  Teil  der  a'- Achse  in  L^  und  L.^  schneiden  (vgl.  Fig.  33,  S.  67), 
so  ist 

0L,  =  yy^^-m\     0L.^  =  Yy^^-m^,     daher     s  =  L,L, . 

(Wie  ist  zu  verfahren,  wenn  2\  negativ,  a'^  positiv  ist?) 
Die  Bogenlänge  der  Kettenlinie  läßt  sich  auch  durch 

s  =  y.2  sin  «,  —  y^  sin  «^ 

ausdrücken,  denn  allgemein  ist 


ts  a  =  v^  =  Sin 


clx 
ferner  ist 


I — ),   also   sin  a  =  ^g 


m 


=  2/ :  Gof  (|-),   daher  m  tg  C4  =  y  Jg  (|-)  =  y  sin  cc 


6.  Im  Anschluß  an  Aufg.  5  soll  man  die  durch  einen  schweren 
Faden  von  gegebener  Länge  2s  gebildete  Kettenlinie  bestimmen,  wenn 
dieser  Faden  zwei  in  gleicher  Höhe  gelegene  Punkte  A  und  B  ver- 
bindet. Der  Abstand  AB  der  beiden  Funkte  sei  2a,  wobei  2a  <.2s 
ist.    Vgl.  Aufg.  51,  S.  90  f. 

In  der  Gleichung  der  Kettenlinie  y  =  m  (Soj  {—]  ist  m  zu  bestim- 
men;  dabei  ist  nach  Aufg.  5: 

2s  =  2w©in(^), 
daher  nach  Teil  I,  S.  80: 

Setzt  mau 

(2)  <n^  =  «,     (^)=., 
so  folgt  ^)  aus  (1): 

(3)  z.==^  +  |!^^+|!^^+---  =  gp(^). 

Diese  Reihe,  die  u  als  Funktion  von  z  darstellt,  ist  nun  umzukehren, 
d.  h.  man  hat  z  als  Funktion  /"(«)  der  bekannten  Größe  n  auszudrücken, 


1)  Vgl.   hierzu  C.  Runge,   Theorie   und  Praxis    der  Reihen,   Leipzig  1904 
(Sammlung  Schubert  Nr.  32),  S.  69  f. 
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um  alsdann  m  =  a:  Y z  berechnen  zu  können.  Die Maclaurinsche  Reihen- 
entwicklung (vgl.  Teil  I,  S.  77)  ergibt 

, = f(u) = f{0)  +  «r  (0)  +  f;  r'(o)  + 1!  no)  + . . . , 

und  hier  ist  offenbar  f(0)  =  0,  denn  für  z  =  0  wird  nach  (3)  auch 
u  =  0.    Ferner  ist  (vgl.  Teil  I,  S.  42,  Aufg.  9) 

r(u)^i:cp'(z),  r»  =  -^|,  riu)^'^:^^!^^'^^^,... 

und  hieraus  erhält  man  die  Werte  f'{0),  f"(0),  f"'(0),...,  indem 
man  z  =  0  setzt,  da  m  =  0  und  z  =  0  ein  zusammengehöriges  Werte- 
paar bilden.    Es  ergibt  sich 

r(Oj  =  i,  r(0)  =  -~  =  -fo.  r(0)-j^, 

somit  ^) 

(4)  ^  =  ^,_^,,2+_|,,3^.... 

Den  Abstand  des  Mittelpunktes  31  der  Sehne  AB  von  dem  tiefsten 
Punkt  S  der  Kettenlinie  nennt  man,  z.  B.  wenn  diese  Kurve  durch 
einen  TelegrapJiendraht  gebildet  wird,  den  Durchhang  S 31  =  d  der  Ketten- 
linie (Fig.  59).    Man  findet  für  ihn: 

d  =  in  6of  i—\  —  m  =  m  (Eof  V z  —  m 
oder  mit  Hilfe  der  Reihe  für  ßof  Y^  (vgl.  Teil  I,  S.  80): 

^  =  ^'^  { 2 !  +  li  +  li  +  •  •  i 

Hier  ist  nun  )n  durch  a  :  Y ^  zu  ersetzen,  und  wenn  man  für  z  die 
Reihe  (4)  einführt,  hierbei  aber  die  Glieder  von  höherem  als  zweitem 
Grade  in  w  vernachlässigt,  folgt  \y 

(5)  d  =  1 1/^,  { 1  +  ^  ,e  -  ^A^  w2  j  ^ 

wobei 

(s  — a)3! 

a  Fig.  59. 

Für  "la  =  50  m,  2s  =  50,036  m  würde  man  z.  B.  d  =  0,822  m 
finden. 


M 


1)  Bei  Runge  findet  sich  hier  a.  a.  0.  ein  Druckfehler,  indem  als  Koeffi- 
zient von  M^  die  Zahl  —  (—  -f-  —  j  angegeben  ist,  während  -\-  (— -  —  — j 
stehen  müßte. 

Dingeldey:  Differential-  u.  Intogralrecbnuug.  II.  18 
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Bei  der  Spannung  eines  Telegraphendrahtes  ist  die  Änderung  zu 
berücksichtigen,  die  seine  Länge  durch  Änderung  der  Temperatur  er- 
fährt; insbesondere  muß  man  darauf  achten,  daß  die  größere  Spannung, 
die  in  dem  Draht  durch  Verminderung  seiner  Länge  bei  einer  Tempe- 
raturabnahme auftritt,  die  Zugfestigkeit  nicht  übertrifft.-^) 

7.  Für  welche  Werte  des  Exponenten  Ti,  läßt  sich  das  Integral  für 
die  Bogenlänge  der  Kurve  y  =  cx^  durch  elementare  Funktionen  aus- 
drücken? 

Die  Bogenlänge 

führt  hier  auf  ein  hinoniiscJies  Integral  (vgl.  Eegel  4,  S.  173f ).    Die  all- 
gemeine Gestalt  dieser  Integrale  ist 

fx"'(a  4-  hx'')Pdx; 

im  vorliegenden  Fall  ist  also  wz  =  0,  n  =  2'k  —  2,p  =  ^,  a=l,  h  =  c^k^. 
Aus  Regel  4,  S.  173 f.  folgt,  daß  sich  s  durch  elementare  Funktionen 
darstellen  läßt,  wenn  1  :  (2/.-  —  2)  eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl  N  ist  oder  wenn  k  :  (2  k  —  2)  eine  solche  Zahl  N  ist.  Es  muß 
daher  k  von  der  Form  (2iV-f  1) :  2N  oder  von  der  Form  2N :  (2N-  1) 
sein,  d.  h.  k  muß  ein  positiver  Bruch  sein,  dessen  Zähler  und  Nenner 
um  eine  Einheit  voneinander  verschieden  sind. 

8.  Die  Bogenlänge  der  Parabel  if  ==  px  vom  Scheitel  0  bis  zum 
Punkte  P{x^,  y^  zu  bestimmen. 

Die  Integration  wird  hier  etwas  einfacher,  wenn  man  y  als  Inte- 
scrationsveränderliche  und  somit  die  Formel 


0 

benutzt.    Alsdann  ergibt  sich 

2 


S  = 
P 


r/y."'+^T"^=}[ii/r+-^T+?M^+i/^'+^;)]:;% 


(vgl.  Aufg.  17,  S.  192)  oder  also 

(2)         '-';yy^'-^T^  1^^- 


l 


1)  Näheres  hierüber  sowie  über  den  Eicfluß  des  Winddrucks  und  der  Eis- 
belastung auf  die  Spannung  und  den  Durchhang  der  Telegraphendrähte  findet 
man  z.  B.  bei  K.  Winnig,  Die  Grundlagen  der  Bautechnik  für  oberirdische 
Telegraphenlinien,  Braunschweig  1910,  S.  189  —  208. 
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Der  Ausdruck  —yyi^-\--TP^  ^^^  eine  einfache  geometriselie  Be- 
deutung. Schneidet  nämlich  die  in  Pj  gezogene  Tangente  der  Kurve 
die  Scheiteltangente  in  li,  die  Achse  der  Parabel  in  T  und  ist  OM^  die 
Abszisse  von  P^  (Fig.  00),  so  ist  JO  =  031^  und  TR  =  TiP^  (vgl.  Teil  I, 
S.  49),  daher 


un 


d 


TP,  =  y  TM,^  +  M,P;'  =  Vax,'  +  2/i'  =  '^^'  j/yi'  +  |  P' 


(3)  '^^/y.'+\lr-\TP,  =  RP„ 

d.  h.  jener  Ausdruck  stellt  das  vom  Berührungspunkt  P,  bis  zum  Schnitt 
mit  der  Scheiteltangente  gemessene  Stück  der  Tangente  von  P,  dar. 

Die  Länge  des  Parabelbogens  OP,  läßt  sich  noch  durch  zwei  an- 
dere Ausdrücke  von  bemerkenswerter  Einfachheit  darstellen.  Führt 
man  nämlich  durch  die  Substitution 

(4)  -^  =  ein  u,  « 


den  hyperbolischen  Sinus  eiu,  so  wird 

(5)  *^  =  f  *-^^"  ^"l  +  ^^*l)  •  i'ig-  60. 

Ferner  ergibt  sich  bei  Einführung  des  Winkels  a,,  den  die  in  P, 
gezogene  Tangente  der  Kurve  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Achse 
bildet,  die  Formel 

(6)  s  =  -^('.'4^^--lntg^). 

Zum  Beweis  der  Formel  (5)  beachte  man,  daß  das  Integral 

Vi       

0 

durch  die  Substitution 

2  ?/  1 

( 8)  -^-  =  Sin  u,    dy  =  -^  p  ßof  udu 
in 

(9)  s  =  —})  I  iio'f  udu  =  —p  ( 6in  2 u,  +  2  u,) 

0 

(vgl.  Aufg.  IG,  S.  68)  übergeht.     Hieraus   folgt  leicht  Gleichung  {6), 
denn  es  ist 


(i  1        P        i. 
dx       2y        °     ' 


18^ 
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daher  nach  (8) 

©in  u  =  cot  u,    (Sof  u  =    .      ,    ©in  2u  =  -^^ - • 

'  '  sin  a  sin-  u 

Ferner  ist 

Soj  u  -\-  ©m  M  =  e"  =  — ^. =  cot  — , 

'  sin  a  2  ' 

somit 

(10)  M  =  In  cot  —  =  —  In  tg  -^  • 

Die  Einführung  dieser  Ausdrücke  für  ©in  2  m  und  für  u  in  (9)  er- 
gibt sofort  die  Gleichung  (6).    Übrigens  ist  leicht  ersichtlich,  daß 

1        -~.     ^  1        cos  a, 

—  p  ©m  2  u.  =  -rp  -^.^ 

das  schon  oben  erwähnte  Stück  BP^  der  Tangente  des  Punktes  Pj  dar- 
stellt, so  daß  sich  die  Gleichungen  (6)  und  (9)  durch 

(11)  s  =  RF,-  {p  In  tg  "^-  =  RP,  4-  \pu, 

ersetzen  lassen. 

9.  Die  Bogenlänge  der  logarithmischen  Linie  y  =  a\a  x  mit  Hilfe 
der  Substitution  a  :  x  ^  cot  z  zu  bestimmen. 

Das  Integral 

(1)  s^fyii-'^dx 

verwandelt  sich  durch  die  angegebene  Substitution  in 


-2 

r     a( 

,/  sin« 


S 


H 


woraus  nach  Multiijlikation  des  Zählers  mit  dem  Faktor  1  =  siu^  z  -\-  cos- ^ 
das  Integral 

(2)  s  =  a  r/'A'  +  ~)  dz 

^  ■'  J    \cos-2        sm  0/ 

-1 

hervorgeht.    Nach  Aufg.  80,  S.  101  f.  und  Aufg.  58,  S.  94  findet  man 
hierfür 

(3)  s  =  a  f h  In  tg  —  5^1  • 

^  ^  Leos  z    '  °   2     J 

Die  Grenzen  z^  und  z^  sind  natürlich  diejenigen  Werte  von  z,   die  auf 
Grund  der  Substitution  a  :  x  =  cot  z  zw  x  =  x-^^  und  x  ^  x^  gehören. 
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Auch  mit  Hilfe  der  hyperboüsclien  Funktionen  läßt  eich  das  Inte- 
gral (1)  berechnen.    Durch  die  Substitution 

—  =  ^mu,     dx  =  —  ^.  ,     du 

geht  nämlich  (1)  über  in 

und  wenn  mau  hier  den  Zähler  durch  1  +  Sin-M  ersetzt,  folgt 
(5)  s=—a  j  (g^  +  l)  du  =  a [C£otg u  —  u]  ■ 

Die  Grenzen  u^  und  «2  ergeben  sich  aus  a:x  =  <Bix[u,  wenn  man  x  =  x-^ 
bzw.  X  =  Xo  setzt  und  nach  u  auflöst. 
10.  Die  Bogenlänge  der  Ellipse 

Cl) 

zu  berechnen. 
Hier  wird 


X- 

+ 

dy 
dx 

= . 

—  . 

h 
a 

daher 


(2)  -/V'^IIJ^ '^-. 


woraus  nach  Einführung  der  numerischen  Exzentrizität  £  =  —  Va^  —  6^ 
das  Integral 

hervorgeht.  Dies  ist  ein  elliptisches  Integral,  denn  würde  man  durch 
Erweitem  mit  ^/a^  —  a^  x^  oder  mit  j/o^  —  rr-  die  Irrationalität  des 
Zählers  bzw.  des  Nenners  beseitigen,  so  bliebe  noch  eine  Quadrat- 
wurzel aus  einer  ganzen  Funktion  vierten  Grades  von  x  (vgl.  Regel  1, 
S.  20s  f.  und  Regel  5,  S.  209).  Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  aku(p 
erhält  man 

^* 
(4)  s  =  a  I  yi  —  f-sin''  (pdcp , 

<f'i 
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also  nach  Regel  7,  S.  210  ein  elUpüsches  Integral  zweiter  Gattung]  dabei 

ist  (p^  =  arc  sin  — ,  9,  =  ^^^  ^^^  ~'    Dieses  Integral  läßt  sieh  nun  durch 

Entwicklung  des  Integi-anden  in  eine  unendliche  Reihe  berechnen.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Ungleichung  a-  sin^  ^  ^  f-  <  1  ist  die  Reihenent- 
wicklung 

(5)   il-BHm'cpy==l-\eHm'^-^-^e^^m'cp-^^^sHm^^-..- 

gestattet.  Da  überdies  diese  Reihe  gleichmäßig  konvergiert  (vgl.  Teil  I, 
S.  75  und  im  vorliegenden  Teil  S.  193),  ist  auch  ihre  gliedweise  Inte- 
gration erlaubt,  wobei  die  Formel  in  Aufg.  71,  S.  97  anzuwenden  ist. 
Wir  woUen  die  Integration  zur  Berechnung  des  Vier  telum  fang  es  q 
der  Ellipse  durchführen;  die  Grenzen  sind  alsdann  (Pi  =  0  und  (p^  =  \%, 
man  hat  daher  das  vollständige  elliptische  Integral  E  (vgl.  Regel  7, 
S.  210)   zu  berechnen.     Mit  Hilfe  der  in  Aufg.  76,   S.  99  bewiesenen 

Formel 

1  „ 


/  Qva^'''  (pd(f  == 


1  2 »(  —  3         3    1 


2m        2  »1  —  2  4     2     2 

findet  man  die  Reihe 


in  der  das  erste  Glied  \ax  den  Viertelumfang  des  über  der  großen 
Achse  der  EUipse  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  ausdrückt. 

11.  Die  Bogenlänge  der  Kurve  y  =  smx  zu  berechnen. 
Man  findet 

s  =  fyi  +  cos^^r  r7:r  =  y2  fyi  —\^i\\^xdx, 

also  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung,  das  schon  in  Aufg.  10 
näher  betrachtet  wurde. 

12.  Man  soll  zeigen,  daß  der  von  f  =  0  bis  t  =  2?c  gerechnete  Bogen 
der  Zykloide 

X  =  at  —  l)  sin  t ,      y  ^  a  —  h  cos  t 

so  groß  ist  wie  der  Umfang  einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  ay  =  a-\-  h, 
6j=  ja  —  &|.  Die  Kurve  entsteht  dadurch,  daß  ein  Kreis  (Radius  a) 
auf  einer  Geraden  {a:-Achse)  ohne  zu  gleiten  rollt;  ein  mit  dem  Kreis 
fest  verbundener  Punkt  (Abstand  vom  Mittelpunkt  gleich  &)  beschreibt 
die  Kurve  (vgl.  Teil  I,  S.  47). 
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Für  den  erwähnten  Bogen  der  Zykloide  findet  man 

5  =  2  fVia  -  h  cos  ty  -f  b'  si^tdt  =2  1  ]/(a  +  hf~  4a&  cos^  4  dt 

0  0 

0 

woraus  mit  Hilfe  der  Substitution  t  =  :t  —  'Itp  das  Integral 

u 

(1)  >S:  =  4(a  +  &)J]/l--^^,sin>f?g, 

0 

IT 

hervorgeht;  hierbei  ist  -. — r-^r^  sicher  ein  echter  Bruch. 

^       ^  (a-\-  by 

Für  die  Bogenlänge  der  gemeinen  Zykloide  (a  =  b)  vgl.  Aufg.  1, 
S.  269  f.  und  Teil  I,  S.  165,  Aufg.  36. 

Andererseits  hat  man  für  den  Umfang  4g  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  «,  und  6, ,  wie  in  Aufff.  10  orezeioct  wurde: 


2 

(2)  4:q  =  4.a,  j Vi  -  s^' sin'- cp  dcp .     wo    e^^  =  "'' ^^ 


ist. 


Die  beiden  Ausdrücke  S  und  4g  werden  einander  gleich,  wenn  die 
Beziehungen 

,    ,       Ol"  — fei"  iah 

stattfinden. 

13.  Wenn  ein  Kreis  K^  vom  Radius  h  auf  der  Außenseite  eines 
festen  Kreises  K  vom  Radius  a  rollt  ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  ein 
mit  dem  beweglichen  Kreis  K^  fest  verbundener  Punkt  P  eine  Kurve, 
die  gewöhnlich  als  Epitroclioide  bezeichnet  wird.  Berühren  sich  die  beiden 
Kreise  zu  Anfang  der  Bewecrung  im  Punkte  x  =  a  der  Abszissenachse 
und  hat  alsdann  der  vom  Mittelpunkt  des  beweglichen  Kreises  um  die 
Strecke  c  entfernte  Punkt  P  die  Abszisse  x  =  a  -\-b  -{-  c,  so  gilt  für 
die  von  P  beschriebene  Bahn  die  Parameterdarstellung 

(1)    X  =  [a  -{-b)  cos  t  -\-  c  cos  "  T"    /,    ^  =  (a  +  6)  sin  /  +  c  sin  "-t—  t . 

Der  Parameter  t  hat  hierbei  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  der  in  Aufg.  2, 
S.  270  behandelten  Epizykloide,  die  man  aus  i  1)  für  c  =  b  erhält;  bei 
ihr  liegt  P  auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises. 
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Man  soll  nun  zeigen,  daß  der  einem  einmaligen  Abrollen  des  Kreises 
K^  entsprechende  Kurvenbogen  S  so  lang  ist  wie  der  Umfang  einer 
Ellipse  mit  den  Halbachsen 

^   _(a  +  &)(&  +  c)  ^    _    (a  +  &)(&-c)| 

Der  Kürze  halber  werde  a  -\-  h  =  p,  —, —  =  A  gesetzt;  alsdann 
folgt  aus  (1): 

dx  =  —  {p  sin  t  -\-  cl  sin  kt)dt,     dy  =  {p  cos  t  -\-  ck  cos  Xt)dt, 
ds^=  dx^-\-  dij-=]}'-\-  c^X^-\-  2pcXQ,0B  y  =  Q:)  +  cA)^—  2pck  il  —  cos  y), 
daher 
(3)  s  =  (p  +  oi)/l/l-(5^.sm^|^*, 

WO  noch  die  Integrationsgrenzen  festzusetzen  sind.  Ist  seit  Anfang  der 
Bewegung  der  zu  einem  Zentriwinkel  (p  gehörige  Bogen  h  arc  (p  des 
Kreises  K^  ^)  längs  des  Bogens  a  arc  t  des  Kreises  K  abgerollt,  so  be- 
steht die  Beziehung  at  =  h(p]  hierbei  gibt  cp  auch  den  Winkel  an,  um 
den  sich  K^  seit  Anfang  der  Bewegung  gedreht  hat.  Während  eines 
einmaligen  Abrollens  der  ganzen  Peripherie  von  K^  durchläuft  arc  (p  die 

Werte  von  0  bis  2:7t  und  arc  t  die  Werte  von  0  bis :    daher    sind 

a     ' 

t^  =  0  und  ^2  = die  Grenzen   des  Integrals  (3).     Führt  man  aber 


a 


tl}  =  at :  2h   als  neue  Veränderliche   in  (3)  ein,   so  werden  j^^  =  0  und 
^2  =  ^  die  Integrationsgrenzen,  und  man  erhält 


(4) 

S  = 

{p  + 

cX)2b 
1 

j 

wofür  nach  Aufg. 

5,  S. 

74 

1 

2, 

n 


(5)  5-i<4£^l'/l/l-^,^s.n^^., 

0 

gesetzt  werden  kann. 

Andrerseits  hat  man   für  den  Umfang  4  g  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a^,  h^  nach  Aufg.  10: 


(6)  43- =  4aj    I  yi  —  €^^sm^g)d(p,    wo    «1^=  ^^ 5 


'    ist. 


1)  Are  qp  bedeutet  den  zum  Zentriwinkel  qp  eines  Kreises  vom  Radius  Eins   ' 
gehörigen  Kreisbogen. 


Bogenlänge  der  Trochoiden.  281 

Die  Ausdrücke  (5)  und  (6)  werden  einander  gleich,  wenn  die  Be- 
ziehungen stattfinden: 

(p-j-cÄ)6       (a -\- b)  {b -\~  c)        a^- — fei'  4öc 


a,  = 


<  (fe  +  c)^ 


Ähnliche  Beziehungen    zu    einer   Ellipse    gelten    natürlich    auch 
dann,  wenn  der  Kreis  K^  auf  der  Innenseite  des 
festen  Kreises  abrollt,  also  im  Fall  der  Hypo- 
trochoide  } ) 

14.  Bei  jeder  log arithmi sehen  Spirale  r  =  a^ 
ist   die  Länge    des  Tom   Anfangspunkt   bis   zu 
einem   beliebigen  Punkt  Pi(r^,  'd'i)   der  Kurve 
gemessenen  Bogeus  so  groß  wie  die  Länge  der  ^i    gi. 
zu  P  gehörigen  Polartangente  P^T  (Fig.  61). 

Die  Länge   T  der  Polartangente   ist  nach   Teil  I,   S.  66 

die  Bogenlänge  wird 

s  =yr+7in'a)2  Ia-\l9  =  ^  VI  +  {hiay. 

Der  durch  zwei  beliebige  Punkte  P^,  P^  der  Kurve  begrenzte 
Bogen  wird 

Nun  ist  bei  der  logarithmischen  Spirale  der  Winkel  y  zwischen  Tangente 
und  Radiusvektor  konstant,  und  zwar  hat  man  tg  7  =  1  :  In  a  (vgl. 
Teil  I,  Aufg.  31,  S.  54);  daher  wird 

cos  y    ' 

wenn  man  noch  die  Radienvektoren  r^  =  cr*^!,  r^  =  «'^*  einführt. 

15.  Die  Bogenlänge  der  Kardioide  r  =  p{l  +  cosO')  zu  berechnen. 
Vgl.  Teil  I,  S.  63  f. 

Man  findet  leicht 

cos  Y  (^  ^  =  4  2:>  [sin  —  • 

Der  Umfang  der  ganzen  Kurve  wird  S  =  8p. 

1)  H.  Wiener  [Mitteilungen  des  math.-naturw.  Vereins  in  Württemberg, 
2.  Serie,  Bd.  9  (1907),  S.  46 — 50]  zeigte  rein  geometrisch,  daß  die  Rektifikation 
der  Epi-  und  Hypotrochoiden  auf  Ellipsenbogen  führt. 
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16.  Die  Bogenlänge  der  Zissoide 

V  o     sin-  d- 

(1)  r  =  2a 


C03  9 


zu  berechnen  (vgl.  Teil  I,  S.  62  f.). 
Man  findet 


(2)  s  =  2a  f^Vl  +  3co8^¥f?^, 

ein  Integral,  das  durch  die  Substitution  |/3cosO-  =  1  :  5  in 

^2  ^2  -2 

(3)  s  =  2a]/3  f^^^^^^d2^2aYS  f    ,^ +  2al/3  i -A=dz 

-1  -i  *i 

übergeht.    Der  erste  Summand  der  rechten  Seite  wird  durch  die  Sub- 
stitution 1  :  z  =  u ,  ohne  Rücksicht  auf  die  Grenzen,  in 

-  2a  >/3  T-T^^  =  -  2ay3  In  (w  +  y^^T) 

=  -  2 a  1/3  hl  (|/3  cos  -^  +  ]/ri^3  cos^) 

übergeführt,    der   zweite    ist    gleich    2ay'3  (1  +  ^^)  =  — «. • 

Daher  ergibt  sich 

(4)  s  =  2a r^^to!»"  -  /3  In  (l/3  cos d-  +  l/l+3cos^)  '^', 

und  wenn  man  zur  Abkürzung  "|/3  cos  ^,-  +  ]/l  +  3  cos^  -O-^  =  a^ ,  (i  =  1, 2) 
setzt,  folgt 

(5)  .  =  2a;/3[:4±i-l.«]:;. 

17.  Die  Bogenlänge  der  Lemnislate  r- =  2c-cos2d-  zu  bestimmen. 
HT-j.  TT-ii>  f^''  2c-sin2ö'   „  ,    , 

Mit  Hilfe  von  -r^  =  — folgt 

^VdW        cos2t^' 
daher 

^    ^  J  l/cos  2  ^  J  yi  —  2  8 


2  sin-  'S- 
Dieser  Ausdruck  erinnert  an  die  Normalform 

^  J  1/1  — Ä:*  sin*«- 
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des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  (vgl.  Regel  7,  S.  210),  jedoch 
muß  bei  dieser  0  <  l-  <  1  sein,  während  nun  Je-  =  2  ist.  Um  die  wirk- 
liche Normalform  herzustellen  ist  in  (1)  durch  die  Substitution  2  sin"  9- 
=  sin^gp  eine  neue  Veränderliche  einzuführen,  und  zwar  ist  diese  Sub- 
stitution erlaubt,  so  lange  sin^  =  y 2  sind'  ^1  oder  sin  ^  ^  +  il'^2 
ist.  Diese  Ungleichuncr  ist  aber  für  alle  Punkte  der  Lemniskate  erfüllt, 
denn  im  ersten  Quadranten  entsprechen  reelle  Kurvenpunkte  nur  solchen 
Polarwinkeln,  die  im  Intervall  0^0-^45^  liegen,  und  in  diesem  Inter- 
vall ist  0  ^  sin -9^  ^  +  2  y2.  Auch  in  den  übrigen  Quadranten  ist  für 
reelle  Kurvenpunkte  stets  |  sin  ■d'  |  ^  +  |;  V^S  . 
Durch  die  Substitution 

2  sin^  d-  =  sin-  qp ,     cos  0-  dQ-  =  — ^  cos  or  dcp 

geht  aus  (1)  die  Gleichung 

dcp 


'''  -'J'vT^. 


Vi 


hervor;   insbesondere  für  den  von  0  bis  0-,  bzw.  0  bis  (p^  gemessenen 
Bogen  der  Lemniskate  erhält  man  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


fi 


^   ^  J  Vi  -  +  sin*  cp  Vl/2     ^V 

0 

das  nur  durch  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe  berechnet  werden 
kann.  Es  gelten  in  dieser  Hinsicht  dieselben  Bemerkungen  wie  bei  dem 
elliptischen  Integral  zweiter  Gattung  für  die  Bogenlänge  einer  Ellipse 
(vgLAufg.  10,  S.  277f.).  Wir  verzichten  darauf,  diese  Reihenentwicklung 
hier  zu  geben,  zumal  dies  in  Aufg.  5,  S.  216  bei  dem  allgemeinen  Inte- 
gral F(k,  (p)  geschehen  ist;  übrigens  wird  in  der  folgenden  Aufgabe  der 
Umfang  der  ganzen  Lemniskate  berechnet. 

18.   Den  Umfang  eines  der  n  unter  sich  kongruenten  Blätter,  aus 
denen  die  Sinusspirale 
(1)  r"  =  a"cos«9- 

besteht,  zu  berechnen  (vgl.  S.  254). 

Der  halbe  Umfang  \u  desjenigen  Blattes  der  Kurve,  das  die  in  der 
Richtung  -O-  =  0  verlaufende  Polarachse  zur  Symmetrieliuie  hat,  wird 

1      7t 

durch  die  Punkte  0^  =  0,  r  =  a  und  0-  =  „ — ,  r  =  0  begrenzt:  man 
hat  somit 

(2)  Y-JV'-^^;)'«'*- 
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Mit  Hilfe  von 


dr                asinwO' 
d&                  "-1 

cos  "   n%' 

folgt 

1  n 

2  ^    , 

p        1  —  n 

(3)                                  Y 

u  =  a  1  COS  "    nd'dd', 

0 

woraus  durch  die  Substitution  w-O-  =  ^  die  Formel 

1 

—  n 
2 
/»        1  —  n 

/.         X  —  n 
COS  «    9)<?qp 

0 

hervorgeht.     Dieses   Integral  läßt  sich   durch   Gammafunktionen    aus- 
drücken, denn  nach  Aufg.  10,  S.  243  ist 


(5)  ■    Jcos'''cpdcp  =  '^ji^==  +  ^V^^^ 

wobei   »^  +  1  >  0  sein  muß.     In   dem  Integral  (4)    ist    w+l= — , 
daher  wird 

{a\  Ln  -  ^  r(i^)r(|)  _  a  i    /-  r(^) 

wofür  nach  Aufg.  5,  S.  241  auch 


n       \2  w '   2 
gesetzt  werden  kann. 

Insbesondere  für  die  Lemniskate 

r''  =  2e^  cos  2^        (a'  =  2c2,  n  =  2) 
ergibt  sich 

ci/är(i)r(|)     ol/^w-r(i) 

Da  die  Lemniskate  aus  zwei  Blättern  besteht,  wird  ihr  gesamter  Um- 
fang L  gleich  2u.    Nun  ist  nach  Aufg.  7,  S.  241 

'"(i)r(l)-3i^-='l/2, 

daher 

(8)  L_c[r{r)]\ 


")/« 
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Bei  Berechnung  von  r(~)  mit  Hilfe  der  Tafel  S.  245  hat  man  die 
Formel  r^|)  =  4r(|)  (vgl.  Aufg.  4,  S.  240j  zu  benutzen  und  findet  als- 
dann r({)  =  4  •  0,90640,  daher 

(9)  Z  =  i^4i^^-^^  =  c.  7,41630. 

j/3,U159 

Übrigens  ergibt  sich  nun  leicht  ein  Zusammenhang  zwischen  dem 
vollständigen  elliptischen  Integral  erster  Gattung  Ä"(^j/' 2  J  ('vgl.  Regel  7, 
S.210)  und  dem  Ausdruck  r(\).  Denn  nach  Aufg.  17  ist  die  Bogen- 
länge \L  eines  Quadranten  der  Lemniskate: 

1  1 

*  ,J  yl  —  2  8in*iJ-  J  V^  —  J^sin^qj 

0  0  ' 

daher  folgt 

4y^^(l/i)  =  {r(i-)}i 

19.  Ist  B  der  eine  Endpunkt  der  kleinen  Achse  einer  Ellipse,  A  der 
eine  Endpunkt  der  großen  Achse  und  sind  T^ ,  T,  zwei  solche  Punkte  des 
durch  B  und  A  begrenzten  Viertelumfangs  der  Kurve,  daß  ihre  Nor- 
malen vom  Mittelpunkt  der  EUipse  einen  und  denselben  Abstand  p^ 
haben,  so  gilt  für  die  Bogen  BT^  und  T=^A  die  einfache  Beziehung 

(1)  BT,-T,A=p^. 

Während  die  Länge  eines  beliebigen  Ellipsenbogens  nicht  durch 
eine  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruierbare  Strecke  dargestellt  werden 
kann  (denn  die  Berechnung  dieser  Länge  führt  ja  auf  ein  elliptisches 
Integral),  ist  also  eine  derartige  Konstruktion  bei  der  Differenz  gewisser 
Ellipsenbogen  mrjglich.    Die  Beziehung  1 1)  ist  zu  beweisen. 

Der  Abstand  p  der  im  Punkt  x  =  a  cos  t,  y  =  h  sin  t  gezogenen 
Normale  der  Ellipse  vom  Mittelpunkt  0  der  Kurve  ist  (vgl.  Teil  I,  S.  123) 

/c\\  c   sin  t  cos  t  /  Q  0       7  9\ 

(^)  ^  =  i7^=^*T^.2^=s^'         ic^  =  a'-¥). 

Die  Parameter  t  von  solchen  Punkten  der  Kurve,  deren  Normalen  von  0 
gleichen  Abstand  p  haben,  müssen  daher  die  Gleichung 

(3)  cos*  t  -  --+^'  cos^  t  +  -'f '  =  0 


c  ■       C' 


erfüllen.  Wird  diese  Gleichung  als  quadratische  Gleichung  für  cos^f 
aufgefaßt  und  beachtet  man,  daß  für  alle  Punkte  eines  und  desselben 
Quadranten  der  Kurve  cos  t  dasselbe  Vorzeichen  hat,  so  ist  ersichtlich, 
daß  es  auf  jedem  Quadranten  der  EUipse  zivei  Punkte  P^ ,  Pj  gibt,  deren 
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Normalen  von  0  um  die  gleiche  Strecke  p  entfernt  sind.  So  lange 
p  ^a  —  h  ist,  sind  diese  Punkte  reell  (vgl.  Teil  I,  S.  51  f.  und  123);  im 
folgenden  möge  dies  vorausgesetzt  werden.  Die  Parameter  dieser  Punkte 
seien  t^  und  f^:,  alsdanu  folgt  aus  (3): 

(4)  cos2 1,  +  cos-  ^2  =  ^^^-  ,     cos^  f,  cos^  t  =  ^ 

und  hieraus  geht  nach  Elimination  von  i)  die  Gleichung 

(5)  a-(cos^  t^  +  cos-  fgj  =  tt"  +  c"  cos^  t^  cos- 1^ 
hervor,  die  auch  durch 

^   ^  cos  ij  '  '■  cos  ^1 

ersetzt  werden  kann.  Übrigens  läßt  sich  die  Beziehung,  die  zwischen 
den  Parametern  zweier  Punkte  P^ ,  P^  von  der  angegebenen  Beschaffen- 
heit stattfindet,  auch  in  der  einfachen  Gestalt 

tg2f^.tg-^2  =  62:a2 

sehreiben.  Die  Wurzeln  in  (6)  haben  das  Pluszeichen  zu  erhalten,  wenn 
man  sich,  wie  im  folgenden  geschehen  soll,  auf  Punkte  des  ersten 
Quadranten  beschränkt.    Durch  Differentiation  von  (5)  ergibt  sich 

— i  dt ~H  äh  =  c^  ■  d  (cos  t  cos  t^) 

cos  t^        1         cost^       ^  ^        ^         -^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (6): 


(7)      —  ]/a-  —  c^  cos^ \dt^  —  ]/a^  —  c^  cos^ t^ dU  =  —  d (cos  t^  cos  t^ . 


Geht  man  von  dieser  Gleichung  zwischen  Differentialen  zu  der  ent- 
sprechenden Gleichung  zwischen  den  Integralen  über  und  erstreckt  man 
die  Integration  beim  ersten  Glied  der  linken  Seite  von  t^  =  G-^  bis  ^j  =  Tj^, 
so  müssen  beim  zweiten  Glied  die  Grenzen  der  Integration  solche  Werte 
^2  =  (72?  t^^'^i  ^ßi^;  ^^ß  ^^^  Wertepaare  6^,  ö^  und  t^,  r^  dieselbe  Glei- 
chung (5)  erfüllen  wie  das  Wertepaar  f^,  t^. 

Insbesondere  gehört  zu  6^  =  \:t  der  Wert  (?,  =  0,  denn  6^=j7C  ist 
der  Parameter  des  Scheitels  B  der  Nebenachse  der  Ellipse,  dessen  Nor- 
male von  0  den  Abstand  ^j  =  0  hat;  außer  B  ist  aber  der  Endpunkt  Ä 
der  Hauptachse  der  einzige  Punkt  des  ersten  Quadranten,  dessen  Nor- 
male gleichfalls  durch  0  geht  und  öo  =  0  ist  der  zu  Ä  gehörige  Para- 
meter. Auch  die  aus  (4)  folgende  Gleichung  cos-G^-\-  cos-(52=  ic"-\-p') :  c^ 
ergibt  dies  sofort  für  6^  =i 'T  und  p  =  0. 
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Mit  ^1  =  i  Jf  und  60 '-=0  als  unteren  Integrationsgrenzen  folgt  aus  (7) 

T,  r, 

(8)  -J  V«-  -  c-  cos2 1,  dt^  -j  Ya^  -  c^  cos^  t^  dt. 


—    cos  f,   cos  /,    ,         =  —  cos  T,   cos  To  , 


wobei  der  Verabredung  entsprechend  t^  und  T2  dem  Intervalle  von  0 
bis  i;r  angehören. 

Es  seien  nun  T^  und  T«  <^i6  ^^  ^^^  Parametern  r^  und  tg  gehörigen 
Kurvenpunkte  des  ersten  Quadranten,  deren  Normalen  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  um  dieselbe  Strecke  p^  entfernt  sind.    Alsdann  stellt 

1 

7t 

-J 'y^^~c^  COS' t^ dh^-r  j  Va2  -  c^  cos- 1^ dt^ 
\^ 
die  Länge  des  Bogens  BT^  dar,  während  das  andere  in  (8)  auftretende 
Integral  gleich  der  Bogenlänge  T^A  ist:  der  Ausdruck  —  cos  t,  cos  r. 

Od  OOJ;  fjli 

ist,  wie  aus  der  zweiten  Gleichung  (4)  folgt,   gleich  p^.    So  wird  dem- 
nach (8)  gleichbedeutend  mit: 

(9)  IiT,-T,A=p^. 

Der  eine  der  beiden  Punkte  T^,  T^  (z.  B.  Tj)  kann  willkürlich  auf 
dem  ersten  Quadranten  gewählt  werden;  der  andere  (Tg)  ist  derjenige 
Punkt  dieses  Quadranten,  dessen  Normale  vom  Mittelpunkt  0  der  Ellipse 
um  dieselbe  Strecke  p^  entfernt  ist  wie  die  Normale  des  zuerst  gewählten 
Punktes. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  kann  noch  in  eine  andere  Ge- 
stalt gebracht  werden.  Wird  nämlich  »,  =  —  cos  t,  cos  Xc,  mit  a^  er- 
es X  T  ^i  i.  . 

weitert  und  bezeichnet  man  mit  x^  und  X2  die  Abszissen  a  cos  t^,  n  cos  x^ 
von  T^  und  T,,  so  folgt 

(10)  BT^-T,A  =  —^^, 

wobei  E  =  C'.a  die  numerische  Exzentrizität  der  Ellipse  bedeutet.^) 

Auf  jedem  Quadranten  der  Kurve  gibt  es  einen  Punkt  T ,  dessen 
Normale  vom  Mittelpunkt  0  einen  maximalen  Abstand  a  —  h  hat;  der 


1)  Die  Formel  (10)  hat  zuerst  G.  di  Fagnano  im  Jahre  1716  bewiesen. 
Vgl.  Opere  matematiche  del  marchese  Giulio  Carlo  de'  Toschi  di  Fagnano, 
hrsg.  von  V.  Volterra,  G.  Loria,  D.  Gambioli,  Bd.  2,  ^lailand-Rom-Neapel 
1911,  S.  28y. 


288  §  17.    Berechnung  der  Bogenlänge  von  Kurven  (Rektifikation). 

ilim  im  Sinn  der  vorstehenden  Betrachtungen  entsprechende  Punkt  fällt 
mit  T  selbst  zusammen  (vgl.  Teil  I,  S.  52  und  123,  wo  die  Koordinaten 
von  T  angegeben  sind).    Für  diesen  Punkt  T  tritt  an  Stelle  von  (9)  und 

(10)  die  Gleichung 

(11)  BT-TA  =  ü-h. 

Sind  5^,  S.2  zwei  EUipsenp unkte,   deren  Normalen  von  0  um  die 
Strecke  p^  entfernt  sind,  so  ist  nach  (9) 

(12)  BS,-S,A=p, 
und  durch  Subtraktion  von  (9)  und  (12)  folgt 

BT,  -  BS,  -  (T,Ä-S,Ä)  =  p^  -p^ 
oder 

(13)  S,T,-T,S,=p^-p,, 
wofür  auch 

(14)  S,T,-T,S,=p^-p„ 

geschrieben  werden  kann. 

20.  Gelangt  man  bei  Berechnung  der  Bogenlänge  PiP^  der  Kurve 
y  =  f{x)  zu  dem  Ergebnis 

(1)  s==[q>{x)]l, 

so  ist  die  zwischen  zwei  Punkten  mit  denselben  Abszissen  x,  und  x^ 
gemessene  Bogenlänge  s,  der  Kurve 


(2)  y=^af[x)  +  ya'-lip{x) 
durch 

(3)  s,==[a^{x)  ^-V^'^'^^lf{x)X\ 

gegeben.    Dies  soU  bewiesen  werden.^) 
Für  die  zweite  Kurve  wird 

(^)  (^) =1  +(^|)  =i+«r(^)^^+(«-i)9''(^)^+2ay^^r(^)(p'(4 

für  die  erste 


{T^' -^ + r  ('')'- =  f\^f-^ 


daher  ist   1  =  (f' {xy  —  f  {xf  und   durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks 
an  Stelle  von  1  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (4)  erhält  man 

und  hieraus  die  Gleichung  (3). 

1)  Vgl.  0.  Schlömilch,   Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,    Bd.  15 
(1870),  S.  215. 
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21.  Wird  in  jedem  Punkt  P  der  durch  die  Parameterdarstellung 
X  =  (pit),  y  =  ijit)  gegebenen  Kurve  Ti  die  Xormale  errichtet  und  auf 
ihr  von  P  aus  nach  beiden  Seiten  eine  Strecke  von  der  konstanten 
Länge  l  abgetragen,  so  erfüllen  die  äußeren  Endpunkte  dieser  Strecken 
eine  äußere,  die  inneren  Endpunkte  eine  innere  Parallelkurve  Die  Para- 
meterdarsteUung  für  die  ParaUelkurve  ist  (Teil  I,  S.  53): 

/1\  fc  ,  It}}'  ,   -^  lq>", 

ycp  --}-  ip  ■  y  qp  -  4- 1/)  - 

Es  sei  nun  s  ein  durch  die  Punkte  P^,  P,  begrenzter  Bogen  der  Kurve  ]:, 
a  sei  die  Länge  des  durch  die  Normalen  von  P^  und  P^   begrenzten 
Bogens  der  äußeren  oder  inneren  ParaUelkurve;  ferner  sei  y  das  Bogen- 
maß des  von  den  Normalen  in  ihrem  Schnittpunkt  C gebildeten  Winkel-^ 
PiCPo-    Alsdann  findet  die  Beziehung  statt 

(2)  a  =  s±ly. 

Dies  soU  bewiesen  werden. 
Man  findet  leicht 

da  ds       Z(qp'i/;"  —  ^'(p") 

daher 


«2 

(3)  ■  e  =  s  +  lj'^. 


ip  qp 


+  t^'* 


dt. 


Bezeichnet  nun  a  den  Winkel,  den  die  in  irgend  einem  Punkt  P 
der  Kurve  k  gezogene  Tangente  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Achse 
einschließt,  so  ist  (vgl.  auch  Teil  I,  Aufg.  25,  S.  162): 

dy        ,  ib'  ,     'ü>'        du        rp' tb"  —  il^'op" 

dx  °  qp'  °  cp    '       dt  qp*+ip- 

Mit  Rücksicht  hierauf  geht  aus  (3)  die  Gleichung 

er, 

ö  =  s  +  1  j  da  =  s  +  1  arc  (a^  —  «i) 

hervor,  in  der  das  Zeichen  arc  das  Bogenmaß  der  Difi"erenz  der  Winkel 
«2  und  a^  andeutet,  den  die  in  Pg  und  P^  gezogenen  Tangenten  der 
Kurve  k  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Achse  einschließen.  Der 
Winkel  u^  —  a^  ist  aber  gleich  dem  Winkel  P^CP^  der  beiden  Normalen. 
22.  Ist  (p{u,  V)  =  0  die  Gleichung  einer  Kurve  k  in  Linienkoordi- 
naten (vgl.  Teil  I,  S.  178),  so  gilt  für  die  Länge  eines  Bogens  s^  der  zu 
dieser  Kurve  mit  bezug  auf  den  Koordinatenanfang  0  als  Pol  gehörigen 
Fußpunktkurve  die  Formel 


-j' 


'ydu'-i-dv^ 
tt*  -f"  V- 

Dingeldey:  Differential-  u.  Intogralrechnung.  II.  19 
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Zum  Beweis  sei  OP^  =  r  die  Länge  des  Lotes,  das  man  von  0  auf 
die  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Kurve  Je  gezogene  Tangente  fällen 
kann;  d-  sei  der  Winkel,  den  dieses  Lot  mit  der  po- 
sitiven Richtung  der  a;-Achse  bildet  (Fig.  62).   Als- 
dann ist  nach  Regel  3,  S.  268  f. 


Fig.  62. 


der  Ausdruck   für   das  Bogendifferential   der   Fuß- 
punktkurve. 

Die  zur  Tangente  von  P  gehörigen  Linienkoordinaten  u,  v  sind 
(vgl.  Teil  I,  S.  178)  die  negativen  reziproken  Werte  der  Länge  der  Stücke, 
die  diese  Tangente  auf  den  Koordinatenachsen  abschneidet;   daher  ist 

sin 'S- 


u  = 


cos  & 

r 


V  =  — 


ferner 


du^  -\-  dv^ 


r^d^^-^dr' 


ds^ 


Mit  Hilfe  von  u^  -\-v^=  1  :r'^  folgt  hieraus  die  zum  Beweis  vorgelegte 
Formel.^) 

23.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
X,  y,  z  eines  im  Räume  gelegenen  Punktes  P  und  seinen  räumlichen  Polar- 
koordinaten r,  '^,  %■  wird  bekanntlich  durch  die  Gleichungen 

(1)  ic  =  r  sint^  cos'O-,     y  =  r  sin  1,^' sin  ■9',     ^  =  rcost/' 

vermittelt,  in  denen  r  die  Länge  des  Radiusvektors  von  P  bezeichnet. 

Der  Winkel  %  hat  die  analoge  Bedeutung  wie  die  geographische  Länge 
eines  auf  der  Erdkugel  gelegenen  Ortes,  er  kann 
also,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  P,  alle  Werte 
von  0°  bis  360"  annehmen;  dabei  liegt  der  Null- 
meridian in  der  a:5- Ebene  (Fig.  63).  Der  Winkel 
■^  bezeichnet  den  auf  dem  Meridian  von  P  ge- 
messenen Abstand  JVP  vom  Nordpol  iV,  durch 
den  die  »-Achse  hindurchgeht;  daher  möge  ■^  die 
Poldistanz  genannt  werden.  Dieser  Winkel  kann 
alle  Werte  von  0°  bis  180°  annehmen. 

Man  soU  nun  zeigen,   daß  die  Bogenlänge 
einer  auf  der  Kugel  r  =  a  gelegenen  und  durch 

■\\}  =  f{%)  dargestellten  Kurve  durch 

a/-)/sin>^  +  (^|)W  -  a/Vsin'^QVl  i^ 


Fig.  63. 


(2) 


-■^1 


V'i 


gegeben  ist. 

1)  Vgl.  A.  Transon,  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques,   2.  Serie,  Bd.  8. 
(1869),  S.  192;  G.  Fouret  ebenda,  S.  516—518. 


Bogenlänge  gewisser  Raumkuxven.  291 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (1)  r  =  a  und  denkt  man  sich 
j^.  ==  ^(0-)  in  (1)  eingetragen,  so  sind  x,  y,  z  Funktionen  von  -&■;  nach 
Regel  4  und  5,  S.  269  wird  alsdann 

und  zwar  findet  man  hierfür 

24.  Wird  ein  Punkt  Fix,  y,  z)  einer  beliebigen  Fläche  mit  zwei 
benachbarten  Punkten  Pi  und  S  durch  Bogenelemente  ds  bzw.  de  ver- 
bunden und  sind  x-\-dx,  y-\-dy,  s-\-dz  bzw.  x-[-8x,  y  +  öy,  z-\-dz 
die  Koordinaten  von  li  bzw.  S,  so  besteht  für  den  Winkel  a,  den  die 
beiden  Fortschreitungsrichtungen  PR  und  FS  miteinander  bilden,  die 
FormeP) 

/^^  dx8x  -\-  diiSy  -\-  dzSz  dx8x-\-  dyöy  -\-  dzSz 

(1)  cos  u  = '     ^   ,-^  = ! — "   ^  ' 

^  ^  l/(ia;*  +  dy^  -\-  dz-ySx^  +  Sy^+Sz^  dsds 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  soll  gezeigt  werden,  daß  auf  einer  Kugel 
diejenige  Kurve,  die,  von  dem  beliebig  gewählten  Punkte  Pq  der  Kugel 
ausgehend,  alle  Breitenkreise  unter  konstantem  Winkel  a  schneidet,  die 
Gleichung  hat 

(2)  lntg|i^-lntg-|-t/;o  =  -(^-^o)tgt^- 

Hierbei  haben  xfj  und  d-,  analog  i^^  und  -O-q,  die  in  Aufg.  23  angegebene 
Bedeutung.    Man  nennt  diese  Kurven  Loxodromen.') 

Ist  r  =  a  der  Radius  der  Kugel,  ^5  =  FE  das  Bogenelement  der 
Loxodrome,  ds  =  FS  das  Bogenelement  des  durch  F  gehenden  Breiten- 
kreises, für  dessen  Punkte  xp  konstant,  also  drp  =  0  ist,  so  hat  man  nach 
Aufg.  23: 

dx  =  a  cos  j|t'  cos  %^  dil)  —  a  sin  xl^  sin  #  d%^,      dx=^  —  a  sin  t/;  sin  -ö-  dxt, 

dy  =  a cos  i'  sin  Q^ dxl'  -\-  a sin  ip  cos d- dd-,      öy^asmijj  cos 0- öd', 

dz  =  —  asiiiipdil},  dz  =  0. 


ds  =  aysin^ilfd&'^  -\-  dip'^ ,  ds  =  a  sini^  d^. 


d  X  dy 

1)  Diese  Formel   ist  leicht  zu   beweisen.     Sind  nämlich     ,     =  x,     .    =  ''■> 

ds  ds 

dz  .   Sx         ,    Sy       .,    Sz         ,   ..      n-  1  L         1      •  T      T.-  1  i 

=  II  und       =  vt ,  T—  =  A  ,         =  fi    die   Kichtungskosinus   der  Richtungen 

PR  und  P(S,  so  gilt  für  den  Kosinus  des  durch  ds  und  ds  gebildeten  Winkels 
bekanntlich  die  Gleichung  cos  a  ^  ■/.■k'  -\-  XX'  -\-  fiu.'. 

2)  Vom  griechischen  Xo^ög,  schief,  und  dgöfiog,  Lauf. 

19* 
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Daher  wird  nach  (1): 

._.  a- sin^  ib  d&  S 9-  sini!)  d& 

(ß)  COS  u  = 


a-  sin  n^  ]/sm^  ^  d9^  -\-  dib^  dd-        Ysin^  ib  d&- +  di!}- 
oder 

(4)  4^  =  +  tgadd: 

^   '  sin  ni)        —    ° 

Bezüglich  der  beiden  Vorzeichen  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  folgendes  zu  bemerken.  Von  einem  Punkte  P  aus  kann  man  auf 
dem  durch  P  gehenden  Breitenkreis  in  zwei  Richtungen  fortschreiten,  im 
Sinne  der  wachsenden  oder  im  Sinne  der  abnehmenden  geographischen 
Länge  -9-.  Ist  a  der  Winkel,  den  die  Fortschreitungsrichtung  auf  der 
Loxodrome  mit  der  auf  dem  Breitenkreis  markierten  Richtung  der 
wachsenden  %■  bildet  und  wird  der  Winkel  a  von  dieser  Richtung  aus, 
die  sich  nach  Osten  erstrecken  möge,  in  dem  der  Bewegung  eines  Uhr- 
zeigers entgegengesetzten  Sinne  gemessen,  so  ist  in  (4)  rechts  das  Minus- 
zeichen zu  setzen,  während  die  Quadratwurzel  in  (3)  das  Pluszeichen  zu 
erhalten  hat.  Durch  Integration  von  (4)  ergibt  sich  alsdann  nach  Aufg.  58, 
S.  94  die  Gleichung  (2). 

25.  Es  ist  zu  zeigen,  daß  bei  der  soeben  für  die  Vorzeichen  ge- 
troffenen Verabredung  die  Bogenlänge  der  Loxodrome  gegeben  ist  durch 

(1)  s  =  --^(i^,-t^i). 
^   '  sm  a  ^    -  '■■' 

Nach  Aufg.  23  ist 

s  =  ajysin^^(||)%lc?r^., 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (4)  in  Aufg.  24  die  Gleichung 

(2)  s  =  +  ^^  fdxi^  =  +    ."  -  (^..  -  t^J 

^   ^  —  sm  a^  —  sin  a  ^    -  ^^ 

hervorgeht. 

Soll  s  stets  positiv  sein,  so  ist  in  (1)  das  Minuszeichen  zu  setzen, 
denn  man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  sin  a  und  dt'  stets  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben;  dabei  wird  natürlich  angenommen,  daß  man 
die  Loxodrome  vom  Punkte  P^  nach  F.,  hin  durchläuft. 

Auch  die  Meridiane  und  Breitenkreise  sind  Loxodromen:  von  diesen 
zwei  besonderen  FäUen  abgesehen  sind  die  Loxodromen  transzendente 
Kurven,  die  sich  asymptotisch  den  Polen  der  Kugel  nähern.  Sie  sind 
übrigens  im  allgemeinen  keineswegs  kürzeste  Linien  auf  der  Kugel,  denn 
solche  Linien  sind  die  größten  Kreise:  also  nur  der  Äquator  und  die 
Meridiane  sind  zugleich  Loxodromen  und  kürzeste  Linien. 
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Betrachten  wir  z.  B.  den  Unterschied  zwischen  der  Bogenlänge  der 
Loxodrome,  die  Pernambuco  in  Brasilien  mit  Lissabon  verbindet  und 
der  Länge  des  durch  diese  Orte  gelegten  Bogens  des  größten  Kreises. 

Die  geogi'aphische  Länge  von  Pernambuco  (P/)  ist  ^^  =  325°8'  östl.L. 
von  Greenwich,  die  geographische  Breite  8*^3'  südl.,  daher  ^j  =  9'S°3'; 
für  Lissabon  (Pg)  ist  ^g  =  35U''49',  die  geographische  Breite  38°42'  nördl., 
daher  ^2  =  51° i 8'.    Mit  Hilfe  von 

In  tg|T/;2- In  tg|t/',=  2,30259  ^logtg|j/-2- logtg|i^.,)  =  -  (^2-'^iHga 

(vgl.  1,2)  in  Aufg.  24,  S.  291 )  findet  man  für  den  Winkel  a,  unter  dem 
die  Loxodrome  P1P2  die  Breitenkreise  schneidet,  den  Betrag  62''52'; 
die  zugehörige  Bogenlänge  wird  nach  (1): 

s  =  0,9169  a, 

wo  a  =  6370300  m  die  Länge  des  Erdradius  bedeutet. 

Die  Bogenlänge  l  des  durch  P^  und  P»  gelegten  Bogens  des  größten 
Kreises  findet  man  nach  einer  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 
gleich  0,9163  a.  Der  Unterschied  der  Bogenlängen  s  und  l  des  Beispiels 
beträgt  nur  0,0006a,  also  rund  3800  Meter,  das  sind  etwa  ^Hq^/q  der 
kürzesten  auf  der  Kugel  gemessenen  Entfernung  l  der  beiden  Orte. 

Der  Unterschied  der  auf  der  Loxodrome  gemessenen  Bogenlänge  s 
und  der  Bogenlänge  1  auf  dem  größten  Kreis  ist  wesentlich  größer,  wenn 
bei  großem  Längenuntersehied  die  beiden  Orte  in  höheren  Breiten  der- 
selben Halbkugel  liegen.  So  ist  z.  B.  für  die  Orte  Kapstadt  (d-^^  =  18°  29', 
^1  =  1230  5(3')  und  Melbourne  (#2  =  145",  t^-g  =  1270  50') 

s=  1,7868«  =  11382  km, 

1=  1,6182  a  =  10308  km; 

der  Unterschied  beträgt  hier  10,4  7o  der  kürzesten  auf  der  Kugel  ge- 
messenen Entfernung  l. 

Die  beiden  Beispiele  zeigen,  daß  der  Unterschied  in  der  Länge  des 
Weges  bei  der  Seefahrt  auf  der  Loxodrome  oder  bei  der  Fahrt  auf  dem 
größten  Kreise  (der  sogenannten  ortliodromisclien  Seefahrt)  in  manchen 
FäUen  kaum  in  Betracht  kommt,   in  anderen  Fällen  ziemlich  groß  ist. 

In  der  modernen  Seefahrtskunst  wird  eine  Berücksichtigung  des 
orthodromischen  und  loxodromischen  Kurses  bevorzugt,  indem  man 
beide  ineinanderg-reifen  läßt.  Wir  woUen  nicht  versäumen,  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  die  Bedeutung  der  Loxodromen  für  die  Herstellung  geo- 
graphischer Karten  hinzuweisen.  Der  Geograph  Gerhard  Mercator 
(eigentlich  Kremer,  1512 — 1594)  hatte  sich  die  Aufgabe  gestellt,  eine 
ebene  Abbildung  der  Erdoberfläche  anzufertigen,  bei  der  den  Loxo- 
dromen  gerade  Linien  entsprechen.  Auf  einer  solchen  Karte  „in  Mer- 
cators  Projektion"  (Seekarte)   kann  man   den   zwei  Orte  verbindenden 


294  §  17.    Berechnung  der  Bogenlänge  von  Kurven  (Rektifikation). 

Schiffskurs  als  gerade  Linie  einzeichnen,  und  der  Steuermann  des  Schiffes 
hat  nun  den  Vorteil  bei  der  Fahrt  denselben  Kompasstrich  einhalten  zu 
können.    Diese  Abbildung  wird  durch  die  Gleichungen 

(3)  |  =  arc'^,     7^==  — Intgl^ 
vermittelt,  vermöge  deren  der  Loxodrome 

(4)  lnig^i'-lntg^to  =  -{^-^o)^g^ 
(vgl.  (2)  in  Aufg.  24,  S.  291)  die  Gerade 

(5)  n  -  ^0  =  (^  —  ^o)  tg  « 

in  einem  System  von  rechtwinkligen  Parallelkoordinaten  |,  tj  entspricht. 

Die  Abbildung  (3)  hat  überdies  den  Vorzug  lonfortn  oder  winlel- 

treu  zu  sein,  d,  h.  einer  auf  der  ursprünglichen  Fläche  gelegeneu  Figur 

si  i^  entspricht   in  der  Abbildung  eine  Figur  _F^, 

J die  F  ähnlich  wird,  wenn  die  Dimensionen  von 

^\.  F  nach  Null    streben.^)     Den  Breitenkreisen 

^         \  entsprechen  parallele  Geraden;  die  Polargegen- 

^«v^^     \  den    sind  in  der  Abbildung  sehr  ausgedehnt, 

\.  \  denn  für  geringe  Poldistanzen  ip   wird  rj   sehr 

_  NJ_^  j.   groß,  für  if  =  0   wird  rj  =  oo.    Die  Pole   sind 

I  /'       ' -— ;;;>-^  Ausnahmestellen,    an   denen    eine   winkeltreue 

Abbildung  nicht  mehr  vorhanden  ist. 
^^'    '  26.    Die    Schnittkurve    einer    Kugel    mit 

einem  Kreiszylinder,  der  einen  Kugelradius  OÄ  =  a  zum  Durchmesser 
seiner  Basis  hat,  ist  durch  die  Gleichungen 

x^  -\-  y^  +  2^  —  a^  ==  0     und     x^  -\-  y^  —  ax  =  0 

der  Kugel  und  des  Zylinders  bestimmt  (Fig.  G4).  Bei  Benutzung  räum- 
licher Polarkoordinaten  (vgl.  Aufg.  23,  S.290)  ergibt  sich  für  die  Schnitt- 
kurve die  Parameterdarstellung 

x  =  asm^7p,     y  =  a sin il;  cos  tp ,     s  =  acosxl>. 

Man  soll  nun   die  Länge   des  im  ersten  Kugeloktanten  gelegenen 
Teils  der  Schnittkurve  berechnen. 


1)  Für  das  nähere  Studium  der  konformen  Abbildung  der  Kugel  auf  die 
Ebene  vervreisen  wir  auf  G.  Schaff ers,  Anwendung  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung auf  Geometrie,  2.  Bd.  Einführung  in  die  Theorie  der  Flächen, 
Leipzig  1902,  S.  75—89;  auch  die  flächentreue  Abbildung  der  Rotationsflächen 
wird  daselbst  (S.  40 — 53)  ausführlich  behandelt  und  ebenso  wie  die  konforme  Ab- 
bildung insbesondere  für  den  Fall  der  Erdkugel  durch  zahlreiche  interessante 
Figuren  vor  Augen  geführt. 
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Mit  Rücksicht  auf  X'  -}-  y^  —  ax  =  0  findet  nach  Gleichung  (1)  in 
Aufg.  23,  S.  290  zwischen  xp  und  d-  die  Beziehung  sin^  i^-  =  cos^  d-  statt, 
vermöge  deren  man  nach  Gleichung  (2)  in  Aufg.  23,  S.  290 

i  1 

2  8 

s  =  ajyi  +  siT)^  4^  dii^  =  afyi  +  cos^  ^  d» 

0  0 

erhält.    Hierfür  kann  auch 


6-  =  a  1/2  jVl  -  i  8in2  d-  dd- 

0 


gesetzt  werden,  man  hat  daher  das  schon  früher  (Aufg.  10,  S.  277  f.)  be- 
handelte vollständige  Integral  zweiter  Gattung. 


§  18. 

Yolnmen  und  Oberfläche  Yon  Eotationskörpern. 

1.  Dreht  sich  die  Kurve  y  =  /'(.r)  um  die  x- Achse,  so  entsteht  eine 
Botationsfläche.  Durch  diese  Fläche  und  durch  die  zwei  zur  Achse  recht- 
winkligen Ebenen  x  =  x^  und  x  =  x^  wird  ein  Boiationskörper  begrenzt, 
dessen  Volumen  durch 

(1)  V=7tß/dx. 

gegeben  ist.    Hierbei  sei  y  =  f(x)  eine  in  dem  Intervall  von  x^  bis  x^ 
einschließlich  der  Grenzen  eindeutige,  endliche  und  stetige  Funktion. 

2.  Der  Mantel  dieses  Rotationskörpers  hat  den  Flächeninhalt 

(2)  0  =  2nfyyT^'ä.^2.fyyT:^'äy. 

Ist  die  Gleichung  der  rotierenden  Kurve  von  der  Form  y'  =  q){x), 
so  schreibt  man  den  Ausdruck  für  0  zweckmäßiger  in  der  Gestalt 

(3)  o^2.fyi7(i§'d.. 


Beispiele. 

1.  Volumen  und  Mantel  des  Körpers  zu  berechnen,  der  aus  eitfem 
Botafmisparaholoid  durch  zwei  zu  dessen  Achse  rechtwinklige  Ebenen 
herausgeschnitten  wird. 
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Ist  y-  ^  px  die  Gleichung  der  das  Paraboloid  durch  Rotation  um 
die  ic- Achse  erzeugenden  Parabel  und  sind  x  =  x^,  x  =  x^  die  Glei- 
chungen der  Schnittebenen,  so  wird 

V  =  njpx  dx  =  \p7i  {x^  —  x^), 
^1 

0  =  27if-]/iiix^\v^dx  =  I-  .T-  y'p  \}x  +  \p) '  J^; 

Der  Ausdruck  für  0  läßt  sich  noch  in  eine  andere  Gestalt  von  be- 
merkenswerter Einfachheit  bringen.  Führt  man  nämlich  wie  in  Aufg.  8, 
S.  275  durch  die  Substitution 

2w        äx        f-r- 

p        dy 

hyperbolische  Funktionen  ein,  so  wird 

0  =  I p'7cf(Bin  u  eof-'  udu-=  ^-^  { Gof^ «_,  -  ßof  u^  ] . 
"i 
Hierfür  kann  auch 

gesetzt  werden,  wo  p^  und  p,  ^^^  Längen  der  den  Punkten  P^  und  P.^  zu- 
gehörigen Krümmungsradien  bezeichnen,  denn  ein  beliebiger  Punkt  der 
Parabel  hat  den  Krümmungsradius 

Q  =  }p^o\^u. 

Bezogen  auf  ein  System  von  Polarkoordinaten  r,  d-,  das  den  Brenn- 
punkt F  der  Parabel  zum  Pol,  ihre  Achse  zur  Polarachse  hat,  ist  nämlich 

^  ~  2(1  —  cos'8-) 

die  Gleichung  der  Parabel.  Ferner  findet  man  für  die  Länge  des  Krüm- 
mungsradius Q  eines  beliebigen  Parabelpunktes  P 
den  Ausdruck 

Q  =  2r  :  cos;^, 

wo  X  <ien  Winkel  zwischen    dem  Brennstrahl  FP 
und  der  Normale  PN  von   P  bedeutet  (Fig.  65). 
Da  nun  bei  der  Pai-abel  der  Brennstrahl  FP  und 
■^^^■^^"  die   durch  P  parallel  zur   Achse   gezogene  Gerade 

gegen  die  Tangente  TP  von  P  unter  gleichem  Winkel  «  =  90°  —  %  S^~ 
neigt  sind,  ist  auch  •^TPF=a  und  wie  schon  in  Aufg.  8,  S.  276  be- 
merkt wurde,  sin  a  =  1 :  (So j  u.    So  folgt 

Q  = =  -.  -  =  2r^0\u, 

^         cos;^         sm  K  '     ' 
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und  mit  Benutzung  von 

P  P  P 


r  = 


2(1  —  cosa-)        2(1  — cos  2  a)         4sin-a 

ergibt  sich  die  yorhiu  erwähnte  Formel 

•Q  =  \li  ßopit     sowie      0  =  \'p':t  (p,  —  p^). 

2.  Die  Oberfläche  der  Zone  zu  berechnen,  die  aus  einem  Hotations- 
ellipsoid  durch  zwei  zur  Achse  rechtwinklige  Ebenen  herausgeschnitten 
wird,  und  zwar  unterscheide  man  zwei  Fälle,  je  nachdem  das  Ellipsoid 
durch  Rotation  einer  Ellipse  um  ihre  große  Achse  (längliches  Rotations- 
ellipsoid) oder  um  die  kleine  Achse  (abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
oder  Sphaeroid)  entstanden  ist. 

a)  Ist  -^  +  r|g  =  1  die  Gleichung  der  Ellipse  und  a  ^  h,  so  folgt 

im  ersten  Fall  bei  Anwendung  der  Formel  (3),  S.  295: 

0=~  fya^-{a^-b'')x' äx, 

•'i 

und  bei  Einführung  der  numerischen  Exzentrizität  a  =  ]/a^  —  h^'.a  wird 
0  =  —     f  l/rt^  —  s^x^ dx  =  —\x Va^  —  e^X'  -\ arc sin      1  . 

Die  Oberfläche  F.  des  ganzen  EUipsoids  ergibt  sich  für  x^=^  —  a, 
x^  =  a,  und  zwar  erhält  man 


E  =  '^     la  Va^—  £^a^  +  --  arc  sin  £     =  2:z'b  \  b  -r 

Bei  Einführung  eines  Winkels  y  durch  siny  =  s  und  h  :  a  =  cos  y  wird 

E  =  2ah%  (cos  y  -|-  ^    )  • 
\        '^     '    am  ■// 

b)  Rotiert  dieselbe  Ellipse  um  die  ?/- Achse,  so  entsteht  ein  Sphae- 
roid, dessen  Zone  mit  Hilfe  von 

Vi 

zu  berechnen  ist.   Man  findet  bei  Einführung  der  linearen  Exzentrizität 
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Die  Oberfläche  S  des  ganzen  Sphaeroids  ergibt  sich  für  y^  =  —  h, 
y^  =  J)^  und  zwar  erhält  man 


a       o           i/72~"; — ^  I    ^'  ^       bc  -\-yb*  -\-b'C- 
S=  27ca    Vir  +  r  +  ~  In ,~      — 

oder 

l  2c       a  —  c] 

Diese  Formel  geht  bei  Einführung  von  y  vermöge  sin  y  =  c  :  a, 
cos  y  =  h  :  a  über  in 

3.  Welche  Form  muß  eine  vertikale  Säule  von  Tireisförmigem  Quer- 
schnitt haben j  wenn  unter  Berücksichtigung  ihres  Eigengewichts  und 
einer  am  oberen  Ende  aufgelegten  Last  P  jede  Flächeneinheit  eines 
jeden  wagrechten  Querschnitts  gleich  stark  anf  Druck  beansprucht  werden 
soll  (Säule  von  gleichem  Widerstand)? 

Man  betrachte  die  Säule  als  einen  Rotationskörper  und  lege  durch 
ihre  Achse  eine  Ebene  (a"?/- Ebene),  die  die  Säule  in  zwei  Meridiankurven 
trifft;  die  Säulenachse  werde  als  ?/- Achse  gewählt,  eine  wagrechte  Ge- 
rade, die  durch  die  Mitte  der  die  Säule  am  oberen  Ende  begrenzenden 
Kreisfläche  geht,  als  iC-Achse.  Es  wird  nun  gefordert,  daß  in  jedem 
wagrechten  Querschnitt  der  Druck  für  je  eine  Flächeneinheit  denselben 
Wert  k  habe. 

Ein  wagrechter  Schnitt,  der  im  Abstand  p  unter  dem  oberen  Ende 
durch  die  Säule  gelegt  wird,  hat  den  Flächeninhalt  x"7t,  erleidet  daher 
den  Druck  kx^n.  Da  dieser  Druck  durch  das  Gewicht  P  der  aufgeleg- 
ten Last  und  das  Gewicht  Q  des  über  dem  Querschnitt  befindlichen 
Teiles  der  Säule  verursacht  wird,  hat  man  die  Gleichung 

kx^n  =  P-\-  Q, 

aus  der  durch  Differentiation  2kx7C dx  =  clQ  hervorgeht,  wobei 

dQ  =  x^7t dy  ■  y 

ist,  wenn  y  das  Gewicht  der  Volumeinheit  des  homogen  angenommenen 
Säulenmaterials  bezeichnet.    Aus  der  Gleichung 

2kx7i  dx  =  x^Tty  dy 

2k 
folgt  nun  ydy  =  "--  dx  und  durch  Integration 

yy  =  2k\n.x  -\-  C. 

Die  Integrationskonstante  C  erhält   man   bei  Anwendung  dieser  Glei- 
chung auf  den   obersten  Säulen querschnitt,   der   den  Radius  x^   haben 
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möge;  für  ihn  ist  ?/ =  0,  somit  2Älua;o -f  C  =  0.    Die  Mericliankurve 
der  Säule  (Fig.  Q6)  hat  daher  die  Gleichung 

2k       (x\  ^ 

y  = —\n{  — )    oder   x  =  x^e^'' . 

Der  Radius  x^  der  Säulenbasis  ergibt  sich  hieraus  für  y  ==  l,  wenn 
l  die  Höhe  der  Säule  bezeichnet;  ferner  folgt  x^  aus  Tix^^n  =  P. 

Bei  Einführung  der  Flächeninhalte  F  =  x^%  und  F^  =  x^n  der  zu 
den  Radien  x  und  x^^  gehörigen  Querschnitte  folgt  aus  der  Gleichung 
der  Meridiankurve: 

XJL 
F=F^e^ . 

In  ähnlicher  Weise  würde  man  die  Gestalt  eines  Rotationskörpers 
bestimmen,  bei  dem  die  Zugspannung  in  jedem  Querschnitt 
dieselbe  sein  soll,  während  das  obere  Ende  des  Körpers  be- 
festigt  oder  aufgehängt  ist   (Schachtgestänge  eines   Berg- 
werks).-^) 

Da  die  Herstellung  einer  Säule  oder  Stange  von   der 
vorhin  berechneten  Gestalt  schwierig  sein  würde,  setzt  man 
meistens  einige  zylindrische  oder  prismatische  Stücke  zusammen,  deren 
Querschnitte  F^,  F^,  ■  ■  •  man  nach  der  Formel 

F^-F.e'^  (i=l,2,...) 

berechnet.    Es  sei  z.  B.  folgende  Aufgabe  gestellt: 

4.  Ein  Brückenpfeiler  von  12  m  Höhe,  der  außer  seinem  eigenen 
Gewicht  noch  eine  Last  von  90000  ksr  zu  tragen  hat,  soll  aus  vier  gleich 
hohen  zvlindrischen  Stücken  zusammengesetzt  werden.  Wie  gi-oß  müssen 
die  Querschnitte  dieser  Stücke  sein,  wenn  das  Gewicht  y  der  Volumein- 
heit des  Baumaterials  gleich  2,5  kg/cdm  ist  und  die  zulässige  Druck- 
spannung 30  kg  qcm  beträgt?  Die  Flächeninhalte  der  Querschnitte 
sollen  in  qdm  angegeben  werden. 

Hier  ist  l  =  120  dm,  h  =  3000  kg/ qdm.  Der  oberste  Querschnitt 
F^  folgt  aus  Fo  •  3000  =  90000,  nämlich  F^  =  30  qdm;  für  die  folgen- 
den findet  man  F^  ==  30,759  qdm,  F.^  =  31,538  qdm,  F.^  =  32,337  qdm, 
für  die  Basis  F^  =  33,155  qdm. 

1)  In  diesem  Zusammenhang  kann  aut  die  Herstellung  verjüngter  Draht- 
seile hingewiesen  werden.  Diese  Verjüngung  wird  erreicht,  indem  man  entweder 
die  Anzahl  der  das  Seil  bildenden  Drähte  abschnittsweise  verringert  oder  die 
Drahtdicke  unter  Beibehaltung  der  Anzahl  der  Drähte  abnehmen  läßt.  Seile  der 
letztgenannten  Art.  die  aus  Gußstahldraht  von  IHO  kg  qmm  Bruchfestigkeit  an- 
gefertigt sind,  werden  in  den  über  1000  m  tiefen  Schächten  der  Silber-  und  Blei- 
bergwerke in  Pribram  in  Böhmen  benutzt.  Vgl.  J.  Hrabäk,  Die  Drahtseile, 
Berlin  1902,  S.  44;  C.  Bach,  Die  Maschinen-Elemente,  10.  Aufl.,  Leipzig  1908,  S.694. 
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5.  Das  Volumen  und  die  Oberfläche  des  Rotationskörpers  zu  be- 
stimmen, der  durcb  Rotation  eines  Bogens  der  Kettenlinie  y  =  m  ßoj  (  j 
um  die  a;- Achse  entsteht. 

Hier  wird 

r  =  ,«'.j  6o|=  (^)  äx  =  ^^  [»  Sin  (^,)  6oi  (I)  +  :.]:; 

(vgl.  Aufg.  16,  S.  68),  und  wenn  man  beachtet,  daß  m\  <Sin  (  )  |  nach 
Aufg.  5,  S.  271  gleich  der  Länge  des  rotierenden  Bogens  P^P^  oder 
gleich  [Yy'^  —  m^]  "  ist,  ergibt  sich 

Rotiert  insbesondere  der  sich  vom  Scheitel  S  der  Kettenlinie  (vgl. 
Fig.  33,  S.  67)  bis  zum  Punkt  P^  erstreckende  Bogen  s^.  so  folgt 

^1  =  ^(^1«!  +  w^a^l)• 

Für  den  Mantel  des  bei  Rotation  des  Bogens  P^P^^  entstehenden 
Rotationskörpers  ergibt  sich 

0  =  27t  fm  eof2  ( j^^)  dx,      somit      0  =  ^  V. 

6.  Der  zu  dem  Intervall  von  ^  =  0  ois  t  =  27i  gehörige  Bogen  der 
gemeinen  Zykloide 

X  =  a{t  —  sint),     y  =  a(l  —  cos  t) 

rotiert  um  die  ic- Achse.   Wie  groß  sind  Volumen  und  Oberfläche  dieses 
Rotationskörpers  ? 
Hier  wird 

27r  Sä 

F=a3;r  j  (1 —coBtfdt  =  8a^7t  jsm^ldt, 

0  0 

2rt 

0  =  Sa^7C  I  ßin^l  dt, 

0 

und  wenn  man  an  Stelle  von  t  durch  die  Substitution  t  =  2t  eine  neue 
e  T  einführt,  ergibt  sich 

TT  n 

V=  16a^7i  fBin^tdr,      0=  16a^jrJ  sin^r^^r, 


Veränderliche  t  einführt,  ergibt  sich 
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oder  nach  Aufg.  o,  S.  74: 


V  =  32a^7f  I sin^t  dt,      0  =  32a^;r /sin^Tf/r. 

0  0 

Nach  Aufg.  76,  S.  99  folgt  also 

7.  Wie  groß  ist  das  Volumen  des  Rotationskörpers,  der  entsteht, 
wenn  der  im  ersten  Quadranten  des  Koordinatensystems  gelegene  Bo- 
gen der  Evolute  der  Ellipse  a:  =  a cos  ^,  y  =  hsmf  um  die  a;- Achse 
rotiei-t"? 

Für  diese  Evolute  besteht  nach  Teil  I,  S.  156  die  Parameterdar- 
steUung 

■    a;  =  — cos^^,     y  =  — ^sin^^, 


wo   c  die  lineare  Exzentrizität    ]/a^  —  b^  der  Ellipse  bedeutet.     Man 
erhält 

2« 

F= ,5^  /  sin' ^  cos^tdt 


3 


(vgl.  die  Fußnote  zu  Aufg.  3,  S.  248),  woraus  mit  Hilfe  der  Substitution 
t  =  2%  —  X  die  Formel 


F  =      ,-.-  /  sin'^  t  cos^t  dr  =      rs    /  fsin'^r  —  sin^r)  dr 
ab-J  ab-J  ^  ' 


0  0 

hervorgeht.   Nach  Aufg.  76,  S.  99  folgt 

Y 


105a6* 


8.  Schon  in  §  1,  S.  32 — 34  wurde  die  Aufgabe  behandelt,  die  Ge- 
stalt der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  zu  bestimmen,  die  in  einem  fest- 
stehenden Gefäß  von  der  Gestalt  eines  geraden  Kreiszylinders  rotiert. 
Die  Flüssigkeit  bildet  ein  Rotationsparaboloid,  dessen  Scheitel  sich  auf 
der  Achse  des  Zylinders  im  Abstand  z^  vom  Boden  des  Gefäßes  befindet; 
die  Gleichung  dieses  Paraboloids  ist  (vgl.  S.  33) 
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wo  CO  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit  und  g  die  Beschleunigung 
der  Schwere  bezeichnen.  Dabei  findet  zwischen  dem  Radius  a  der  Basis 
des  Zylinders,  der  Höhe  2^ ,  bis  zu  der  die  Flüssigkeit  infolge  der  Rotation 
an  der  Wand  des  Gefäßes  steigt,  den  Größen  co,  g  und 


Zq  der  Zusammenhang  statt: 


(2) 


Z-,  Zn    


2£r 


Man  soll  nun  zeigen,  daß  bei  dieser  Rotation  der 
Betrag  h  —  Zq,  um  den  der  Scheitel  des  Paraboloids  unter 
der  Höhe  h  liegt,  die  der  Flüssigkeits  Spiegel  einnimmt, 
wenn  keine  Rotation  stattfindet,  gerade  so  groß  ist,  wie 
der  Betrag  z^  —  h,  um  den  die  Flüssigkeit  bei  der  Rotation  an  der 
Wand  des  Gefäßes  über  die  Höhe  It  emporsteigt  (Fig.  67). 

Das  Volumen  der  Flüssigkeit  beträgt  V=a^7th.    Andrerseits  ist 
auch 


r 


^'TtZi  —  :t  j 


^9(2 -^o) 


dz, 


denn   die  Gleichung  der  in  der  xz-Yihene  liegenden  Meridian  kurve  des 
Rotationsparaboloids  ist 


X''  = 


Durch  Gleichsetzen  der  beiden  Werte  für  V  und  nach  Aueführung 
der  Integration  erhält  man 


oder 
(3) 


a^nh  =  a^%z^  ~  ^y  (y^^  -  ^o^)]-  =  r„ 


a^h  =  a^z^  — 


gi^i  —  Zo)' 


i  (/i  +  ^o) 


und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (2): 
,y  (4)  ^i  =  ^i-H^i-^o) 

oder 

h  —  Zq  =  z^  —  h. 

9.  Der  sich  vom  Koordinatenanfang  bis  zum  nächsten 
Scheitel  S  erstreckende  Bogen   der  Sinuslinie  y  =  sin  x 
rotiert   um   die   ?/- Achse.    Wie   groß   ist  das  Volumen  V  des   so   ent- 
stehenden Rotationskörpers  (Fig.  68)? 
Hier  wird 

V  =  7t  j x^dy  =  X  ((sircsm'yydy, 


Fig.  68. 
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und  wenn  man  wieder  x  einführt  durch  x  =  arc  siny .  dy  =  cos  xdx,  folgt 
1 

-    n 

2  1 

V  =  n  f  X-  cos  X  dx  =  :t  [x-  sin  x  +  2x  cos  a;  —  2sina:Jj 

0 

(vgl.  Aufg.  6  und  b,  S.  106).    So  ergibt  sich 

V=:t(^  .t-  -  2)  =  0,4674  tc. 


§  19. 

Doppelintegrale,  dreifache  Integrale  und  Berechnnng 
des  Yolnmens  Yon  Körpern  (Kubatur). 

1.  Ist  f(x,y)  eine  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  x^^x  -^x^, 
!/o  =  y  =  ?/i  eindeutige  und  stetige  Funktion  von  x  und  ij,  so  gilt  bei 
Berechnung  des  Doppelintegrals 

(1)  V=-fff{x,y)dxdy 
die  Formel 

^1         Ui  Vi        Xi 

(2)  f[ff{x,y)dy']dx  =J'[jf{x,y)dx'\dy, 

Xo  Vo  l'o  Xn 

d.  h.  es  ist  gleichgültig,  ob  man  erst  nach  y  und  dann  nach  x  integriert, 
oder  ob  man  umgekehrt  verfährt;  es  ist  dabei  vorausgesetzt,  daß  die  In- 
tegrationsgrenzen von  X  und  y  unabhängige  Größen,  also  reine  Zahlen  sind. 

2.  Sind  X,  y,  z  gewöhnliche  recht- 
winklige Parallelkoordinaten  im  Räume, 
bei  denen  die  ary-Ebene  horizontal  liegen 
möge,  während  sich  die  positive  Richtung 
der  ^- Achse  vertikal  nach  oben  erstreckt, 
so  stellt  das  Integral  V  das  Volumen  eines 
Körpers  dar,  dessen  in  der  a:?/- Ebene  lie- 
gende Basis  aus  einem  durch  die  Geraden 
x^Xq,  x  =  x^,  y  =  yo,  y==y^  gebildeten 
Rechteck  besteht.  Die  seitliche  Begrenzung 
des  Körpers    besteht    aus    den    vertikalen 

Seitenflächen  des  Rechtflachs,  das  sich  über  der  soeben  erwähnten  Basis 
erhebt;  die  obere  Begrenzung  des  Körpers  wird  durch  dasjenige  Stück 
der  gekrümmten  Fläche  z  =  fix,  y)  gebildet,  das  aus  dieser  Fläche 
durch  die  eben  erwähnte  seitliche  Begrenzung  herausgeschnitten  wird 
(Fig.  69).  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  dieses  Flächenstück  wirklich 
oberhalb  der  xy-Woene  liegt. 


y-yo 
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3.  Sind  bei  dem  Doppelintegral 


(3) 


^1     2/1  =  (pi  W 

V=jjf{x,  y)dxdy 


die  Grenzen  der  Veränderlichen  y  Punktionen  von  x,  nämlich  y^  =  <Pq(x) 

undi/i  =  q)i{x),  die  als  eindeutig  und  stetig  vorausgesetzt  werden  mögen, 

so  ist  erst  die  Integration  nach  y, 
dann  die  nach  x  auszuführen. 

Das  Doppelintegral  (3)  stellt 
das  Volumen  eines  Körpers  dar, 
und  zwar  ist  derselbe  seitlich  durch 
Wandungen  begrenzt,  die  sich  über 
einer  in  der  a;y- Ebene  liegenden, 
durch  die  Geraden  x  =  Xq,  x  ^  x^ 
und  die  Kurven  y=(Poix),y  =9?^  (x) 
begrenzten  Basis  erheben.  Bezüg- 
lich der  oberen  Begrenzung  des 
Körpers  gilt  dasselbe  wie  in  Re- 
gel 2. 
4.  Wird  die  Basis  des  sonst  in  gleicher  Weise  wie  in  Regel  2  ge- 

gebilden  Körpers  durch  eine  geschlossene  Kurve  AD  BGA  begrenzt,  die 

sich  nicht  selbst  schneidet  (Fig.  70),  so  stellt  sowohl 


(4) 

als  auch 

(5) 


x  =  b    yi  =  (pi(x) 

V==fff{x,  y)dxdy 

x  =  a    yo  =  (po  (x) 

y  =  d   x=xiiy') 
V=fff(x,  y)dydx 

y  =  C    x=-/o{y) 


das  Volumen  des  Körpers  dar.  Dabei  sind  in  (4)  x  =  h  und  a;  =  a  die 
Gleichungen  derjenigen  Tangenten  der  Kurve  ADJBCA,  die  parallel  zur 
«/-Achse  verlaufen  und  von  dieser  Achse  den  größten  bzw.  kleinsten  Ab- 
standhaben. Die  Grenzen  y^  =  rp^{x)  und  y^  =  ^o(^)  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung  der  Kurve  ABB  CA  durch  Auflösung  nach  y.  (Würde  die 
Kurve  z.  B.  durch  den  Kreis  {x  —  tnf  +  (?/  —  ny  =  r^  gebildet,  so  wäre 
y^  =  n  ■{■  Yr^—  (x  —  my,  yo  =  vi  —  'V'r^  —  (x  —  my).  Entsprechendes 
gilt  bei  (5)  für  die  Grenzen  d,  c,  %i{y)  ^^^  Xoiv)- 
5.  Werden  in  das  Doppelintegral 


(6) 


•^1  ^1 
r=fjf{x,  y)dxdy 


Einführung  neuer  Veränderlicher  bei  mehrfachen  Integralen.  305 

an  [Stelle  von  x  und  y  neue  Veränderliche  u,  v  eingeführt  durch  die 

Gleichungen 

(7;  x  =  (p{u,  V),         y  =  t{ii,  V), 

so  geht  das  Doppelintegral  (6)  über  in 

(8)  V=-  I  J  f  {(p,  ?^'J  I  A  I  du dv,  wobei 


^  -'  du   dv        du    cv 


«o      "o 

U   V 


die  sogenannte  Fwiktionaldeterminante  von  cp  und  i/^  darstellt.  Es  ist 
hierbei  angenommen,  daß  x  und  y  sowie  u  und  r  bei  der  Integration 
von  der  unteren  zur  oberen  Grenze  wachsen;  deshalb  ist  in  (8)  der  ab- 
solute Wert  A  von  A  eingesetzt.  Ferner  ist  angenommen,  daß  die 
Funktionen  (p,  t^  und  ihre  in  (9  i  auftretenden  partiellen  Ableitungen 
innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Variabilitätsbereiche  stetig  seien ; 
auch  soll  A  daselbst  von  Null  verschieden  sein.  Endlich  ist  ancrenom- 
men,  daß  jedem  Wertepaar  x,  y  vermöge  (7)  nur  ein  Wertepaar  u,  v 
zugehört  und  umgekehrt.  Sind  die  unteren  Grenzen  Uo,Vq  des  Integrals (8) 
konstant,  so  erhält  man  sie  durch  Auflösung  der  Gleichungen  Xq=  (p(u,  v), 
yQ  =  xl;{ii,  V)  nach  u  und  t";  ähnlich  findet  man  die  oberen  Grenzen. 

6.  Auch  der  Inhalt  F  eines  ebenen  Flächenstücks  läßt  sich  durch 
ein  Doppeliutegral  darstellen;  es  besteht  die  Formel 

(10)  F=ffdxdy, 

wobei  die  Integrationsgrenzen  von  der  Begrenzung  der  Fläche  ab- 
hängen. 

7.  Das  Volumen  eines  Körpers  kann  bei  Benutzung  von  rechtwink- 
ligen räumlichen  Parallelkoordinaten  x,  y,  s  mit  Hilfe  des  dreifachen 
Integrals 

(11)  V=fffdxdydz 

berechnet  werden,  bei  dem  die  Integrationsgrenzen  von  der  Begrenzung 
des  Körpers  abhängen. 

8.  Werden  in  das  Integral  (11)  an  Stelle  von  x,  y,  z  neue  Ver- 
änderliche (krummlinige  Koordinaten  im  Räume)  durch  die  Gleichungen 

(12)  x  =  cp{u,  V,  w),     y  =  liu,  V,  w),     z  =  ^(w,  v,  iv) 
eingeführt,  so  geht  das  Integral  (11)  über  in: 

(13)  V=J'j'J]A\dudvdw, 

Dingeldey:  Differential-  u.  iDtegralrechnang.  II.  20 
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dcp     dcp     d(p  \ 
j  du      cv     dw 

^        ^  OU         cv        dw  \y^       ^       ^ 

I  gt/>         gl/j        gl/) 

'  du      dv     dw 

die  Funktionnldeterminante  von  fp,  x,  i)  darstellt.  Dabei  ist  angenommen, 
daß  die  Funktionen  q),  %,  xjj  und  ihre  in  (14)  auftretenden  partiellen  Ab- 
leitungen innerhalb  des  in  Betracht  kommenden  Variabilitätsbereiches 
stetig  seien;  ferner  soll  A  daselbst  von  Null  verschieden  sein.  Endlich 
ist  angenommen j  daß  jedem  Wertsystem  x,  y,  z  vermöge  (12)  nur  ein 
Wertsystem  u,  v,  iv  zugehört  und  umgekehrt.  Vgl.  den  entsprechenden 
Satz  für  Doppelintegrale  in  Regel  5. 


Beispiele. 

1.  Über  dem  in  der  a'!/-Ebeue  liegenden,  durch  die  Geraden  x  =  Jc, 
X  =  l,  y  =  m,  y  =  n  bestimmten  Rechteck  erhebt  sich  ein  Rechtflach, 
das  oben  durch  ein  Stück  der  Oberfläche  des  elliptischen  Paraboloids 

^  =  "^^  +  P 
begrenzt  ist.    Wie  groß  ist  das  Volumen  des  so  begrenzten  Körpers? 

x=l      y=n 
x  =  k    y  =  tu 

2.  Das  Volumen  V  eines  Körpers  zu  bestimmen,  der  durch  die 
Koordinatenebenen,  die  Ebene  x  -{-  y  —  3  =  0  und  ein  Stück  der  Ober- 
fläche des  elliptischen  Paraboloids  z  =  Ax^ -{•  2y^  -\-l  begrenzt  wird. 

Hier  ist 

x=Z    y= Z-x 

V  =ff(4x'  +  2y'  4-  1)  dx  dy, 

wobei  man  eine  jede  Integration  geometrisch  deute  und  sich  klar  mache, 
warum  die  Integrationsgrenzen  die  angegebeneu  Werte  haben.  ^) 

Man  findet  F  =  45  Volumeinheiten,  also  z.  B.  Kubikzentimeter, 
wenn  die  zu  Grund  gelegten  Längeneinheiten  Zentimeter  sind. 


1)  Entsprechendes  beachte  man  auch  bei  allen  folgenden  Aufgaben. 


Volumen  des  elliptischen  Paraboloids  und  des  Ellipsoids. 
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3.  Wie  groß  ist  das  Volumen  V  des  im 
Endlichen  liegenden  Körpers,  der  von  dem 
elliptischen  Paraboloid 


X   =    T^   -p    — 5 

0-        c- 


durch  die  Ebene  x  =  1:  {Je  >  0)  abgeschnitten     y 

wird  (Fig.  71).  ^'^•''• 

In  jedem  der  vier  Oktanten  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems, 
in  denen  x  positiv  ist,  liegt  ein  Viertel  des  Körpers;   man  erhält  daher 

x=k  y=  +  6]/i 


4-F=J  J^Vb^-i/dxdy 


x  =  0  y  =  0 


Äiy'^' 


^  .   b-x 

X  —  y  -r  -^  arc  sm 


bV^\  =  o 


y=+byx 

dx 


(vgl.  Aufg.  17,  S.  192),  also 

k 

—  F=     -  \  xdx  =  —  hcTi-7t 

0 

und  F=  ^bcJc^Tt. 

4.  Das  Volumen  V  des  Ellipsoids 

:L'  4.  r  :  £'  =  1 
a*   ■    fe-   '    c- 

zu  bestimmen. 

Das  Ellipsoid  wird  durch  die  Koordinatenebenen  in  acht  gleiche 
Teile  geteilt,  und  man  findet  für  einen  dieser  Oktanten  das  Volumen 


y=+  — ]/a2-: 


iF=//.yi--- 


dxdy 


x  =  0         '/  =  0 


Da  bei  der  Integration  nach  y  die  Größe  x  als  konstant  anzusehen  ist, 
kann  man  vorübergehend  zur  Abkürzung 

1 ^      gleich      -r^ 

setzen  und  erhält  alsdann 

x  =  a  y  =  ■\-k 

-V=    I 


x  =  a  y  =  +  K  a 

'^r=j'flVk^-y'^dxdy  =  ^f[^VJc''-f^+'^ 


arc  sin 


dx 


x=0         y=0 


^y  =  0 


20" 


308     §  lö-    Doppelte  u.  dreif.  Integr.  u.  Berecliu.  d.  Volumens  v.  Körpern  (Kubatur). 
oder  nach  Aufg.  11,  S.  192: 

a  a  _ 

8  b  J      4:  -ibj  a^  4a*  L  3       J^^^^ 

daher     F=y^^^^' 

Im  Falle  a  =  &  =  c  geht  das  EUipsoid  in  eine  Kugel  über,   für 
deren  Volumen  man  somit  die  bekannte  Formel  V=  ja^:t  erhält. 

5.  Man  bestimme  nach  Regel  6  den  Inhalt  der  Fläche,  die  durch 
den  vom  Scheitel  0  bis   zum  Punkt   Pi(x^,  y^)   gehenden  Bogen  der 
Parabel  y-  =  px,  die  Ordinate  von  Pj  und  das  zuge- 
hörige Stück  der  a;-Achse  begrenzt  ist  (Fig.  72). 

Die  Aufgabe  soll  auf  zwei  Arten  gelöst  werden, 

^j:     indem  das  eine  Mal  erst  nach  y,  dann  nach  x  integriert 

werden  soU,    das  andere  Mal  in  umgekehrter  Reihen- 

Fig.  72. 

folge.  Schon  in  §  1  ist  diese  Fläche  durch  einfache 
Integration  berechnet  worden;  die  Aufgabe  wird  aber  jetzt  nochmals 
gestellt,  da  sie  ein  Beispiel  abgibt,  an  dem  man  sich  sehr  leicht  klar 
machen  kann,  wie  die  Festsetzung  der  Integrationsgrenzen  durch  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  bestimmt  ist. 

Wird  erst  nach  y,  dann  nach  x  integriert,  so  ist 

.r  =  Xi       II  =  +  Yp  X 

F  =  I  I  dxdy\ 

x  =  0       i/  =  0 

wird  erst  nach  x,  dann  nach  y  integriert,  so  folgt 


y  =  yi      ^  —  .«.1 

F  =j  j  dxdy. 


p 


Man  findet  F  =  ^x^yi- 

6.  Ein  gerader  Kreiszylinder  wird  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäß 
eingetaucht  und  zwar  derart,  daß  sich  der  Mittelpunkt  31  seiner  Achse 
in  der  Tiefe  c  unter  dem  Wasserspiegel  befindet,  während  die  Achse 
selbst  gegen  die  Vertikale  unter  dem  Winkel  cc  geneigt  ist.  Die  Länge 
der  Achse  sei  l,  jede  der  beiden  Kreisflächen,  die  den  Zylinder  begrenzen, 
habe  den  Radius  a.  Wie  groß  sind  die  auf  diese  Kreisflächen  aus- 
geübten Drucke,  wenn  y  das  Gewicht  der  Volumeinheit  des  Wassers 
bezeichnet. 

Betrachten  wir  zunächst  den  auf  die  obere  Kreisfläche  l\  ausgeübten 
Druck.  Die  Vertikalebene,  in  der  die  Achse  des  Zylinders  liegt,  wählen 
wir  als  a;5r-Ebene   eines  räumlichen  Koordinatensystems,   den  Wasser- 


Druck  des  Wassers  auf  eingetauchte  Kreisflächen. 
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Spiegel  als  «/^-Ebene,  die  Ebene  des  Kreises  l\  als  xy-^hene.   Diese  ist 
also  gegen  den  Wasserspiegel  unter  dem  Winkel  a  geneigt  (Fig.  73). 
Die  Gleichung  des  die  Fläche  \  begrenzenden  Kreises   mit  dem 
Mittelpunkt  Ä  ist 

{x  —  mY  -{-  y^=  a- ,    z  =  0, 

wo  m  eine  Abkürzung  für  die  Länge  der  Strecke  OA  =  (c  —  ^Icos  a)  :  sin  et 
bedeutet.     Für   den   auf  die  Fläche  Tiy  ausgeübten  0 

Druck  i\  ergibt  sich  alsdann  (vgl.  Aufg.  34,  S.  18) 
das  Doppelintegral 

Pi=  y  sin  a  j  j  xdxdy 

Xi    Vi 

Fig.  73. 


"^o  y^=—ya^  —  (x  —  m)-  und  y,  =  4-|/a^— (a;  — m)^  und  x^  =  m  —  a 
x^  =  m  -\-  a  die  Integrationsgrenzen  bedeuten.    So  folgt 

p^=  y  sin  u  J  2xya^  —  (x  —  my dx, 

rii  —  a 

und  hieraus  geht  durch  die  Substitution  x  —  m  =  a  sin  cp  das  Integi-al 

p^=  2y  sin  a  f  {m  -\-  a  sin  9)  a^  cos^  q)  dcp 
hervor.    Hier  ist 

/  cos-  (pd(p  =  2  I  cos-  q)dq)  =  2  ■  ^  Y 

(vgl.  Aufg.  6,  S.  75  und  Aufg.  76,  S.  99)  und 

/  cos^  g)  sin  q)  dcp  =  0 


'^vgl.  Aufg.  6,  S.  75),  also  ergibt  sich  schließlich 

jPi  =  a-  m  7  :r  sin  a  =  I  a^  yn(2c  —  l  cos  cc) . 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  für  den  Druck  p^  des  Wassers'auf 
die  untere  Kreisfläche  /.o  den  Ausdruck 

P2  =  ja^ysc{2c  ■{-  Icosu) . 
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7.  Zu  zeigen,  daß  sich  das  Integral 

Xi     Vi. 

durch  die  Substitution 

(1)      x  =  ^_{x,-\-x^)-\-\{x^-x^)i„  y  =  j(y2^yi)  +  Hy2  —  yi)v 


m 


—  1  -'i 

verwandelt,  wobei  (p(i„  r])  aus  f(x,  y)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  in 
fix,  y)  an  Stelle  von  x  und  y  die  angegebenen  Werte  einträgt. 

Die  Gleichungen  (1)  ergeben  für  x  =  x-^^,  y  =  yi  die  Werte  ^  =  —  1, 
7^  =  —  1,  für  X  =  x^,  y  =  y-2  die  Werte  1  =  1,  7]  =  1.  Vgl.  Regel  5, 
S.  304  f.  sowie  Aufg"  1  und  2,  S.  73. 

8.  In  welches  Integral  geht 

V=fj  f{x,y)dxdy 

über  bei   Einführung    von   Polarkoordinaten    in   der  .ry- Ebene   durch 
X  =  r  cos  d-,  y  =  r  sin  ^V 

Für  die  Funktionaldeterminante  A  findet  mau  den  Wert  r,  daher 
wird  nach  Regel  5 

F  =  /  ff{r  cos  &,  r  sin  d-)rdrdd- . 

Die   durch  r,  0-,  z  gebildeten  Koordinaten  heißen   aus  nahe  liegendem 
Grunde  Zyl in derl'oordin afen. 

Man  benutze  das  vorstehende  Ergebnis  in  Aufg.  9 — 10. 

9.  Aus  einer  Kugel  vom  Radius  (/  wird  durch  einen  Kreiszylinder, 
dessen  Achse  (^- Achse)  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht,  ein 
Körper  herausgeschnitten;  die  Grundfläche  des  Zylinders  liabe  den  Ra- 
dius b.    Wie  groß  ist  das  Volumen  des  Körpers"? 

Ist  x^ -\-  y^ -\-  2^  —  a- =  0  die  Gleichung  der  Kugel,  so  hat  der  im 
ersten  Oktanten  des  Koordinatensystems  liegende  Teil  des  Körpers  das 
Volumen 

j-  =  &  y=  +  Yb^  —  X-  r  =  b  ^  =  '2^ 

I  F  =  J  ^fVa^  -x^-  2/-  dx  dy  ^ff^a^V^  rdrd^. 

Die  Integration  nach  r  läßt  sich  leicht  erledigen  mit  Hilfe  der  Substi- 
tution a^  —  r^  =  U-.    Man  findet  schließlich 

3 


V=\nU-{a--hy]. 


Anwendunor  von  Zvlinderkoordinaten. 
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10.  Eine  ähnliche  Aufgabe   wie  zuTor,   doch   habe   der  Zylinder 
nunmehr  die  Gleichung  x'  -\-  y' —  ax  =  0  (Fig.  74j. 

Der  im   ersten  Oktanten   des    rechtwinkligen  Koordinatensystems 
liegende  vierte  Teil  des  Körpers  hat  das  Volumen 


r  =  a  coB  9 


»  = 


\V^ffya''-r'rdrdd-  =  \a\j\l  -  sin^^)^?^, 

wobei  man  sich  mit  Hilfe  der  nebenstehenden  Figur  überzeugen  möge, 
daß  die  angeschriebenen  Grenzen  des  Doppelintegrals  richtig  sind. 
Man  erhält 

11.  Die  Fläche  eines  Halbkreises  (Radius  a)  wird  vertikal  in  eine 
Flüssigkeit  eingetaucht,  so  daß  der  Durchmesser  AB  des  Halbkreises 
im  Flüssigkeitsspiegel  liegt.  Durch  Radien  ist  diese  Fläche  derart  in 
71  Sektoren  OAC^,  OCiC^_,  .  .  .  OC„_^B  zu  teilen  (Fig.  75),  daß  die  auf 
die  einzelnen  Sektoren  ausgeübten  Drucke  einander  gleich  sind.   Welche 

Winkel  ^^,  d-^,  .  .  .  O-^,  ...  ^^_y 
müssen  diese  Radien  mit  dem  wag- 
rechten  Halbmesser   OA   bilden? 

A     A,    A-,    A-i     0     A.     A, 


Fig.  75. 

Der  Gesamtdruck  p,  der  auf  die  Fläche  des  Halbkreises  ausgeübt 
wird,  ist  nach  Aufgabe  15,  S.  53  f.  gleich  '\a^y,  wo  y  das  Gewicht  der 
Volumeinheit  des  Wassers  bezeichnet.  Sind  Pi=P'2  =  -  ■  •=Pk  =  •  ■  ■  =Vn 
die  auf  die  einzelnen  Sektoren  ausgeübten  Drucke,  so  folgt 


(1) 


2    k 


Pi  +i'2+-  ■■  +  Pk=\,  p-^-i^  y 


3    n 


Ferner  ist  der  auf  ein  in  der  Tiefe  r  sin  %■  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel 
befindliches  Flächenelement  rdrdd-  ausgeübte  Druck  gleich  r'-  sin  d-drdd-; 

daher  wird 

^^„  &  =  &, 


(2)    Pi+Po-i +Pk=rJ  frHin&drdd-  =  \a^y{l  -  cos  {^J 

oder 


r  =  0     ^  =  0 


2    k 


-aV(l  -cos^,)  =  f  -aV 
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und 

(3)  cos'^,=  ^^- 

Zur  Konstruktion  dieses  Winkels  teilt  man  den  Durchmesser  AB 
des  Halbkreises  durch  die  Punkte  A^,  A^,  .  .  .  A,.^  .  .  .  Aj^_.^  m  n  gleiche 
Teile;  die  durch  den  Teilpunkt  A^.  rechtwinklig  zu  AB  gezogene  Gerade 
trifft  die  Peripherie  im  Endpunkt  C^  des  Radius  OC^,  der  mit  OA  den 
Winkel -O-;;.  bildet.  Offenbar  ist  nämlich  (Fig.  75)  cos  ^j^=  OA/. :  a;  ferner 

k                                              2  k        •• 
ist  OAj^  =  a 2a,  daher  cos  ^,,=  1 in  Übereinstimmung  mit (3). 

12.  Eine  halbkreisförmige  Fläche  wird  vertikal  in  eine  Flüssigkeit 
eingetaucht,  so  daß  der  Durchmesser  AB  des  Halbkreises  wagrecht  im 
Innern  der  Flüssigkeit,  der  Scheitel  0  in  der  Oberfläche  liegt  (Fig.  76). 
Der  Radius  des  Halbkreises  sei  a,  das  Gewicht  der  Volumeinheit  der 
Flüssigkeit  sei  y.  Wie  groß  ist  der  Druck  p,  den  diese  auf  jede  Seite 
der  Fläche  ausübt? 

Wir  wählen  0  als  Anfangspunkt  eines  in  der  Ebene  des  Halbkreises 
gelegenen  Systems  von  Polarkoordinaten  r, -9-,  die  in  0  gezogene  Scheitel- 
tangente als  Polarachse.  Ferner  verbinden  wir  0 
mit  A  und  B  und  fällen  von  0  ein  Lot  OG  auf 
die  Gerade  AB.  Hierdurch  wird  die  Fläche  des 
Halbkreises  in  zwei  gleich  große  zu  den  Sehnen  OA 
und  OB  gehörige  Kreissegmente  und  zwei  gleich 
große  rechtwinklige  Dreiecke  OCA  und  OCB  zer- 
legt. Bedeutet  p^  den  Druck,  den  die  Flüssigkeit  auf  eines  der  beiden 
Segmente  ausübt,  p,^  den  Druck  auf  eines  der  beiden  Dreiecke,  so  ist 
i>  =  2i>i  +  2^2. 

Ähnlich  wie  in  Aufg.  11  folgt 

Pi  =  y  f  j  t'^  sin  %■  drdd' , 

und  zwar  sind  0  und  2  a  sin -9-  die  Grenzen  bei  der  Integration  nach  r, 
denn  r  =  2a  sin  ■9'  ist  die  Gleichung  des  die  Fläche  begrenzenden  Kreises; 
'O'  =  0  und  ■d-  =  ^7t  sind  die  Grenzen  bei  der  dann  folgenden  Integration 
nach  d-.    Man  erhält  hiernach 

d 

mit  Benutzung  der  bei  Aufg.  75,  S.  98  angegebenen  Reihe  für  sin^"''9' 
ergibt  sich  sin^  "»^  =  i  ^^^  ^^  —  '2  ^^^  ^"^  +  17  daher 
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Bei  Berechnung  von  pc,  ist  von  demselben  Integral  auszugehen  wie 
bei  p^,  doch  sind  jetzt  0  und  a  =  sin  :  0-  die  Grenzen  bei  der  Integration 
nach  r,  denn  r  =  a  :  sin-d-  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AB:,  %•  =  \% 
und  %'  =  \7t  sind  die  Grenzen  bei  der  dann  folgenden  Integration  nach  %^. 
Man  erhält  demnach 

In 


P2 


1  o    r  d&      1  , 


und  für  ^  =  2  (p^  +  p)^)  ergibt  sich 

13.  Das  schon. in  Aufg.  12,  S.  227  f.  und  Aufg.  9,  S.  242  berechnete 
Integral 


J=fe- 


dx 


läßt  sich  als  Doppelintegral  schreiben  und  dann  mit  Hilfe  von  Polar- 
koordinaten integrieren.    Man  kann  nämlich  auch 


J^fe-^dy 


setzen  und  erhält   dann  durch  Multiplikation  beider  Ausdrücke  für  J, 
da  die  Integrationsgrenzen  konstant  sind: 


^^  =  ^« 


J'=  I  J  e-^^^-  +  '-'^-^dxdy  =f  Je-'""rdrd^ , 


r  =  0       ."^  =  0 


wobei  sich  die  Integrationsgrenzen  für  r  und  %■  daraus  ergeben,  daß  bei 
der  Integration  nach  x  und  nach  y  die  Grenzen  jedesmal  die  Werte  0 
und  oo  haben,  daß  also  über  einen  ganzen  Quadranten  der  Ebene  zu 
integrieren  ist.    Mit  Rücksicht  auf 

/  e-^^rdr  =  —  |e~''' 
folgt 

,72=i;r     und     J=  +  |]/:t. 

14.  Die  Formel  zu  beweisen 

9C        00  OD 

JJf{a'x'  +  hhf)dxdy  =  ^l^Jf{z)dz. 
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Durch  die  Substitution  ax  ^  u,  hij  =  v,  geht  das  Doppelintegral 
nach  Regel  5  über  in 


00         00 


und  durch  die  weitere  Substitution  u  =  r  cos  d-,  v  =  r  sin  &  erhält  man 
(vgl.  Aufg.  8) 

7=0    3^  =  0  0 

Setzt  man  r^  =  z,  2rdr  =  ds,  so  folgt  die  zu  beweisende  Formel. 

15.  Mit  Hilfe  der  Formel  (11)  in  Regel  7,  S.  305  das  Volumen  V 
des  Körpers  zu  bestimmen,  der  durch  die  a;?/- Ebene,  den  Kreiszylinder 
x^ -\- y'^  =  a^  und  den  parabolischen  Zylinder  y"  =  ps  eingeschlossen 
wird  (p  >  0) . 

Im  ersten  Oktanten  des  Koordinatensystems  liegt  ein  Viertel  des 
ganzen  Körpers.  Wenn  man  beachtet,  daß  .2^  =  0  und  3  =  if  :  i)  die 
Grenzen  bei  der  Integration  nach  z  sind,  folgt  daher 

x=Q     y=0  0 

Mit  Hilfe  der  Substitution  x  =  a  sin  d-  ergibt  sich  hieraus 

1 

'--  7t 

0 

daher  wird 

4     p 

16.  Das  Volumen  des  durch  die  Fläche 

(1)  (fr+(f)"+(^r-i 

eingeschlossenen  Körpers  zu  berechnen,  wo  w,  n,  p  positive  gerade 
ganze  Zahlen  sind  oder  positive  Brüche  mit  geraden  Zählern  und  un- 
geraden Nennern. 

Wegen  der  Symmetrie  der  Fläche  mit  Bezug  auf  die  Koordinaten- 
ebenen beträgt  das  Volumen  des  im  ersten  Oktanten  gelegenen  Teiles 
des  Körpers  ein  Achtel  des  Gesamtvolumens.    Setzt  man 

©"-.,  m-y..  (fr-^., 
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SO  tritt  x\  -f-  ?/j  +  5i  =  1  an  die  Stelle  der  Flächengleichung  und  es  wird 

In  dieses  Integral  werden  nun  durch  die  Substitutionen 
also  durch 

an  Stelle  von  x^,  y^,  z^   neue  Veränderliche  |,  ri,  t,   eingeführt,   wobei 
statt   des   früheren  durch  0  ^x  ^a,  0  ^y  ^h,  0  ^  z  ^c  und  durch 
(1)  bestimmten  Variabilitätsbereiches  nunmehr   der  durch  0^|^1, 
^^V^^}^^^^^  bestimmte  Bereich  tritt. 
Für  die  Funktionaldeterminante 

X,  y,  z^ 

i  V  e 


findet  man  den  Wert  A  =  ^^r],  so  daß  das  ursprüngliche  Integral  (2)  in 

111 

j  ^  ■     ■  ,/ ■^±  —  ,ij  ' 

0'    0"    ö^ 


übergeht,   wenn   man   noch  unter  dem  Integralzeichen  die  Brüche  — , 

— ,  —  bzw.  durch  m^ ,  n^ ,  p^  ersetzt. 

Die  Integration  nach  ^  ergibt   — -j- — - — ,  die  Integrationen  nach 
ij  und  ^  führen  auf  B -Funktionen,  denn  nach  Regel  1,  S.  238  ist 

1 
Jtfi+Pi-i.  (1  _  7;)"'i-i  •  dy]  =  B  (Wi  +  p^,  Wi) 

0 

und 

1 

b 
daher  ergibt  sich 

und  wenn  man  die  B- Funktionen  nach  der  Formel 

B(p,q)  =  '^^^^  (vgl.  Aufg.  5,  S.  241) 
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durch  f- Funktionen  ersetzt,  folgt 

(4)  F=  ^— "^         1         Hm,)r{n,)r{pj  _        sabc        r(i)r(i)r(|)  _ 

17.  Man  kontrolliere  hiernach  den  schon  in  Aufg.  4,  S.  307  f.  gefun- 
denen Ausdruck  für  das  Volumen  eines  EUipsoids. 

Hier  ist  w  =  w  =^  =  2;  mit  Hilfe  der  Formel  r(g  +  1)  =  qr{q) 
(Aufg.  4,  S.  240)  und  mit  Rücksicht  auf  r(|)  =  -f  Vn  (Aufg.  8,  S.  242) 
findet  man  V=  ^ahcTC. 

18.  Mit  Benutzung  des  Ergebnisses  von  Aufg.  16  soU  das  Volumen 
des  von  der  Fläche 

2  2  2 


(v)'  +  (f)'+(v)'- 


begrenzten  Körpers  bestimmt  werden. 

Hier  ist  m  =  n  =  p  ==  l,  daher  Avird 

8a&c  r(nr(|)r(|) 
12/9         r(|) 

woraus  mit  Hilfe  von  r(g  +  1)  =  gr(g)  und  r(|)  =  +  Yti  die  Gleichung 

V=  —ahcn 
hervorgeht. 

19.  Mit  Hilfe  der  in  Aufg.  16  angewandten  Methode  läßt  sich  das 
Integral 

das  über  alle  positiven  Werte  x,  y,  z  erstreckt  wird,  die  die  Bedingung 

(fr+(fr+(fräi 

erfüllen,  in 

überführen.    Auch  läßt  sich  diese  Formel   auf  «-fache  Integrale  aus- 
dehnen.^) 


1)  Vgl.  G.  Lejeune  Dirichlet,  Comptes  rendus  de  l'academie  des  sciences 
de  Paris,  Bd.  8  (1839),  S.  159f.  =  G.  Lejeune  Dirichlets  Werke,  herausgegeb. 
von  L.  Kronecker,  Bd.  1,  Berlin  1889,  S.  380;  Bericht  über  die  Verhandlungen 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin,  Jahrgang  1839,  S.  24f.  =  Werke, 
Bd.  1,  S.  389;  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin,  Jahrg.- 
1839,  Berlin  1841,  S.  67  f.  =  Werke,  Bd.  1,  S.  399f. 
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20.  Man  soll  iu  das  Integral 

V=jyfdxdydz 

räumliche  Polarkoordinaten  einführen  durch  die  Gleichungen 
a;  =  r  sin  i/;  cos -9-,     </ =  r  sin  j^- sin  #•,     ^  =  rcos^, 

die  schon  in  Aufg.  23,  S.  290  näher  erläutert  wurden. 
Für  die  Funktionaldeterminante  ergibt  sich 

[^  y  ^\       o  .    , 

daher  wird 


V  =ffj  r'^  sin  i<  dr  dip  dd-. 


21.  Mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses  bestimme  man  das  Volumen  des 
Sektors,  der  aus  der  Kugel  r  =  a  durch  einen  Halbstrahl  herausgeschnitten 
wird,  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  geht,  und  unter  dem  Winkel  a 
gegen  die  positive  Richtung  der  ^-Achse  geneigt  sich  um  diese  Achse 
dreht. 

Man  findet 

r  =  a  yp=  a  &  =  in 

y  =J     J     J r^ sinijj dr dtlf  dd- =  ^^a^- 2:t[— cos  ifj]  =  ^ a^ 7t  sin^^a. 

r  =  0  >/'=0  ,9^  =  0 

Weitere  Beispiele  für  dreifache  Integrale  findet  man  in  den  noch 
folgenden  Paragraphen  21  und  22. 


§20. 

Bestimmung  des  Inhalts  gekrümmter  Flächenstücke 
(Komplanation). 

1.  Durch  die  Gleichung  z  =  f{x,  y),  in  der  f(x,  y)  eine  eindeutige, 
stetige  Funktion  ist,  sei  eine  Oberfläche  gegeben.  Wird  nun  über  dem 
schon  in  Regel  3,  S.  304  oder  in  Regel  4,  S.  304  beschriebenen  Be- 
reich der  a;?/- Ebene  ein  Rechtflach  bzw.  ein  Zylinder  errichtet,  so 
schneidet  dieser  aus  der  Fläche  ein  Stück  heraus,  dessen  Inhalt  durch 


w  « =7/1/1 +©'+(!)' ^-''^ 
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bzw.  durch 

y  =  d    x=-/i,{y) 

(2)  0=/      JyWW^J^äyä. 

II  =  c     x  =  xo  (y) 
gegeben  ist.    Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  f{x,  y)  und  die 

Ableitungen  ^r-,   -^r-  für  Werte  x,  y  im  Inneren  und  auf  dem  Rande 

°       dx'    dy  '  ^ 

des   genannten  Bereiches   stetig  seien.     Mit  Benutzung  der  allgemein 
gebräuchlichen  Abkürzungen 


dz  d 

■wird  der  Inteerrand 


dx      ■^'       cy 


yi  +p^  +  q-dxdy. 

Die  Formeln  lassen  sich,  von  den  Grenzen  abgesehen,  auch  in  der 
Gestalt 

schreiben,  wo  dxdy  :  cosj^  den  Inhalt  des  Elements  bezeichnet,  das  an 
der  Stelle  F{x,  y,  z)  aus  der  gegebenen  Oberfläche  durch  zwei  unend- 
lich nahe  der  yz-Woene  parallele  Ebenen  und  zwei  unendlich  nahe,  der 
a;^-Ebene  parallele  Ebenen  herausgeschnitten  wird;  dxdy  ist  die  Pro- 
jektion dieses  Flächenelements  auf  die  xy-Wo&ne,  y  der  Winkel,  den  die 
im  Punkt  P  der  Fläche  errichtete  Normale  mit  der  ^^- Achse  bildet. 

2.  Ist  die  Oberfläche  durch  eine  Parameterdarstellung 
(4)  X  =  cp(u,v),     y^x  (W;  ^0 »     ^  =  t  (^;  ^) 

gegeben  und  setzt  man  zur  Abkürzung 


(5) 


y  ^\ dy  dz        dz  cy .       (^\  _  ^^  ^^       dx  dz  _  j^ 

UV/  ~  ^^  ^^       ^"  ^^  '     \uv/        ^"  ^'''       ^"  ^^  ' 

^y\  dx  dy       dy  dx ^ 

UV'        du  dv       du  dv  ' 


so  hat  ein  durch  die  Parameterlinien  m  =  m^,  u  =  n^,  v  =  v^,  v  =  v^  be- 
grenztes Stück  der  Fläche  den  Inhalt 

(6)  0  =ff-\/A^  +  52  +  C2  du  dv, 

"1  »1 
eine  Gleichung,  die  man  unter  Benutzung  der  Abkürzungen 


(7) 


E 


-py  _dx  dx       dy  dy        dz  dz 
du  dv       du  dv       c u  dv 
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auch  in  der  Form 

(8)  0  =-J'j'yEG  -  F^ du  dv 

schreiben  kann. 

Beispiele. 

1.  Über  dem  durch  die  x-  und  y-Achse  sowie  durch  die  Geraden 
X  =  3,  s  =  0  und  y  =  Q,  z  =  0  begrenzten  Rechteck  der  a;«/- Ebene  er- 
hebt sich  ein  Rechtflach.  Wie  groß  ist  der  Inhalt  des  durch  die  verti- 
kalen Seitenwände  des  Rechtflachs  aus  dem  Kegel  z-  =  2xy  herausge- 
schnittenen Flächenstücks? 

Hier  wird 


'  2xy     ' 

daher 


x=0 y=0 


2.  Den  Gesamtinhalt  0  der  beiden  Flächenteile  zu  bestimmen,  die  aus 
der  Kugel  x^  -\-  y^  -\-  z^  =  a-  durch  den  Zylinder  x^  -\-  y^  =  h^,  wo  ft  <  a 
sei,  herausgeschnitten  werden.    Vgl.  Aufg.  9,  S.  310. 

Hier  ist  1  +  i^'  +  2'^  =  ti  ,  daher  folgt 


^'^"ffvT' 


dxdy 


x'  —  y' 
oder  bei  Einführung  der  Polarkoordinaten  durch  x  =  r  cos  0^,  y  =  r  sin  &: 

somit 

3.  Eine  ähnliche  Aufgabe  wie  zuvor,  doch  habe  der  Zylinder  nun- 
mehr die  Gleichung  x^  -}-  y-  —  ax  =  0.    Vgl.  Aufg.  10,  S.  311. 

Man  findet 

■er  =  —  7t    r  =  a  cos  .T 
2 

1   ^  er  rdrd»  /^       o    '  <    " 

^9  =  0        r  =  0 

4.  Den  Inhalt  des  Flächenstücks  zu  berechnen,  das  aus  der  Schrau- 
henflächc  z  =  m  arctg—  durch  die  Ebenen  ,?  =  0,  z  =  m7c  und  den  Kreis- 
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Zylinder  x^  -\-  y^  =  a^  herausgeschnitten  wird;  hierbei  ist  m-x  die  halbe 
Ganghöhe  der  Schraubenfläche. 
Man  findet 

bei  Einführung  der  Polarkoordinaten  folgt  daher 

^0  =  f    fyr^  -\-  m^  dr  d^ 

r  =  0  ,9^  =  0 


somit 


5.  Man  soll  in  das  Integral 

0  =ffVl  +p'-i-q'dxdij 

räumliche  Koordinaten  einführen  durch  die  Gleichungen 

a;  =  r  sin  t/;  COS'9',     y  =  r  sin  t^  sin  #•,     ^  =  rcosi^, 

wobei  r  =  f(t,  ^)  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  Polarkoordinaten  sei. 
Die  in  Regel  2,  S.  318   eingeführten  Größen  A,  B,  C  haben  nun 
die  Werte 

(y   ^\  dr    .  dr 

A  =  {  =  r  3-r;  sin '9'  —  r  3—  sin  zi»  cos  ?/;  cos  #■  +  r^sin^t/' cos-O-, 

\4}  %■)         ^^  dip       ^        ^  r  , 

fs  x\  ^r  ^j. 

B  =  {         ]  =  —  r-^-^  cos  ■9'  —  /•  ^—  sin  tb  cos  t/;  sin  ^  +  r^  sin^  ib  sin  d-, 

\il;  d-J  ^'^  dtp        ^         ^  V  , 

0  =  =  >*  ö-T  sm''  i!  -{-  r^  sm  ib  cos  -0 : 

man  findet  alsdann 

A^j,B'^  +  C-'  =  r^  sin^  ^  +  r^^  (|^)'  sin^  ^  +  r^  [^\ 
daher  wird 

6.  Den  Flächeninhalt  des  Kegelmantels  zu  berechnen,  der  entsteht, 
wenn  man  den  Koordinatenanfang  mit  allen  Punkten  der  in  der  Ebene 
2  =  c  gelegenen  Ellipse 


verbindet. 


^  +  f;-i=o 
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Für  den  Kegel  besteht  die  ParameterdarsteUung 
(1)  X  =  au  cos  V,     y  =  bu  sin  V,     s  =  cu. 

Hierbei  sind  die  Parameterlinien  n  =  konst  die  Schnittkurven  des  Kegreis 
mit  solchen  Ebenen,  die  parallel  zur  Basis  z  =  c  gelegt  sind;  die  Kurven 
V  =  konst  sind  die  Erzeugenden  des  Kegels. 
Man  findet 

Ä  =  —  bcH  cos  V,     B  =  —  causiuv,     C  =  ahn, 
daher  wird 


u=l r=2rt 


0=1     I  yh^(?  cos^  V  +  c^a^  sin^  v  +  a^h^  u  du  dv 

1  71 

=  -^  \\  —i  cos-  ^^  +  -Ts  sin^  V  ■\-  \dv 

0 

In     

ah  C-i/c^  +  a^         9       1    c*  +  &*     .    9      , 

=  -r  I  y  — ~i — "  ^o^"  ^  H p —  ^1^'  '^  ^^• 

0 

Schreibt  man  diesen  Ausdruck  in  der  Form 

2n    

0  =  ^yao  \  y — ^ — { — ^cos^v-j ^-~ — -sm-v  dv 

0 

und  beachtet,  daß 

/  Ya^  cos^  V  -\-  ß^  sin^  v  dv 

0 

den  Umfang  einer  durch  x  =  asmv,  y  =  /3cosv  gegebenen  Ellipse  dar- 
stellt, so  folgt,  daß  der  in  der  angegebenen  Weise  begrenzte  Mantel  des 
Kegels  (1)  inhaltsgleich  ist  dem  Mantel  eines  geraden  Zylinders,  der  die 
EUipse  mit  den  Halbachsen 


„_-|/§^,     ^=|/«_(»!+l') 


zur  Basis  und  eine  Strecke  von  der  Länge  jYab  zur  Höhe  hat. 
7.  Die  Oberfläche  des  Ellipsoids 

(1)  ^'  + 1!  +  f!  =  1 

zu  berechnen. 

Nach  Regel  1,  S.  317  wird 

Diugeldey:  Differential-  u    Integralrechnung.  II.  21 
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wo  für  z  der  Wert  einzutragen  ist,  der  sich  aus  der  Gleichung  des 
Ellipsoids  ergibt;  man  erhält  alsdann  ein  Doppelintegral,  das  in  bezug 
auf  X  und  y  ein  elliptisches  Integral  ist.  Man  gelangt  einfacher  auf 
folgendem  Wege  zum  Ziel. 

Ist  y  der  Winkel,  den  die  im  Punkt  Pix,  y,  z)  einer  Fläche 
fix,  y,  z)  =  0  errichtete  und  sich  in  das  positive  Gebiet  des  Raumes  er- 
streckende Normale  mit  der  positiven  Richtung  der  0- Achse  bildet,  so 
hat  man  nach  Teil  I,  S.  46: 

cos  y  = ; — 

und  im  vorliegendem  FaU 

(3)  cos  y 


Diese  Gleichung  stellt  gemeinsam  mit  (1)  den  geometrischen  Ort 
aller  Punkte  des  EUipsoids  dai-,  für  die  cos  y  einen  und  denselben  Wert 
hat.  Durch  Elimination  von  z  aus  (1)  und  (3)  erhält  man  die  Gleichung 
der  Projektion  dieses  Ortes  auf  die  a:?/-Ebene,  nämlich  eine  EUipse  mit 
der  Gleichung 

(4)        ~  («2  sin-  y  +  c^-cos^  ?")  +  fi  (^^  ^'^^  7  +  C'  cos^  y)  =  sin^  y. 

Einem  anderen  Winkel  7i  >  7  entspricht  auf  dem  Ellipsoid  eine 
andere  Kurve,  deren  Projektion  auf  die  icy-Ebene  wieder  eine  Ellipse 
ist;  ihre  Gleichung  ergibt  sich  aus  (4)  offenbar  durch  Änderung  von  y 
in  y^ .  Man  kann  leicht  zeigen,  daß  die  Halbachsen  dieser  neuen  Ellipse 
größer  sind  als  bei  der  Kurve  (4),  so  lange  7i  >  y  ist.  Zwei  Werten  y 
und  y  +  (? 5^  entsprechen  auf  dem  Ellipsoid  Kurven,  die  daselbst  einen 
ringförmigen  unendlich  schmalen  Streifen  begrenzen,  dessen  Projektion 
auf  die  x^- Ebene  durch  die  Ellipse  (4)  und  durch  die  dem  Werte 
yi  =  y  -\-  dy  entsprechende  Ellipse  begrenzt  wird. 

Da  die  Kurve  (4)  den  Flächeninhalt 


(5)  F  = 


a^b^TC  sin^y 


-\-  Ya^  sin*  7  -\-  c^  cos*  y  "j/ft-  sin*  7  -|-  c*  cos*  y 


d  F 
hat,  ist  dF=    ,    dy   der  Inhalt   der   zwischen   den   soeben   erwähnten 

Ellipsen  gelegenen  ebenen  Fläche  und  dF :  cos  y  der  Inhalt  des  ent- 
sprechenden auf  dem  Ellipsoid  gelegenen  ringförmigen  Streifens,  um 
den  Flächeninhalt  j  0  der  oberhalb  der  xy-lEhene  liegenden  Ellipsoid- 
hälfte  zu  erhalten  muß  man  alle  diese  Streifen  summieren,  d.  h.  man  hat 
dF :  cos  7  zu  integrieren,  und  zwar  innerhalb  der  Grenzen  y  =  0  und 
y  =  j:t,  denn  dem  Werte  y  =  \n  entspricht  die  in  der  a:t/-Ebene  ge- 
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legeue,  durch  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a,  h  gebildete  Begrenzung 

der  Ellipsoidhälfte,   dem  Werte  y  =  0  der  höchste,   auf  der  2- Achse 

liegende  Punkt  s  =-  c  des  Ellipsoids.    Für  die  ganze  Oberfläche  erhält 

man  also: 

1  1 

(6)  0  =  2  f-^  =  2\  ^'\'^-2fF-d^^- 

^  ^  J  CO»  ■/  Leos  yJo  J  cos  7 

0  0 

Zur  Berechnung  dieses  Ausdrucks   setzen   wir  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  <i  y-hy-  c  sei: 


(7)  -f  Ya'  -  c-  =  au,      +  yV^  -  c"  =  hß,     /32 :  «2  _ /.2 

und  führen  an  Stelle  von  y  durch  a  cos  y  =  sin  (p  eine  neue  Veränder- 
liche 95  ein.    Alsdann  folgt 

(8)  0  =  2ah:t\~ "^'""^^      .  _" 

|_  a  sin  qp  cos  qp  j/l  —  A;*  sin*  qp_ 

J*  a-  —  sin*  qp 

asin-qp-yi — A-sin^'qp     ^ 
(p  =  arc  sin  « 

und  hier  ist  das  in  der  rechten  Seite  der  Gleichung  vorkommende  Inte- 
gral, das  mit  J  bezeichnet  werden  möge,  in  die  Summe 


<p  =  arc  sin  u 


/^,^  T         a'k^ — 1     r  dqi  ,         /Vi — Ä;*sin*qp 

(9)  J   =   f   --z^zzzz^',^,r=   +  a    I v—, ^ 

^    ^  «         J  yi—l-'-Bin^cp  J  sm-qp 


dq) 


zerlegbar.     Bei    Anwendung    der  Methode    der    teilweisen  Integration 
auf    das    letzte    Integral    erhält    man    unter    Benutzung    der    Formel 

dcotip  =  • 


sin'  qp 


(10)        j  =  "^^^"^ ^  r     dcp      _  ^  cot 95  yi  -  k'  sin2 w 

J  y  1  — k^  sin' cp 


und  wenn  mau  hier 

dcp 


"i'vr 


k'  sin*  qp 
addiert  und  subtrahiert,  folgt  nach  leichter  Reduktion 

(11)         J=(a—      )/      ^  —  acotcpyi  —  k^sin-w 

^      '  \  «/J  |/1-A*sin>  ^^  ^ 

f*  \  —  Z;-  sin-  qc      , 

—  «I atp. 

J  |/l  —  Ä;'Bm-  qp 


21" 
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Die  Gleichung  (8)  geht  nunmehr  über  in 

( 12)  — T—  =   —  u  cot  qp  y  1  —  k-  sm-'cp 

^      ^  2a0  7t       L  a  sin  qp  cos  qp  )/ 1 — ä;^  sin*  qp 


^)  =  arc8ina 


U  u 

^.  (^  _  Jl\  f  .^^^  -  a  fyi -k' sin' (pdcp 

^  «/J  >/l-/t^sin>  J   '^  ^      ^ 


arc  sin  a  arc  sin  i 

sing)  (1  —  a^ —  cc  -  A;  -  cos  ^qp  )"!'/'  =  arc  sin« 


acoscpyi  —  Ä;-siu*qp     J(p  =  o 

arc  sin  c<  arc  sin  a 


+  (--«)   f- ^^ +  a  /Vi  -  7r  sin2  9)  ^9;, 

0  0 

wobei  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  für  die  untere  Grenze  9)  =  0 
verschwindet,  während  es  für  die  obere  Grenze  mit  Rücksicht  auf 
sin  (p  =  cc,  cos^  qp  =  1  —  a^  den  Wert 


y(l  -  a')  (1  -  k'a')  =  "|/(1  -  «2)  (1  -  ^^)  =  c2 :  «6 
annimmt.    Man  erhält  schließlich 
(13)   0  =  2c'^7t  +  :^^\c'-F{k,  <p)  +  (a'--c')E{k,  9^)f  if^'"', 

wo  i^  und  E  die  schon  in  Regel  7,  S.  210  erwähnten  elliptischen  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung  bedeuten,  während  nach  (7) 


7  9       a-(b-  —  C-)  .                       .    l/a- — c^ 

k^  =  ,^T^ ^ ,      arc  sm  «  =  arc  sin 

h^{a^  —  c^)^  a 

ist. 


§21. 

Bestiinniimg  der  Masse  nicht  homogener  geometrischer 
Gebilde;  Massenmittelpunkt  (Schwerpunkt). 

In  der  Physik  wird  vielfach  die  Anschauung  benutzt,  daß  eine 
Kurve  oder  Fläche  mit  Masse  belegt  sei,  deren  Dichte  sich  in  üfewisser 
Weise  von  einer  SteUe  zur  anderen  ändert,  also  eine  Funktion  des  Ortes 
ist.  Dabei  pflegt  der  Begriff  Masse  häufig  in  einem  aUgemeiaeren  Sinne 
als  gewöhnlich  aufgefaßt  zu  werden,  indem  man  hierunter  auch  ein 
magnetisch  oder  elektrisch  wirkendes  Agens  versteht,  das  sich  über 
die  Kurve  oder  Fläche  erstreckt.  Auch  die  Temperatur  kann  als  eine 
Funktion  des  Ortes  in  Betracht  kommen.  In  der  rein  geometrischen 
Theorie  sind  die  Massen  lediglich  Zahlen,  die  erst  in  den  Anwendungen 
gedeutet  werden. 
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Die  Dichte  eines  unendlieh  kleinen  rechteckigen  Fläclienstücks 
dxdy,  das  sich  an  der  Stelle  P  der  a-//- Ebene  befindet,  ist  alsdann  das 
Verhältnis  der  in  dem  Flächenstück  befindlichen  Masse  zu  seinem  In- 
halt; der  Grenzwert  dieses  Verhältnisses  ist  die  Dichte  an  der  Stelle  P. 
Hat  dieses  Verhältnis  für  jede  Stelle  denselben  Wert,  so  nennt  man  die 
Fläche  (allgemeiner  das  betrefiende  geometrische  Gebilde)  homogen  mit 
Masse  erfüllt  oder  kürzer  homogen. 

Wir  wollen  uns  im  folgenden  auf  eine  ebene  Fläche  oder  einen  mit 
Masse  erfüllten  Körper  beschränken.    Alsdann  gelten  die  Regeln: 

1.  Die  Masse  einer  ebenen  Fläche,  deren  Dichte  y  eine  Funktion 
des  Ortes,  y  =  y{x,  y),  ist,  wird  durch  das  Doppelintegral 


M  =  J      j  y{x,y)dxdy 


X  =  Xa  y  =  ipo{x) 


dargestellt,  wenn  die  Fläche  durch  die  Kurven  ?/  =  ^o(^)>  V  ^  ^i(^) 
und  die  Geraden  x  =  x^,  x  =x^  begrenzt  ist, 

2.   Die  Masse  eines  Körpers,  dessen  Dichtigkeit  y  eine  Funktion 
des  Ortes,  y  =  y{x,  y,  z),  ist,  wird  durch  das  dreifache  Integral 


M  =jjj  y{x,y,z)dxdy  dz 


dargestellt,  bei  dem  die  Integrationsgrenzen  von  der  Begrenzung  des 
Körpers  abhängen. 

3.  In  der  Mechanik  wird  gezeigt,  daß  ein  System  von  gleich- 
gerichteten Parallelkräften,  die  auf  einen  Körper  wirken,  durch  eine 
einzige  Mittelkraft  (Resultante  i  ersetzt  werden  kann,  die  mit  den  Parallel- 
kräften gemeinsame  Richtung  hat  und  an  Größe  ihrer  Summe  gleich  ist. 
Auch  die  auf  die  einzelnen  Massenelemente  eines  Körpers  wirkenden 
Kräfte  der  Schwere  können  als  parallel  angesehen  werden,  denn  der 
Mittelpunkt  der  Erde,  nach  dem  diese  Kräfte  gerichtet  sind,  kann  als 
unendlich  fern  angenommen  werden,  zumal  man  es  fast  immer  mit 
solchen  Körpern  zu  tun  hat,  deren  Größe,  verglichen  mit  ihrer  Ent- 
fernung vom  Erdmittelpunkt,  als  verschwindend  klein  aufzufassen  ist. 
Der  Angi-iffspunkt  der  Mittelkraft  der  einzelnen  auf  die  Massenelemente 
des  Körpers  wirkenden  Schwerkräfte  heißt  der  Schiverpunld  oder  Massen- 
mitielpimlä  des  Körpers. 

Man  kann  diesen  Punkt  auch  noch  in  anderer  Weise  definieren. 
Bekanntlich  versteht  man  unter  dem  statischen  oder  linearen  Moment 
eines  Massenelementes  dm  in  bezug  auf  eine  Ebene  das  Produkt  aus  der 
Masse  dieses  Elementes  und  seinem  Abstand  von  der  Ebene.  So  ist 
z.  B.  X  ■  dm  das  statische  Moment  von  dm  in  bezug  auf  die  ?/^;-Ebene, 
faUs  X  den  Abstand  des  Elementes  dm  von  dieser  Ebene  bezeichnet. 
Durch  Summieren  der  statischen  Momente  aUer  einen  Körper  erfüllenden 
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Massenelemente  erhält  man  das  statische  Moment  des  ganzen  Körpers 
für  die  betreffende  Ebene.  Ist  y  =  ^(x,  y,  z)  die  Dichte  an  der  Stelle 
X,  y,  3,  so  wird  dm  =  'y{x,  y,  s)  dxdy  ds  und 


j  1 1  X  y{x,  y,  z)  dx  dy  ds 


stellt  das  Moment  des  Körpers  in  bezug  auf  die  yz-Woewe  dar. 

Der  Schwerpunkt  S  eines  Körpers  ist  nun  dadurch  definiert,  daß  er 
in  bezug  auf  jede  beliebige  Ebene  e  des  Raumes  dasselbe  statische 
Moment  wie  der  ganze  Körper  hat,  vorausgesetzt,  daß  man  sich  die  Ge- 
samtmasse 31  des  Körpers  in  S  vereinigt  denkt. 

Wählt  man  als  Ebene  e  nacheinander  die  drei  Ebenen  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Ko- 
ordinaten 1, 1],  ^  des  Schwerpunktes  die  drei  Gleichungen 

M^  =  jjj  xy(x,  y,  z)  dx  dy  dz ,     3Iyi  =  f  f  j  yy{x,y,z)dx  dy  dz, 
31^  =jjj  ^r(or,  y,  z)  dx  dy  dz. 

Natürlich  sind  den  Integralen  noch  Grenzen  beizufügen,  die  von  der 
Gestalt  des  Körpers  abhängen. 

4.  Erfüllen  die  Massenelemente  eine  ebene  Fläche,  so  ist  deren 
Schwerpunkt  S  dadurch  definiert,  daß  er  in  bezug  auf  jede  Gerade  g 
der  Ebene  dasselbe  statische  Moment  wie  die  ganze  Fläche  hat,  voraus- 
gesetzt, daß  man  sich  die  Gesamtmasse  31  der  Fläche  in  S  vereinigt 
denkt. 

Wählt  man  als  Gerade  g  die  x-  oder  y- Achse  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems,  das  in  derselben  Ebene  liegt  wie  die  Fläche,  und 
bezeichnet  y  =  y{x,y)  die  Dichte  au  der  Stelle  x,  y,  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  der  Koordinaten  ^,  i]  des  Schwerpunktes  die  Gleichungen 

Jf  I  =Jj  X  y{x,  y)  dx  dy ,     Jf  ?;  =jj  yy(x,  y)  dx  dy . 

6.  Erfüllen  die  Massenelemente  einen  Bogen  P1P2  einer  ebenen 
Kurve  mit  der  Gleichung  y  =  f(x)  und  ist  y  =  y{x)  die  Dichte  an  der 
Stelle  mit  der  Abszisse  x,  so  sind  die  Koordinaten  |,  ?;  des  Schwer- 
punktes dieses  Kurvenbogens  bestimmt  durch 

Mi  -J\-  yU)  ]/l  +  (£fdx,     Mn  -fy  y  W  yr-^'d:,, 
wobei 

1/ =/;(.)  i/rrgfdx. 
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6.  Bei  homogener  Dichte  der  in  Regel  3  bis  5  erwähnten  geome- 
trischen Gebilde  wird  die  Funktion  y  eine  Konstante,  die  auch  in  31 
als  Faktor  enthalten  ist  und  sich  daher  in  den  betreffenden  Formeln  weg- 
heben läßt.  Anstelle  von  31  tritt  alsdann  in  Regel  3  das  Volumen  V, 
in  Regel  4  der  Flächeninhalt  F,  in  Regel  5  die  Bogenläoge  s. 


Beispiele. 

1.  Die  Masse  eines  materiellen  Kreiskegels  zu  bestimmen,  dessen 
Dichte  proportional  der  n^"^^  Potenz  des  Abstandes  von  einer  durch  die 
Spitze  parallel  zur  Basis  gelegten  Ebene  und  in  der  Einheit  des  Ab- 
standes gleich  X.  ist.  Der  Kegel  entstehe  dadurch,  daß  eine  gegen  seine 
Achse  unter  dem  Winkel  u  geneigte  Gerade  um  diese  Achse  rotiert;  die 
Höhe  des  Kegels  sei  h. 

Wählt  man  die  a'- Achse  als  Achse,  den  Koordinatenanfang  als 
Spitze  des  Kegels,  so  ist  y^ -{- 2' ==  x^  tg^  a  dessen  Gleichung  und  man 
erhält  nach  Regel  2 

31  =fffy.  X''  dx  dy  dz  ^  2 xffx"  Yx^  tg-  a  —  y^  dxdy. 

Bei  der  Integration  nach  y  sind  —xiga  und  -\-xtga  die  Integrations- 
grenzen; am  besten  führt  man  an  SteUe  von  y  durch  y  =-xiga  sin  cp  eine 
neue  Veränderliche  qp  ein  und  erhält  nun  — ~n  und  -]-\%  als  Integra- 
tionsgrenzen.   Man  findet 

1 

H-xtga  i 

I  Yx'  tg-  a  —  y^dy  =  x^  tg^  aj  cos^  (pdcp  =  x^  ig"  a-  \n, 

—  xtga  1        ' 

daher  wird 


31=  xjtts'ci  \  x^  +  ^dx  = 


X7r74"  +  ^tff-a 


«-f  3 


2.  Die  Fläche  einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a,h  ist  derart  mit 
Masse  belegt,  daß  die  Dichte  proportional  dem  Abstand  von  der  Achse  2a 
und  in  der  Einheit  des  Abstandes  gleich  •/,  ist.  Wie  groß  ist  die  Ge- 
samtmasse 31  der  Ellipsenfläche? 

Bei  Berücksichtigung  der  oberen  Halbellipse  findet  man 


x  =  a  y=+      Va-  —  x- 


l  31  =J         j  xy  dx  dy  =  ^^^  J  (a-  -  x')  dx, 


x  =  —a         ?/  =  0 

somit  wird  die  Masse  der  ganzen  Ellipse 

31=  lah'x 


328     §  21.    Bestimm,  d.  Masse  nicht  homog.  geom.  Gebilde;  Massenmittelpunkt. 

3.  Die  Dichte  einer  Kugel  vom  Radius  a  ist  proportional  der 
^^ten  Potenz  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  (w  ^  —  2)  und  in  der  Ein- 
heit des  Abstandes  gleich  x.    Die  Masse  der  Kugel  zu  bestimmen. 

Unter  Benutzung  des  Ergebnisses  von  Aufg.  20,  S.  317  findet  man 

r  =  a  H>  =  n  fl  =  2  TT 

Ji  =   /      r      f'A  >•"  +  -  sin  ^  dr  dip  dd-  =  ^f^  • 

Insbesondere  im  Falle  n  =  —  2  wird  J/=4:rrxa. 

4.  Den  Schwerpunkt  des  bei  einem  Kreis  vom  Radius 
a  zum  Zentriwinkel  a  gehörigen  JBogens  AB  zu  bestimmen 
(Fig.  77). 

Ist  die  ä;- Achse  die  Halbierungslinie  des  Zentriwinkels 
a  des  Kreises  x^ -\-  y^  =  a-  und  l  =  2a^m\a  die  Länge  der 
zum  Bogen  A  B  gehörigen  Sehne,  so  ist  die  Ordinate  rj  des 
Schwerpunktes,   wie  aus  Gründen   der  Symmetrie   sofort 
folgt,  gleich  Null;  seine  Abszisse  ist  nach  Regel  5  und  6: 

1  1 

1  1 

wobei  arc  «  die  Länge  des  Kreisboffens  AB  bedeutet.    Man  erhält 


H  = /  a  dy  = und     S  :  a  =  Z :  arc  a  , 

arc  «^  ^        arc  cc  ' 

1 
-¥' 
d.  h. 

Der  Schiveriymikt  eines  Kreisbogens  liegt  auf  der  Halbierungslinie 

des  zugehörigen  Zentriivinliels  u  derart,  daß  sich  sein  Abstand  vom  Kreis- 

mittelpuYtkt  zum  Badius  verhält  icie  die  Länge  der  zu  u  gehörigen  Seltne 

zur  Länge  des  Kreisbogens. 

5.  Bei  der  Kettenlinie  y  =  m  Soj  (  )  den  Schwerpunkt  zu  be- 
stimmen, und  zwar  a)  für  den  vom  Scheitel  S  bis  zum  Punkte  P^  ge- 
zogenen Bogen,  b)  für  einen  beliebigen  Bogen  P1P2  (vgl.  Fig.  33,  S.  67). 

a)  Es  sei  s^  die  in  Aufg.  5,  S.  271  bestimmte  Länge  des  Bogens  äP^; 
ferner  seien  Xy,y^  die  Koordinaten  von  P/  und  1^,  ^^  die  Koordinaten 
des  Schwerpunktes  des  Bogens  SP^.    Alsdann  folgt 

I.  _  ijx Sof  (^) dx  =  ;^  [»,x Sin (i)  ^j m  ©in  (f )  dxJ'J; 

-  f  1-^.  ®i"  (fr) -»e°!(f; )  +  '»!' 
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und  wenn  man  beachtet,  daß  m  (Bin  i-^\  =  s^  (vgl.  Aufg.  5,  S.  271)  und 
in  (So|  ('  ^  )  =  i/i  ist,  ergibt  sich 


fc 


m 


^i  =  -^i  -  ,  (yi-ni)- 

1 
Ferner  wird 


•^1 

^     Crr    ro/^\    7  JH-fl    ~.      /2x\     ,       X    '',x  =  x^ 

'^        Si  J        '    \mj  .«1  L4  \m/    '     2j/iJx  =  o 

0 

(vgl.  Aufg.  16,  S.  68),  oder 

wr  r  1   r^.     /a:\rr   f/-^\    .      a;  ~l';  =  ^i        1  /       ,     mx,\ 

'■"--i;[-2  ©'" y  ^"^ (»)  +  -.J...  -  2  (!'.  +  - ,r ) ■ 

Bei  Einführung  des  Winkels  a^,  den  die  in  P^  gezogene  Tangente 
mit  der  positiven  Richtung  der  a;- Achse  bildet,  wird  5^  =  w?  tg«^  (vgl. 
Aufg.  5,  S.  271),  daher 

^^  =  x^—  (y^  —  m)  cot  «^ ,     1]^  =  -\  (!/i  +  x^  cot  a^ . 

Diese  Formeln  liefern  sofort  eine  einfache  Konstruktion  der  Koor- 
dinaten des  Schwerpunktes  des  Bogens  SF^^.  Offenbar  ist  1^  gleich  der 
Abszisse  des  Schnittpunktes  der  im  Scheitel  *S'  und  in  Pj  gezogenen 
Tangenten  der  Kettenlinie;  wie  diese  Tangenten  konstruiert  werden,  ist 
schon  in  Teil  I,  S.  48  gezeigt  worden.  Die  Ordinate  iq^  ist  offenbar  halb 
so  groß  wie  der  Abschnitt,  den  die  Xormale  von  Pj  auf  der  ^-Achse 
abschneidet. 

b)  Ist  Pi^ix^,  ^2)  eiii  anderer  Punkt  der  Kettenlinie,  dessen  Abszisse 
dasselbe  Vorzeichen  haben  möge  wie  die  Abszisse  von  P^  und  ist  s^  >  s^ 
die  Länge  des  Bogens  SPg,  dessen  Schwerpunkt  die  Koordinaten  |o,  r,^ 
hat,  so  findet  man  leicht  für  die  Koordinaten  ^,  rj  des  Schwerpunktes 
des  Bogens  P^^P.^^  s  =  .s,  —  s^  die  Werte 


fc  ^2  b2  ^1  61 


«2  rj,  —  Sj  rji 


Haben  die  Abszissen  von  P^  und  P,  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
liegen  also  P^  und  Pg  mit  bezug  auf  die  y-Achse  auf  verschiedenen 
Seiten,  so  ist  s  =  Sj  +  s,  und  man  findet  für  die  Koordinaten  des  Schwer- 
punktes des  Bogens  P^  P, : 

t  _  MäJ-  »1  ^i  „  _  g»  rji  +  Si  rii 

^  s  '        '  ~  s 

6.  Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Bogens  PiP^  der 
Parabel  i/  =  px  zu  berechnen. 
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Ist  s  die  Länge  des  Bogens  F^P^,  so  wird 

Vi  Vi 

und  wenn  man  wie  in  Aufg.  8,  S.  275  durch  die  Substitution  '^ij:p  =  Sin u 
hyperbolische  Funktionen  einführt,  folgt 

oder  mit  Benutzunoj  von  Aufg.  16,  S.  'o>>: 

Ferner  findet  man 

Sri  =  {  p'^J @tn  u  6oj2 u  du  =  ^^p'""  (©0)^  1*2  —  ßof^ Wi) . 
Hierbei  ist  nach  Aufg.  8,  S.  275: 

5=ip[@tn2w  +  2^o:::;- 

Der  Ausdruck  für  sri  kann  in  eine  einfache  Gestalt  gebracht  werden, 
wenn  man  sich  daran  erinnert,  daß  der  Ausdruck  \p  Sof^  i<  gleich  der 
Länge  q  des  dem  Punkt  mit  dem  Parameter  ii  zugehörigen  Krümmungs- 
radius ist  (vgl.  Aufg.  1,  S.  296).    Offenbar  wird  alsdann 

wo  Qy,  p2  die  Längen  der  zu  den  Endpunkten  P^,  P^  des  Parabelbogeus 
gehörigen  Krümmungsradien  bedeuten. 

7.  Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Bogens  der  logarith- 
mischen Spirale  r  =  ae^  zu  berechnen;  d-^  und  ■O-g  seien  die  zu  den  End- 
punkten P^,  Po  des  Bogens  gehörigen  Polarwinkel. 

Die  Bogenlänge  wird  nach  Regel  3,  S.  268  f. 

s  =j^/r^  +  i^ofd^  =  ay2  (e'^dd-  =  a |/2 (e*^ - e*0 ; 
ferner  wird 


s?  = 


■■  fr  cos  &  Yr'^  +  {^^f  dd-  =  a'  V^  fe'  '"^  cos  #  d» 
=  ^ a^y 2  [e' ^  (2  cos  &  + sin  &j\ll, 
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(vgl.  Aufg.  1,  S.  105),  analog 


5-, 


sri  =  a'  V2  A' '  siu  d-  d&  =  y  a^ y2  [^g2  ^  (2  sin  d-  -  cos  #)]^;-  • 

8.  Man  bestimme  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Bogens 
der  Schraubenlinie,  die  durch  die  Parameterdarstellung 

X  =  a  cos t,     y  =  a  sint,     z  =  -^  =  Ict 

gegeben  ist.  Die  Endpunkte  des  Bogens  seien  durch  die  Parameter  t  =  0 
und  t  =  t^  bestimmt;  Ict^  =  q  sei  die  zum  Punkt  mit  dem  Parameter  t^ 
gehörige  ir- Koordinate. 

Offenbar  liegt  die  Schraubenlinie  auf  dem  geraden  Kreiszylinder, 
dessen  Achse  mit  der  ^-Aehse  des  Koordinatensystems  zusammenfällt; 
die  zur  Achse  rechtwinkligen  ebenen  Schnitte  des  Zylinders  sind  Kreise 
vom  Radius  a.  Man  kann  die  Schraubenlinie  als  Bahn  eines  Punktes  P 
betrachten,  der  sich  auf  dem  vertikal  stehend  gedachten  Zylinder  so  bewegt, 
daß  der  Abstand  des  Punktes  P  von  einer  wagrechten  Ebene  (der  ic?/-Ebene) 
dem  Winkel  proportional  ist,  den  die  senkrechte  Projektion  des  Punktes 
auf  diese  Ebene  beschreibt.  Während  diese  Projektion  einmal  einen  Kreis 
vom  Radius  a  durchläuft,  ändert  sich  die  ^-Koordinate  des  Punktes  P 
um  den  Betrag  /(,  die  sogenannte  Ganghöhe  der  Schraubenlinie. 

Die  Bogenlänge  wird  (vgl.  Regel  4,  S.  269) 
^1 
s  =  /  Ya^lc'^  dt  =  Ya^^J^  t, ; 
ferner  wird  ° 

u 

s'' 


=  f  yä^+  k^  a  cos  tdt  =  a  Ya^  -\-  k^  sint^^,  ^  =  ^-  sin  t^ , 

0 

=  /  Ya^ -\-  k^a  sin  tdt  =  aYa^ -\-  k^(l  —  coat^),     tj  =  —  (1— cos^J, 


sr} 
ö 

t 


,  /  -  - 

0 

9.  Den  Schwerpunkt  des  Segments  zu  bestimmen,  das  von  der 
Parabel  y^  =  px  durch  die  Gerade  x  =  Xj^  abgeschnitten  wird. 

Der  Flächeninhalt  F  dieses  Segments  ist  nach  Aufg.  24,  S.  7  gleich 
3  ^1  Vp^i  '■)  ferner  wird 

F^=  j         \  xdxdy  =2Yp  j  xYxdx  =  -- ]/p x^ - ,     also  ^  =  ~^^i' 
^  =  0   y  =  ^ypx  0 
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Der  Schwerpunkt  liegt  natürlich  auf  der  Achse  der  Parabel,  seine  Ordi- 
nate ist  daher  ?;  =  0;  wie  man  sieht,  ist  |  unabhängig  von  dem  Para- 
meter p  der  Parabel. 

10.  Den  Schwerpunkt  der  Fläche  zu  bestimmen,  die  durch  den 
Bogen  OF-^^  der  Kurve  y^cx",  (n>0),  die  Ordinate  M^F^  von  Pj  und 
das  Stück  OM^  der  a;- Achse  begrenzt  ist  (Fig.  8,  S.  8).  Ferner  be- 
stimme man  die  Kurve,  die  der  Schwerpunkt  S  der  jeweiligen  Fläche 
P-^OM^P^  beschreibt,  wenn  der  Punkt  Pj  auf  der  Kurve  fortrückt. 

Die  Fläche  P.OM.P,  hat  den  Inhalt  F=  -^ c ^^^  =  -ir ^iVi ■ 
Ferner  ist 

F^=J     jxdxdy  =  cjx"^'dx  =  —'j^,    l^'l^^x,, 


,r  =  0     ;/  =  0 

■'•  =  ■'■1  ;/  =  <;.(■' 


Fri  =  I        \  ydxdy  =    -  c^  /  x^"  dx  =  — 


2 
^1  J/i 


(2«-t-l)         2(2n  +  l)' 
.1  =  0     ;/  =  0  0 

_      n  + 1 

^ "  2^(2«+ 1)  y^  • 

Die  Bahnkurve  des  Punktes  S  ergibt  sich  durch  Elimination  von 
x^,  y^  aus  den  Gleichungen  für  |,  tj  und  aus  y^  =  cx{'.    Man  erhält  die 

Parabel  n^^'^  Ordnung 

2(2>i-f  1)  /u  +  2\"g„ 

n  +  1       '        '\n  +  l/    ^  ■ 

11.  Die  Fläche  des  ersten  Quadranten  der  Ellipse 

a-         b' 
sei  mit  Masse  belegt,   deren  Dichte  an  der  Stelle  x,  y  durch  y  =  xxy 
Ereffeben  ist,  wo  x  eine  Konstante  bedeutet.   Die  Koordinaten  des  Schwer- 
punktes  der  Fläche  zu  berechnen. 

Für  die  Masse  des  Quadranten  findet  man 

X  =  a  y=  -\ Va-  —  a'* 

a  a 

31  =  X  I  I  xy  dx  dy  =  ^  ^  j  00  (a^  —  x'-)  dx  =  --  ^  <*^^^  5 

x  =  0  //  =  0  0 

ferner  wird 

h       , 

x-=a  y  =  -\ ya^  — a;^ 


t,  =  X  I  i  x^ydxdy  = —'''"^^^^7 

aj  =  0  2^  =  0 

)]  =  X  I  I  xy^dxdy  = —xa-h^, 
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daher 

t       ^  8  , 

'       lo    '      '       15 

12.  Die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  ist  in  Polarkoordinaten 
durch  r==f(ß-)  gegeben;  man  bestimme  den  ScJnverpunkt  des  Sektors, 
der  durch  einen  Bogen  der  Kurve  und  die  Radienvektoren  seiner  End- 
punkte F^()\,d-i)  und  Pof^gj^g)  bestimmt  ist. 

Der  Flächeninhalt  des  Sektors  ist  nach  Regel  4,  S.  246 f.: 

.     s=lfr'-d&,     wobei     r  =  f(d-). 

Für  die  recldninldigen  Koordinaten  t,  >;  des  Schwerpunktes  in  einem 
Koordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  und  a^-Acbse  mit  Pol  und 
Polarachse  des  Systems  von  Polarkoordinaten  zusammenfallen,  findet  man 

>S  I  =  ifr^  cos  &d&,     S  >;  =  ^  fr^  sin  ^  ^  ^ , 

wobei  wieder  r  =  ({%■)  ist. 

13.  Man  bestimme  hiernach  den  Schwerpunkt  des  Kreissektors 
AOBA  inAufg.  4,  S.  328. 

Aus  Gründen  der  Symmetrie  wird  ?;  =  0;  ferner  findet  man 
1 

51  =-1  fa^cos&d^^  :r,3sin^, 

1 

a 

2 

und  mit  Rücksicht  auf  S  =^0"«  folgt 

j.         4       sin  4« 

wobei  der  Nenner  a  das  zum  Zentriwinkel  u  gehörige  Bogenmaß  (vgl. 
Teü  I,  S.  30)  bedeutet. 

4« 

Insbesondere  für  den  Halbkreis  (<C«  =  180'')  wird  |  =  — ,  für  den 
Quadranten  (-^  a  =  90°)  wird  ^  =  -^ -  -  • 

O  TT 

14.  Den  Schwerpunkt  der  von  0-  =  0  bis  %■  =  %  gerechneten  Fläche 
der  Archimedischen  Spirale  r  =  ad-  (vgl.  Teil  I,  S.  ."»S )  zu  bestimmen. 

Der  Inhalt  dieser  Fläche  wird 


S=lfa'r'd&=-la'7t' 
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Ferner  findet  man 

n 

Sl==^a^f^Hoü^d%-  =  I  a^  \p^  sin  ^  +  3^^  ^osO-  -  6^  sin^  —  öcosO-]^ , 

0 

(vgl.  Aufg.  5,  S.  106),  oder 

Ä|  =  I  a^ (-  3 ;r2  +  12) ,      daher      ^  =  ^^^^^ . 

71 

0  ^ 

=  -— a^(jc^ — 6:t),    daher    ri  =  ~^ — ^ -• 

15.  Der  zu  dem  Intervall  von  x  ^  x^  h\B  x  =  x^  gehörige  Bogen 
der  Kurve  y  =  f{x)  rotiert  um  die  :r- Achse;  man  soll  den  Schwerpunkt 
des  Mantels  des  so  entstehenden  RotationsJcörpers  bestimmen. 

Der  Flächeninhalt  des  Mantels  ist  bekanntlich  (vgl.  Regel  2,  S.  295) 


•^2 


der  Seh v(r erpunkt  liegt  aus  Gründen  der  Symmetrie  auf  der  rr-Achse^ 
und  zwar  findet  man  seine  Abszisse  durch 


0|  =  2./r,-)/l+(g'rf. 


16.  Die  vorstehende  Formel  auf  die  Oberfläche  der  Zone  anzu- 
wenden, die  aus  einer  Kugel  durch  zwei  parallele  Ebenen  herausge- 
schnitten wird. 

Die  Kugel  entstehe  durch  Rotation  des  Kreises  x'^  -\-  if  =  a^  um 
die  a;- Achse;  x  =  x^  und  a;  =  o^g  seien  die  Gleichungen  der  Ebenen,  die 
die  Kugelzone  herausschneiden. 

Aus  x^  -\-  y^  =  a^  folgt 

daher 

0  =  2%  I  adx  =  2a7i{x.2  —  x^) . 
Ferner  wird 

Oh,  =  2xJ  axdx  =  a7c[x^^  —  x^^),     ^  =  ^{x^  +  x^), 
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der  Schwerpunkt  ist  daher  der  Mittelpunkt  der  durch  die  Ebenen  x  =  x.^ 
und  X  =  Xc,  auf  der  Rotationsachse  begrenzten  Strecke. 

17.  Den  Schwerpunkt   des  Körpers   zu   bestimmen,   der   aus   dem 
Ellipsoid 

f!  .1.  i!  +  f"  =  1 

a*  ^  0==  ^  c* 

durch  die  zwei  zur  x'- Achse  rechtwinkligen  Ebenen  x  =  x^^  und  x  =  x^ 
herausgeschnitten  wird. 

Für  das  Volumen  dieses  Körpers  findet  man  (vgl.  Aufg.  4,  S.  307f.): 


Ferner  wird 


•'s 

V^  =  I  j  I xdxdydz  =  - .,    j  (a^x  —  x^)dx 


=  ^-^^{2a\x,'-x/}-{x,'-x,^)], 
daher 

'         4     3a^{x^ — x^) -\- x^^ — x»^  4      3a*  —  x^^  —  x,*  —  x^x^ 

Die  Koordinaten  7],  ^  des  Schwerpunktes  sind  natürlich  Null,  da 
der  Körper  symmetrisch  um  die  a;- Achse  angeordnet  ist. 

18.  Ein  gerader  Kreiskegel  von  der  Höhe  /(  und  mit  einer  Basis 
vom  Radius  a  ist  gegeben;  man  bestimme  den  Schwerpunkt  des  Kegel- 
mantels und  des  köi-perlichen  Kegels. 

Wir  können  den  Kegel  dadurch  entstanden  denken,  daß  eine 
durch  den  Koordinatenanfang  gehende,  unter  dem  Winkel  a  gegen  die 
.r- Achse  geneigte  Gerade  um  diese  Achse  rotiert:  dabei  muß  tga  =  a:h 
sein. 

Für  die  Abszissen  |o  uJid  ^y  der  Schwerpunkte  von  Mantel  und 
Volumen  des  durch  Rotation  der  Kurve  y  =  f(x)  um  die  .r-Achse  ent- 
stehenden Rotationskörpers  gelten  alsdann  die  Formeln 

a-j  Xi 

OU  =  27tjxyyi  +  {^^dx,     V^r=nJ  xy'dx. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  bekanntlich 

0  ==  a:xya^-^  li^,     V=\a^'xh,     y  =  x  ig  u , 
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daher  wird 

h 
2^rtg.r,^^^2«tg.^_2.^^^^^^^  2^^ 

*"         cosa,7  cos  ß     3  3  '        '      '^        3 

0 

// 
yri-  t    =>       r  3J  i    9         ^'*        a'-'jr/i-         ^  3   , 

0 

Die  Koordinaten  i]  und  ^  sind  infolge  der  Symmetrie  des  Kegels 
gleich  Null,  sowohl  für  den  Schwerpunkt  des  Mantels  als  für  den  des 
Körpers.  Beide  Schwerpunkte  liegen  im  Innern  des  Kegels  auf  dessen 
Achse,  der  erste  im  Abstand  ^h,  der  zweite  im  Abstand  \Ji  von  der 
Basis. 

19.  Bei  einer  Kugel  vom  Radius  a  bestimme  man  den  Schwerpunkt 
des  zu  einem  Zentriwinkel  von  der  Größe  2  a  gehörigen  Sektors. 

Wählt  man  die  Symmetrielinie  des  Sektors  als  ^- Achse  und  im 
übrigen  das  Koordinatensystem  so  wie  in  Aufg.  20,  S.  317,  so  erhält 
man  für  das  Volumen  V  des  Sektors  nach  Aufg.  21,  S.  317 

V  =  jü^n  sin^|-a; 
ferner  wird 

F^=/     /     f  r^ s'mxl^  COS  1p drdiljd&  =  \a^7c  j  sm2 1p dl}.' 

r  =  0  1/^  =  0  &  =  0  0 

=  ja^j:{l  —  cos  2«)  =  ja*:;r  sin- a  =  rt^jr  sin^^-acos-  lu, 
^  =  f  a  cos^l"«. 


daher 


Die  Koordinaten  |  und  >/  sind  natürlich  Null.  Insbesondere  für  eine 
Halbkugel  wird  a  =  90''  und  g  =  |a. 

20.  Aus  einer  durch  die  Ebene  s  =  0  (oder  ip  =  \:i,  vgl.  Aufg.  23, 
S.  290)  begrenzten  Halbkugel  (Mittelpunkt  0)  vom  Radius  a  wird  durch 
zwei  Meridianebenen,  die  miteinander  den  Winkel  a  bilden,  ein  keilför- 
miger Körper  herausgeschnitten;  man  soU  dessen  Schwerpunkt  bestimmen. 

Für  das  Volumen  V  des  Körpers  besteht  offenbar  die  Proportion 
V :  |a^^  =  a°  :  360°,  daher  ist  F=  \a^a,  wo  nun  a  das  zum  Winkel  a 
gehörige  Bogenmaß  beim  Kreis  vom  Radius  Eins  bedeutet. 

FäUt  die  eine  der  beiden  Meridianebenen  mit  der  ,ri^-Ebene  zu- 
sammen, so  folgt  (vgl.  Aufg.  20,  S.  317): 


=  /      /        \  rhin^tpcoBd- drd-4}d^  =  -r a^ sin a  j  sm-ipdip  = 


a*7ts\na 
16    "' 


r  =  0   i/'  =  0  9  =  0 
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r  =  a    ''■=  o''    »  =  (' 

Vi]  =    I     I     f  r^  sin-  ip  sin  %■  drd^p  d&  =  ~  .-  (1  —  cos  a) , 

r  =  0  ij=0  r'^  =  0 

F^=    /     /     j  r^s,m^cosil}drätl}d%-  =  -ra^cc  \  s\mlfCos4}drp=      a^u. 
Man  erhält  somit 


V         3  sin  a  S  (1  —  cos  a)       ,  3 


—  an: ,    v  =  —  a:i- ,    t  =  ~ra. 

1(1  /-/''Ifi  /v  75  K 


Insbesondere  für  den  Kugeloktanten  {a  =  y;r)  wird  |  =  7j  =  ^  =-=  ^  a. 
21.  Besteht  ein  Körper  von  der  Gesamtmasse  31  aus  einzelnen 
Teilen  von  den  Massen  31^,  31.2,  •  •  •>  deren  Schwerpunkte  die  Koordi- 
naten ^j,  rjj,  ^^;  Ig»  %j  t'2'i  ■  •  •  haben,  während  die  Dichte  an  irgend  einer 
Stelle  P  dieser  Teile  durch  yi{x,  y,  z),  bzw.  /«(^j  Ih  ^))  •  ■  ■  gegeben  ist, 
so  folgt  aus  der  Definition  des  Schwerpunktes,  daß  die  Gleichung 

(1)  il/|  =  j  f  I  yi^{x,  y,  z)xdxdydz  -\-JJ  f  yo(x,  y,  z)xdxdydz  -\ 

oder 

(2)  J/|  =  MJ,  +  ilf2l,+  --- 

besteht,  wobei  t,  die  a;- Koordinate  des  Schwerpunktes  S  des  ganzen 
Körpers  bedeutet;  und  entsprechende  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und 
5-Koordinate.  Den  Integralen  sind  natürlich  noch  die  Grenzen  bei- 
zufügen. 

Ist  die  Dichte  des  Körpers  homogen,  V  sein  Volumen  und  sind 
Fj,  Vc,,  .  .  .  die  Volumina  der  einzelnen  Teile,  so  tritt 

(3)  F|  =  FJ,  +  F2g,+  -.. 

an  Stelle  der  Formel  (2). 

Man  soll  nun  die  Gleichung  (3)  bei  Bestimmung  des  Schwerpunktes  S 
eines  Körpers  anwenden,  der  aus  einer  Halhkuyel  vom  Radius  a  und 
einem  geraden  Kreisicegel  so  zusammengesetzt  ist,  daß  die  Basis  der 
Halbkugel  mit  der  Basis  des  Kegels  zusammenfällt;  die  Höhe  des  Kegels 
sei  h.  Man  benutze  hierbei  die  Ergebnisse  von  Aufg.  19,  S.  3?>6  und 
Aufg.  18,  S.  335f. 

Die  Kegelachse  liege  in  der  x-Achse,  rechts  von  der  yz-^heue,  der 
Mittelpunkt  der  Kegelbasis  im  Koordinatenanfang.  Die  Koordinaten-?; 
und  ^  des  Schwerpunktes  S  sind  infolge  der  Symmetrie  des  Körpers 
zur  X-Achse   gleich  Null.     Da  ferner  die   Koordinate   Ij   des  Schwer- 

Dingeldey:  Differential-  u.  Integralrechnung.  H.  22 
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punktes  der  Halbkugel  gleich  —  la,   die  des  Schwerpunktes  des  Kegels 
I2  =  \h  ist,  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 

daher 

1    Ir—Sa- 


t  — 


4    h-\-2a 


Im  Falle  h  =  ayS  wird  ^  =  0,  der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt 
im  Mittelpunkt  der  Halbkugel.  Da  sich  nun  ein  in  einem  Punkt  unter- 
stützter Körper  im  Gleichgewicht  befindet,  wenn  dieser  Punkt  senkrecht 
unter  dem  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt,  so  ist  im  Falle  A  =  ay3 
Gleichgewicht  Torhanden,  gleichgültig  mit  welcher  Stelle  der  Halbkugel 
man  den  Körper  auf  eine  wagrechte  Ebene  aufsetzt.^) 

22.  Man  soll  die  folgenden  beiden  Sätze  beweisen: 

a)  Das  Volumen  des  Botationskörpers,  der  entsteht,  wenn  der  Bogen 
PjPo  einer  ebenen  Kurve  oder,  was  den  gleichen  Erfolg  haben  würde, 
die  Fläche  F-^M^2I^I*2  um  die  in  der  Ebene  der  Kurve  liegende  Achse 
ili^J/«  rotiert,  wird  erhalten,  indem  man  den  Inhalt  der  rotierenden 
Fläche  mit  der  Länge  des  Weges  multipliziert,  den  der  Schwerpunkt 
der  Fläche  bei  der  Rotation  beschreibt. 

b)  Der  Flächeninhalt  des  Mantels  desselben  Rotationskörpers  wird 
erhalten,  indem  man  die  Länge  des  rotierenden  Bogens  mit  der  Länge 
des  Weges  multipliziert,  den  der  Schwerpunkt  des  Bogens  bei  der  Ro- 
tation beschreibt.^) 

Wählt  man  nämlich  die  Rotationsachse  als  a:- Achse  und  ist  y  =  f{x) 
die  Gleichung  der  rotierenden  Kurve,  so  ist  die  Ordinate  i]y  des  Schwer- 
punktes der  rotierenden  Fläche  vom  Inhalt  F  nach  Regel  4  und  6, 
S.  326  f.  gegeben  durch 

Fri^  =   /  ~-dx,    daher  wird    F •  2:1^]^  =  7t  1  y-dx , 

Xi  a-1 

wobei  y  durch  f(x)  zu  ersetzen  ist.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Glei- 
chung stellt  aber  nach  Regel  1,  S.  295  das  Volumen  des  Rotations- 
körpers dar. 


1)  Vgl.  A.  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  1.  Teil, 
2.  Aufl.,  Leipzig  1879,  S.  78. 

2)  Die  beiden  Sätze  waren  schon  dem  Mathematiker  Pappus  bekannt,  der 
um  das  Jahr  300  n.  Chr.  in  Alexandrien  lebte;  vgl.  Pappi  Alexandrini  Collec- 
tionis  quae  supersunt,  hrsgg.  von  F.  Hultsch.  Bd.  2,  Berlin  1877,  S.  682.  Der 
auf  das  Volumen  des  Rotationskörpers  bezügliche  Satz  wurde  Ton  P.  Guldin 
wieder  gefunden  und  im  2.  Buche  seines  Werkes  Centrobaryca,  Wien  1640  ver- 
öffentlicht; der  Satz  ist  unter  dem  Namen  der  Guldinschen  Regel  bekannt,  würde 
jedoch  richtiger  nach  Pappus  genannt  werden. 
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Zum  Beweis  des  Satzes  b)  beachte  man,  daß  die  Ordinate  rj^  des 
Schwerpunktes  des  rotierenden  Bogens  s  nach  Regel  5  und  6,  S.  326 f. 
gegeben  ist  durch 

ar, X, 

sv.^fy]/^  +{^y^^>  daher  wird  s-2:ty^,^2xjy'\/l  +(||)'d^. 

Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  aber  nach  Regel  2,  S.  295 
den  Flächeninhalt  des  Mantels  des  Rotationskörpers  dar. 


§22. 

Bestimmiiiig  Yon  Trägtieitsnionieuteii. 

Schon  auf  S.  325  und  326  wurde  das  statische  oder  lineare  Moment 
eines  Massenelements  oder  eines  Systems  solcher  Elemente  in  bezug 
auf  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  behandelt.  Dort  war  die  Masse  m 
eines  jeden  Elements  mit  der  ersten  Potenz  seines  Abstandes  von  der 
Geraden  oder  von  der  Ebene  zu  multiplizieren.  Tritt  an  die  Stelle  der 
ersten  Potenz  das  Quadrat  des  Abstandes  r,  so  erhält  man  das  Träg- 
heitsmoment 

J  =  ^w .  r  .2 

des  Massensystems,  und  zwar  das  aclisiale  oder  das  planare  Trägheitsmo- 
ment, je  nachdem  die  Größen  r,-  Abstände  von  einer  Geraden  oder  von 
einer  Ebene  bedeuten  sollen.  Ganz  entsprechend  werden  die  Trägheitsmo- 
mente von  rein  geometrischen  Gebilden,  also  von  Kurveubogen,  Flächen 
und  Körpern  definiert;  die  zugehörigen  Elemente  sind  bei  rechtwinkligen 

Koordinaten:  f?s  =1/1  +(7^)  (^x,  dxdij,  dxdydz. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ist  wichtig  für  die  Mechanik, 
so  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Schningungsdauer  des  iihysischen  Pen- 
dels, d.  h.  eines  Körpers,  der  um  eine  wagrechte  nicht  durch  seinen 
Schwerpunkt  gehende  feste  Achse  drehbar  ist.  In  der  Mechanik  wird 
gezeigt,  daß  die  Schwingungsdauer  eines  beliebigen  physischen  und  eines 
mathematischen  Pendels  von  der  Länge  l  übereinstimmen,  falls 

ist.  Hierbei  bedeutet  J  das  Trägheitsmoment  des  physischen  Pendels 
in  bezug  auf  die  Drehachse,  M  dessen  Masse  und  A  den  Abstand  seines 
Schwerpunktes  von  der  Drehachse;  die  Größe  l  bezeichnet  man  als 
reduzierte  Pendellänge. 

22* 
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Ferner  ist  z.  B.  die  lebendige  Kraft  einer  um  eine  feste  Achse  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  rotierenden  Masse  gleich  dem  Produkt 
aus  ^a^  und  dem  Trägheitsmoment  J  der  Masse  in  bezug  auf  die 
Achse;  der  Ausdruck  y  t/c3^  stellt  die  in  dem  rotierenden  Körper  auf- 
gespeicherte Energie  dar. 

Das  Trägheitsmoment  ebener  Flächen  wird  als  achsial,  auch  als  äqua- 
torial bezeichnet,  wenn  es  auf  eine  in  der  Ebene  der  betreffenden  Fläche 
liegende  Achse  bezogen  wird,  als  polar,  wenn  es  auf  einen  Punkt  P 
dieser  Ebene  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  auf  eine  durch  P 
rechtwinklig  zu  der  Ebene  gelegte  Achse  bezogen  wird. 

Das  achsiale  Trägheitsmoment  ebener  Flächen  wird  in  der  Festiglieits- 
leJire  bei  Bestimmung  der  elastischen  Diirchhiegung  eines  belasteten  ein- 
gespannten oder  auf  Lagern  ruhenden  Balkens  benutzt,  sowie  bei  Be- 
stimmung der  Spannung,  die  die  einzelnen  Teile  eines  Balkenquerschnitts 
erleiden. 

Für  die  Trägheitsmomente  von  Bogen,  ebenen  Flächen  und  Körpern 
gelten  folgende  Regeln: 

1.  Die  Trägheitsmomente  J^  bzw.  J^  des  sich  vom  Punkt  P^  bis 
zum  Punkt  Po  erstreckenden  Bogens  der  ebenen  Kurve  y  =  f{x)  in  bezug 
auf  die  :c-Achse  bzw.  ?/-Achse  sind  durch  die  Formeln  gegeben: 

2.  Für  die  Trägheitsmomente  einer  in  der  ri/y-Ebene  liegenden 
Fläche  mit  Bezug  auf  die  a- Achse  bzw.  //-Achse  gelten  die  Formeln: 

J^  =  I   j  ifdxdij,     Jy=  j    I  x^dxdg. 

Wird  hier  erst  nach  p  dann  nach  x  integriert,  so  sind  für  //^  und  y., 
die  entsprechenden  Funktionen  von  x  einzutragen,  x^  und  x.2  sind  dann 
reine  Zahlen;  wird  umgekehrt  erst  nach  x,  dann  nach  y  integriert,  so 
sind  im  allgemeinen  x^  und  x.,  Funktionen  von  y,  hingegen  ?/j  und  y.^ 
reine  Zahlen  (vgl.  Regel  6,  S.  305). 

3.  Für  das  Trägheitsmoment  J,  einer  in  der  a;?/- Ebene  liegenden 
Fläche  mit  Bezug  auf  eine  durch  den  Koordinatenanfang  sehende  zu 
dieser  Ebene    rechtwinklige  Achse  (^-Achse)  gilt  die  Formel 


■<2        1/2 

J.  =  I  J  (x^  -\-  y")dxdy . 


Wie  man  sofort  bemerkt,  ist  J  =  -T"^.  +  Jy. 
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4.  Die  Trägheitsmomente  eines  Kclrpers  in  bezug  auf  die  Achsen 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  sind: 

J.=jyj'(r+  2')dxdiidz,      Jy=fff{z^-\-x'')dxchjdz, 

'T.=  I  f  I  ix'  -\-  y')dxdyds] 

die  noch  beizufügenden  Integrationsgrenzen  hängen  natürlich  von  der  Be- 
grenzung des  Körpers  ab. 

5.  Da  der  Ausdruck  ^ni-r-^  für  das  Trägheitsmoment  die  (Qua- 
drate der  Abstände  der  einzelnen  Massenelemente  von  der  betreffenden 
Achse  oder  Ebene  enthält,  sind  die  Trägheitsmomente  quadratische  Mo- 
mente oder  solche  zweiter  Ordnung.  Zu  diesen  gehören  auch  die  so- 
genannten Zentrifiigalmomente  oder  Deviationsmomente]  sie  beziehen  sich 
auf  ein  Taar  von  (meist  zueinander  rechtwinkligen)  Achsen  oder  Ebenen 
und  sind  Ausdrücke  von  der  Form  ^  m^  r.  s^ ,  wo  r,.  und  s^  die  Abstände 
des  Massenelementes  >w.  von  den  beiden  Achsen  oder  den  beiden  Ebenen 
bedeuten,  je  nachdem  es  sich  um  ein  achs/ales  oder  planares  Zentrifugal- 
moment handelt.     Entsprechendes  gilt  für  rein  geometrische  Gebilde. 

Wir  geben  hier  nur  die  Formel  für  das  Zentrifugalmoment  Z^ 
eines  in  der  x//-Ebene  liegenden  Flächenstücks  in  bezug  auf  das  Paar 
der  Koordinatenachsen.    Man  erhält 


Z 


X,  y 


=  f  f  xydxdy, 


und  hier  ist  bezüglich   der  Integrationsgrenzen   dasselbe  zu  bemerken 
wie  zuvor  in  Regel  2. 

6.  Als  Trägheitsradius  eines  Massensystems  bezeichnet  man  eine 
Strecke  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  das  Produkt  aus  dem  Quadrat 
der  Länge  dieser  Strecke  und  der  Gesamtmasse  des  Systems  gleich  dem 
Trägheitsmoment  ./dieses  Systems  ist.  Je  nachdem  J'achsial  oder  planar 
ist  (vgl.  S.  339),  unterscheidet  man  axiale  und  planare  Trägheitsradien. 
Entsprechend  ist  der  Trägheitsradius  bei  rein  geometrischen  Gebilden 
zu  definieren,  und  es  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
dieses  Gebilde  eine  Kurve,  eine  Fläche  oder  ein  Körper  ist. 

Beispiele. 

1.  Zunächst  soll  ein  Satz  bewiesen  werden,  mit  Hilfe  dessen  sich 
die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  häufig  sehr  vereinfacht.  Er 
lautet: 

Das  Trägheitsmoment  J^  eines  Körpers  von  der  Masse  M  in  bezug 
auf  eine  beliebige  Achse  g  erhält  man,  wenn  man  das  Trägheitsmoment 
Jx  des  Körpers  in  bezug  auf  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  S  parallel 
zur  Achse  g  gezogene  Gerade  (a;- Achse)  um  das  Produkt  aus  M  und 
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dem  Quadrat  c'  des  Abstandes  c  der  beiden  Achsen  vermehrt.  Hier- 
nach ist 

Der  entsprechende  Satz  gilt  auch  für  einen  rein  geometrischen 
Körper,  ferner  für  Flächen  und  Kurvenbogen,  und  zwar  können  diese 
mit  Masse  belegt  sein  (vgl.  S.  324  f.)  oder  rein  geometrische  Gebilde  sein. 

Wir  beschränken  uns  beim  Beweis  des  Satzes  auf  den  Fall  eines 
Körpers  von  der  Masse  J/;  in  den  anderen  Fällen  ist  das  Beweisver- 
fahren ähnlich.  Der  Anfangspunkt  eines  Systems  rechtwinkliger  Koor- 
dinaten X,  y,  z  liege  im  Schwerpunkt  >S,  die  ^- Achse  sei,  wie  schon 
angedeutet,  zur  Achse  g  parallel  und  außerdem  möge  diese  Gerade  g  in 
der  a:^/- Ebene  liegen,  was  jederzeit  angenommen  werden  kann,  denn 
sollte  diese  Voraussetzung  einmal  nicht  erfüllt  sein,  so  kann  man  das 
Koordinatensystem  um  die  a:- Achse  drehen,  bis  sie  erfüUt  ist. 

Bezeichnet  dm  ein  Massenelement  des  Körpers,  so  ist  alsdann 

J.  =J\y'  +  ^')  (^>n ,     J,  =f{  ( //  ±cy+z'']  dm , 

wo  das  Integralzeichen  im  allgemeinen  eine  dreifache  Integration  an- 
deutet (vgl.  Regel  2,  S.  325).  Bei  ?/  +  c  ist  das  obere  oder  untere  Vor- 
zeichen zu  setzen,  je  nachdem  der  Schnittpunkt  der  Achse  g  und  der 
^/-Ache  eine  negative  oder  positive  «/-Koordinate  hat.    Man  erhält 

J^  =  f  (y'^  -f  z^)dm  +  c^  /  dm  +  2cf  ydm, 

und  hier  verschwindet  das  letzte  Integral,  denn  sein  Wert  ist  nach 
Regeis,  S.  o25f  der  y-Koordinate  des  Schwerpunktes  S  proportional, 
die  jetzt  NuU  ist,  da  S  im  Koordinatenanfang  liegt.  So  ergibt  sich  in 
der  Tat 

2.  Der  eine  Endpunkt  A  einer  Strecke  von  der  Länge  l  hat  von  einer 
mit  dieser  Strecke  in  derselben  Ebene  liegenden  Achse  (a:-Achse)  den 
B        Abstand  a,  der  andere  Endpunkt  B  den  Abstand  h  ^  a. 
Man  soU  das  Trägheitsmoment  der   Strecke  AB  in 
bezug  auf  die  Achse  bestimmen. 

Legt  man  die  ?/-Achse  durch  den  Punkt  A  recht- 
winklig  zur  a:- Achse  und  bedeutet  a  den  Neigungs- 
^'^'  '^'  Winkel  der  Geraden  AB  (Fig.  78),  so  ist  y  =  a -\-  x  tga 

deren  Gleichung.    Nach  Regel  1,  S.  340  wird  also 

l  cos  a 
T  r  ^®  +  ^*&")*J  1    7/0      o     ,      o      7     •  I      7'     •     0      N 

J,  =   I  ax  = -r-Hoa   -f  oaism  a -f  r  sin- a), 

^     ^         cos  a  3    ^         '  ^' 

0 
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und  wenn  man  sin  a  vermöge  l  sin  a  =  h  —  a  eliminiert,  folgt 
J^=  ll(cr-+h'-  +  ab). 

3.  Die   Trägheitsmomente    eines   zum   Zentriwinkel  a    gehörigen 
Kreisbogens  sollen  in  bezug  auf  zwei  zueinander  recht-     y 
winklige  Kreisdurchmesser  bestimmt  werden,  deren  einer 
durch  den  einen  Endpunkt  des  Bogens  geht;  die  Länge 
des  Kreisradius  sei  a.  0 

Bei  der  aus  Fig.  79  ersichtlichen  Lage  des  Koordi-  '^  '^' 

natensystems  und  bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten  r,  d-   ist  all- 
gemein 

Im  vorliegenden  Fall,  wo  r  =  a  die  Gleichung  des  Kreises  darstellt,  er- 
hält man 

a 

J^=  /a^sin^O'f^O- =  |-a'(a  —  sinacosa), 

0 
a 

J"  =  j  a^  COS"  ^  dd-  =  2  a^  {a  -f  sin  a  cos  a) . 

0 

Das   Trägheitsmoment    der    ganzen   l\xe\9peripherie   in  bezug   auf 
irgend  einen  Durchmesser  wird  offenbar  J  =  a^TC. 

4.  Die  Trägheitsmomente  einer  durch 

gegebenen  JRaumhurve  in  bezug  auf  die  Koordinatenachsen  zu  bestimmen. 
Nach  Regel  4,  S.  269  gilt  für  ein  Bogenelement  ds  der  Raumkurve 
die  Formel  ds  =|/qp'(^)^  -f  x' (ßY  +  il)'  {ff  dt.  Da  ferner  die  Ausdrücke 
y^  -\-  z'^,  z^  -f  x^,  x^  +  y^  die  Quadrate  der  Abstände  des  Punktes  F{x,  y,  z) 
von  den  Koordinatenachsen  darstellen,  erhält  man  ähnlich  wie  in  Regel  1, 
S.  340  bei  einer  ebenen  Kurve: 

J.  =/(f  +  ^')  V^"-^l'^^"  dt, 

'i 
J,  =-f((p'  +  n^')  V^p'^TY'  T^''  dt. 
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5.  Man  wende  die  vorstehenden  Formeln  an  auf  eine  Strecke  von 
der  Länge  l,  die  der  Geraden 

X  =  a  -\-  t  cos  a,     y  =  b  -\-  t  cos  ß,     z  =  c  -\-  t  cos  y 

angehört.  Der  eine  Endpunkt  P^  der  Strecke  habe  den  Parameter  t  =  Q 
also  die  Koordinaten  a,  h,  C]  t  =  1  ist  der  Parameter  des  in  der  Rich- 
tung a,  ß,  y  auf  der  Geraden  gelegenen  anderen  Endpunktes  P.,  der 
Strecke. 

Man  erhält 

i 

'L  =  f\  (^  +  i  cos  ßY  +  (c  -f  #  cos  yf }  dt, 


denn  -{-Yq)"-  +  ;c'^  +  !^ '"  wird  hier  +  |/cos^  a  -f  cos^/3  +  cob^  y  =  1;  die 
Ausrechnung  ergibt 

J^  =  Z  { &2  -f  c^  -f  Z  (J  cos  ß  +  c  cos  ^)   +  I  r-  sin-  u )  • 

Entsprechende  Werte  haben  J^  und  J^. 

6.  Die  Seiten  eines  Rechtecks  haben  die  Längen  h  und  /?;  man  be- 
stimme das  Trägheitsmoment  der  Fläche  des  Rechtecks  in  bezug  auf 
eine  durch  ihren  Mittelpunkt  parallel  zur  Seite  h  gezogene  Gerade 
(a:- Achse). 

Man  erhält  bei  Benutzung  des  aus  Fig.  80  ersichtlichen  Koordina- 
tensystems 


J^  =  -bffdy  =  ^,hh\ 


Das  Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  ist  wichtig  zur  Bestimmung 
der  Trägheitsmomente  anderer  Figuren,  die  aus  Rechtecken  zusammen- 
gesetzt sind.  Wird  z.B.  aus  dem  Rechteck  ^4  PCD  in  Figur  80  ein  Recht- 
eck EFGH  herausgeschnitten,  dessen  zw  AB  und  CI)  parallele  Seiten 

EF  und  GHyon  der  .r-Achse  um  die 
Strecken  |  /^^  entfernt  sind,  so  erhält 
man  eine  Figur  (Fig.  81),  deren  Träg- 
heitsmoment J^  in  bezug  auf  die  a;- Achse 
gleich  ^.-,  b  (h^  —  \^)  ist. 

Werden  die  beiden  Rechtecke  J.PPP 
und  GHCD  oder  FlaiiscJioi  durch  einen 
Steg  J^TPÜ/JV^  von  der  Breite  (/ verbunden, 
der  die  ?/- Achse  zur  Symmetrielinie  hat,  so  erhält  man  den  Querschnitt 
der  Doppel -T  -  Eisen  oder  I-Eisen,  nur  mit  dem  geringfügigen  L'nter- 
schied,  daß   bei   dem  Querschnitt   dieser  Eisen   die  Ecken   bei  E,  F, 


ib 


ik 


ib 


Fig.  80. 


Fig.  81. 
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Q  H.  K,  L,  J/,  jy  abgerundet  sind  und  die  inneren  Flanschenflächen 
nicht  genau  parallel  zu  AB  und  CT)  verlaufen,  sondern  gegen  AB  und 
CD  etwas  geneigt  sind.  Ist  EK  =  LF  =  \h^,  somit  d  =  h  —  \^ 
so  wird 

denn  J^  ergibt  sich,  n-enn  man  von  dem  Trägheitsmoment  des  Recht- 
ecks ABCB  die  Tnigheitsmomente  ^^  •  \'bji{''  der  Rechtecke  EKG 31 
und  LFXH  abzieht. 

Wie  aus  der  Definition  der  Trägheitsmomente  hervorgeht,  bleiben 
diese  unverändert,  wenn  einzelne  Flächenteile  in  einer  zur  Achse  par- 
allelen Richtung  verschoben  werden.  Wird  z.  B.  in  Figur  81 
der  Steg  KLMN  verschoben,  bis  KM  mit  EG  zusammen- 
fällt, so  erhält  man  den  Querschnitt  der  C- Eisen  (Fig.  82). 

7.  Bei  einem  belasteten  Stab  oder  Balken,  der  bei- 
spielsweise am  einen  Ende  eingespannt  oder  an  mehreren 
Stellen  aufgelagert  ist,  spielt  die  Bestimmung  des  sogenann- 
ten Widerstandsmoments  eines  Querschnitts  eine  wichtige 
Rolle.  Allgemein  versteht  man  unter  dem  Widerstandsmoment  TF  einer 
ebenen  Fläche  F  in  bezug  auf  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Achse  g 
den  Quotienten  aus  dem  Trägheitsmoment  von  F  in  bezug  auf  g  und 
dem  absoluten  Abstand  i]  der  Achse  g  von  derjenigen  Stelle  der  Fläche 
F,  die  von  g  am  weitesten  entfernt  ist. 

Es  werde  nun  ein  wagrechter  prismatischer  Balken  durch  vertikale, 
zur  Längsrichtung  des  Balkens  rechtwinklige  Ebenen  geschnitten  und 
die  in  der  Praxis  wohl  stets  erfüllte  Annahme  gemacht,  daß  jeder  dieser 
Querschnitte  eine  vertikale  Symmetrielinie  habe.  Alsdann  bezeichnet 
man  die  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  dieser  Querschnitte  q  als 
Achse  des  Balkens.  In  der  Festigkeitslehre  werden  die  Belastungen  und 
Auflager  drucke  durch  Kräfte  dargestellt,  die  in  den  Punkten  dieser 
Achse  angreifen.  Eine  wagrechte  Gerade,  die  in  einem  Querschnitt  q 
durch  dessen  Schwerpunkt  gezogen  ist,  heißt  die  Nidlinie,  Schwerpunkts- 
achse  oder  neutrale  Achse  des  Querschnitts. 

Ist  nun  ein  Stab  oder  Balken  am  einen  Ende  eingespannt  und  an 
einer  oder  mehreren  Stellen  belastet,  oder  ist  er  auf  Stützen  gelagert 
und  belastet,  so  wird  er  infolge  dieser  Belastung  verbogen,  es  treten 
Spannungen  ein,  bei  denen  ein  Teil  der  Längsfasern  des  Balkens 
einen  Zug,  also  Verlängerung,  ein  anderer  Teil  einen  Druck,  also  Ver- 
kürzung erleidet.  Zwischen  beiden  Teilen  liegt  eine  Schicht  von  Fasern, 
deren  Länge  sich  nicht  geändert  hat,  die  neutrale  Faser scJ acht .  Es  wird 
ferner  angenommen,  daß  Flächenelemente,  die  vor  der  Verbiegung  in 
einem  und  demselben  Querschnitt  lagen,  auch  nach  der  Biegung  in  einer 
Ebene  liegen.    AVie  in  der  Festigkeitslehre  gezeigt  wird,  schneidet  als- 
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dann  die  neutrale  Faserschicht  den  Querschnitt  g-  in  dessen  neutraler 
Achse.^) 

Man  pflegt  anzunehmen,  daß  die  Spannung  6  an  irgend  einer  Stelle 
P  des  Querschnitts  q  dem  Abstand  von  der  neutralen  Faserschicht  pro- 
portional ist;  auf  einer  Seite  derselben  bedeutet  6  einen  Zug,  auf  der  an- 
deren Seite  einen  Druck,  in  beiden  Fällen  wird  gewöhnlich  6  in  kg/qcm 
gemessen.  Ist  M  das  für  den  Querschnitt  berechnete  Biegungsmoment 
(vgl.  S.  35),  J  sein  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  seine  neutrale  Achse,  p 
der  Abstand  der  Stelle  P  des  Querschnitts  von  dieser  Achse,  so  berechnet 
man  die  in  P  stattfindende  Spannung  ß,  wie  in  der  Festigkeitslehre  ge- 
zeigt wird,  nach  der  Formel 

und  der  größte  Wert,  den  die  Spannung  in  einem  Querschnitt  erleidet, 
ist  offenbar 

(3^  =  M:  W, 

■vvo    W  =  J:  rj   das   Widerstandsmoment  des   Querschnitts  q  bedeutet 
(vgl.  S.  345). 

Ist  die  Gestalt  des  Querschnitts  q  nicht  symmetrisch  zur  neutralen 
Achse,  so  wird  er  durch  diese  Achse  nicht  halbiert,  sondern  in  zwei  un- 
gleiche Teile  q^  und  q^  geteilt.  Sind  dann  i]^  und  7]^  die  absoluten  Ab- 
stände dieser  Achse  von  der  am  weitesten  entfernten  Stelle  des  Teiles 
q^  bzw.  q^,  so  unterscheidet  man  bei  Bestimmung  des  Widerstandsmo- 
ments die  beiden  Fälle  W^  =  J:  r]^  und   W2  =  J :  'r]2 

Zur  Anwendung  der  vorstehenden  Erläuterungen  und  des  Ergebnisses 
von  Aufg.  6  diene  die  folgende  Aufgabe: 

Das  eine  Ende  eines  110  cm  langen  Balkens  aus  Eichenholz  ist  ein- 
gespannt, das  andere  Ende  wird  durch  ein  Gewicht  von  500  kg  auf  Biegung 
beansprucht.  Der  Balken  hat  rechteckigen  Querschnitt.  Wie  groß  müssen 
die  Breite  h  und  die  Höhe  //  des  Querschnitts  sein,  wenn  die  Spannung 
höchstens  80  kg/qcm  (vgl.  S.  29)  betragen  und  die  Tragfähigkeit  ein 
Maximum,  d.  h.  (nach  Teil  I,  S.  126)  &  :  /i  =-  5  :  7  sein  soll? 

Hier  ist 

M  =  110.500  kgcm,      W=^,hh^:^h  =  l hir, 
daher  folgt 

h  =  Yöllb  =  17,9  cm,     h^'tli  =  12,8  cm. 


1)  Vgl.  z  B.  A  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  1, 
3.  Aufl.,  Leipzig  1905,  S.  305—308;  A.  Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik, 
2.  Aufl.,  Leipzig  1885,  S.  7;  P.  Stephan,  Die  technische  Mechanik,  2.  Teil,  Leipzig 
und  Berlin  1906,  S.  23. 
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8.  Will  man  bestimmen,  welche  Dimensionen  der  Querschnitt  eines 
eisernen  Trägers,  z.  B.  eines  Doppel-T-Eisens  bei  einer  gewissen  Be- 
lastung und  bei  gegebener  größter  Biegungsspannung  G  haben  muß,  so 
genügt  die  Berechnung  des  Widerstandsmoments  W  mit  Hilfe  von 
W  =  M :  6,  wobei  31  das  größte  bei  der  gegebenen  Belastung  auf- 
tretende Biegungsmament  bezeichnet.  Aus  einer  Tafel  der  deutschen 
Normalprofile  für  Doppel-T-Eisen^)  kann  man  oookg  300kg  GOOkg 
alsdann  entnehmen,  welches  Normalprofil  dem 

gefundenen  Widerstandsmoment  entspricht.  Ein      il50ctnl50a)i  20ncin [lOOcm 

Beispiel    hierzu    bietet    die  folgende  Aufgabe. 

Wenngleich  zu  ihrer  Lösung  Integralrechnung 

nicht   erforderlich   ist,   wird  sie   doch   hier  gelöst,  um   zu   zeigen,  von 

welcher  Wichtigkeit  die  Bestimmung  des  Widerstandsmoments  für  die 

Festigkeitslehre  ist. 

Ein  Doppel-T-Träger  aus  Walzeisen  ist  in  A  und  B  unterstützt 
und  in  der  aus  Fig.  83  ersichtlichen  Weise  an  den  Stellen  C,  D,  E  be- 
lastet; die  größte  zulässige  Biegungsspannung  ö  be- 
trage 1000  kg/qcm.  Man  soll  den  Querschnitt  be- 
stimmen, dem  das  größte  Biegungsmoment  M  zugehört 
und  mit  Hilfe  der  Formel  6  =  M :  W  das  Widerstands- 
moment W. 

Die  Lagerreaktionen  bei  A  und  B  findet  man  (vgl. 
S.  36)   gleich  600  kg  bzw.  500  kg;  für  die  Biegungsmomente  in  A,  D 
und  E  ergeben  sich  die  Werte 

31  A  =  -  30000  kgcm,     31  ^  =  -f  30000  kgcm,     3Ie  =  -|-  50000  kgcm, 

somit  ist  ilf=  50000,    TT  =50,   man  wird   das  Normalprofil  Nr.  12 
wählen. 

9.  Das  Trägheitsmoment  des  Dreiecls  ABC  in  bezug  auf  die  Basis 
BC  zu  bestimmen. 

Ist  h  die  Länge  der  zur  Seite  BC  =  a  gehörigen  Höhe  des  Dreiecks, 
so  gilt  für  eine  im  Abstand  HG  =  y  parallel  zur  Seite  BC  gezogene 
Gerade  EF  (Fig.  84)  die  Beziehung 

EF:BC  =  AG:AH    oder     EF=^{h-y)~- 
Für  das  gesuchte  Trägheitsmoment  erhält  man  somit 

h 


0 


1)  Vgl.  z.  B.  Des  Ingenieurs  Taschenbuch.  Herausgegeben  vom  akademischen 
Verein  Hütte,  21.  Aufl.,  Bd.  1,  Berlin  1911,  S.  659. 
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10.  Von  einer  Parabel  wird  durch  eine  rechtwinklicj  zur  Achse  sre- 
zogene  Gerade  P^Qi  ein  Segment  (Fig.  85)  abgeschnitten;  wie  groß  ist 
dessen  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Achse  der  Kurve 

p  TD  O 

'       und  wie  groß  ist  es  in  bezuo;  auf  die  Scheiteltangente? 


Man  erhält 

wenn  y^  ==  px  die  Gleichung  der  Parabel  ist  und  der  Punkt  P^  die  Ab- 
szisse x^  hat;  die  Integration  ergibt 

Das  Trägheitsmoment  J^  in   bezug  auf  die  Scheiteltaugente  wird 

.r  =  a^j  y=  +  \'p X 

x=Q  i/=—ypx 

11.  Zwei  konzentrische  Ellipsen,  deren  Achsen  aufeinander  faUen, 
bilden  einen  eUiptisclten  Hing]  man  bestimme  dessen  Trägheitsmoment 
in  bezug  auf  jede  Achse  der  beiden  Ellipsen.  Für  die  äußere  Kurve 
seien  a^,  h^  die  Längen  der  Halbachsen,  für  die  innere  a  <C  a^,  h  <Ch^. 
Wird  das  Koordinatensystem  in  der  üblichen  Weise  angenommen,  so  er- 
hält man 


.r  =  «1  2/  =  — ^  V^i^  —  X-        x  =  a    y=  —  Ya"^  —  x- 
üi  a 

J^^'^j     j  y^dxdy  —  4:j      fy^dxdy 

x  =  0  y  =  0  x  =  0  y  =  0 

0  0 

und  hieraus  geht  durch  die  Substitution  x  =  a^  cos  t,  bzw.  x  ^  a  cos  t 
der  Ausdruck 

0  0 

,7^  =  _  ^  a,h^;^J'smHdt  +  ^ah^fsm^tdt 


hervor.    Nach  Aufg.  76,  S.  99  folgt  schließlich 

Jx  =  }^{'^i\^  —  f^^^)y     analog     J^  =  ^:r  (a^^h^  —  a^h). 

Die  Trägheitsmomente  J^  und  J^  einer  vollen  EUipse  ergeben  sich 
hieraus  durch  die  Annahme  a  =  &  =  0. 

Für  h  =  a  und  h^  =  a^  erhält  man  das  Trägheitsmoment 


i 
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eines  Kreisrings  in  bezug  auf  irgend  einen  Durclimesser  des  Ringes;  für 
eine  Kreisfläche  vom  Radius  «^  wird  J=  \7ca^^. 

12.  Ein  eiserner  Träger  von  Icreisförmigem  Querschnitt  ist  an  seinen 
Enden  Ä,  B  auf  Stützen  gelagert,  deren  gegenseitige  r^^^,,,  ioq^„,  .pem 
Entfernung  1,80  m  beträgt.   Im  Abstand  50  cm  von  Ä    ^     l  p" 

hängt  eine  Last  von  60  kg,  im  Abstand  30  cm  von  B  eine        „j         ,L. 
solche  von  88  kg  (Fig.  86).    Wie  groß  muß  der  Radius  g. 

des    Querschnitts    sein,    wenn     die    höchste    zulässige 
Biegungsspannung  6  =  900  kg/qcm  betragen,  aber  das  Eigengewicht  des 
Trägers  nicht  berücksichtigt  werden  soll? 

Man  hat  zunächst  zu  untersuchen,  welchem  Querschnitt  des  Trägers 
das  größte  Biegungsmoraent  zugehört,  und  zwar  kann  hierbei  nur  einer 
der  beiden  Querschnitte  in  Betracht  kommen,  an  denen  die  Lasten  an- 
gehängt sind.  Die  ihnen  zugehörigen  Biegungsmomente  seien,  in  sofort 
verständlicher  Bezeichnuugsweise,  J/gQ  und  M^^^q.  Für  die  Lagerreaktiouen 
an  den  Stützen  findet  man  die  Werte  J.  =  58  kg,  ^  =  90  kg,  daher 
wird  il/50  =  58.50  =  2900  kgcm,  M^^^  =  58.150  -  60.100  =  2700  kgcm, 
das  größte  Biegimgsmoment  beträgt  daher  2900  kgcm.  Das  Träg- 
heitsmoment des  Querschnitts  in  bezug  auf  dessen  Nullinie  ist  (nach 
Aufg.  11):  J  =  \a^%,  wenn  a  den  Radius  des  Querschnitts  bedeutet: 
das  zugehörige  Widerstandsmoment  ist  somit  W^\a^7i.  Die  schon 
in  Aufg.  7  benutzte  Gleichung  6  =  31 :  W  wird  nunmehr 


900  =  — ,  —     und  ergibt     a  =  1,6  cm. 

13.  Wie  gestaltet  sich  das  Ergebnis  von  Aufg.  12,  wenn  der  Quer- 
schnitt des  Trägers  ein  Kreisring  sein  soll,  bei  dem  der  innere  Radius 
a  und  der  äußere  «^  im  Verhältnis  a  :  a^  =  4  :  5  stehen  sollen? 

Nun  wird  (vgl.  Aufg.  11) 

J-=  i.t«  -  «*)  =  i<;r(l  -  0,8^), 

Tr=  lai3;;r(l  -  0,8*)  =  ^a,^:t  ■  0,5904, 
also 


t/        2900-4  ,  ^  ,  4  .   - 

«i  =  |/ÄT^ToÄ^=i>Öc^     ^"^^^     a  =  ~^-a,=  1,0  cm. 

14.  Hierher  gehört  auch  die  Aufgabe,  die  Form  eines  Trägers  zu 
bestimmen,  dessen  größte  Spannung  (bei  gegebener  Belastung)  in  jedem 
Querschnitt  denselben  Betrag  6  haben  soU  (Träger  gleicher  Bieguugs- 
festigkeit) ;  hier  ist  alsdann  der  Quotient  31:  W  gleich  dieser  konstan- 
ten größten  Spannung  zu  setzen.  Wenn  z.  B.  die  Querschnitte  eines 
Trägers  Kreise  sein  sollen  und  die  in  Aufg.  49,  S.  37  behandelte  gleich- 
förmige Belastung  eines  wagrecht  gelagerten  Balkens  vorliegt,  so  kann 
man  fragen:   in   welcher  Weise  muß   sich  der  Radius  s  eines  solchen 
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kreisförmigen  Querschnitts  mit  seinem  Abstand  x  vom  Endpunkt  H  des 
Balkens  (Fig.  25)  ändern,  wenn  J/  :  TF  konstant  sein  soll?  Dabei  werde 
der  Einfachheit  halber  angenommen,  daß  der  Balken  an  seinen  Enden 
72,  S  gelagert,  also  in  den  Formeln  von  Aufg.  49,  S.  37  die  Größe  a  =  0 
und  h  =^1  sei. 

Hier  ist  M^  nach  S.  37  gleich  \qlx  —  f  2^^,  ferner  W  nach 
Aufg.  11  und  7  gleich  \itz'^  :  z,  man  erhält  daher  zwischen  x  und  z  die 
Beziehung 

oder 

(1)  %(3z^  =  2qx{l  —  x), 

also  die  Gleichung  einer  Kurve  dritter  Ordnung  (Fig.  87).  Rotiert  der 
Bogen  i?Ä  dieser  Kurve  um  die  :r- Achse,  so  entsteht  ein  Körper  gleicher 
Biegungsfestigkeit.  Es  ist  selbstverständlich,  daß 
diese  Kurve  wegen  der  gleichmäßigen  Belastung 
des  Trägers  zu  dem  in  der  Mitte  des  Trägers  be- 
findlichen Querschnitt  {x=\l)  symmetrisch  sein 
■Pi    g^  muß,  und  dies  kommt  in  der  Gleichung  der  Kurve 

zum  Ausdruck,  wenn  man  durch  die  Substitution 
.T  =  -|^  -f  I,  ^  =  ^  den  Koordinatenanfang  an  die  Stelle  x  =  \l  der 
Achse  des  Trägers  verschiebt,  denn  die  Gleichung  (1)  der  Kurve  geht 
alsdann  über  in 

(2)  2.Töe'  =  g(Z--4|2j, 

und  hier  ist  %  nur  mit  einem  geradzahligen  Exponenten  behaftet,  die 
Kurve  also  tatsächlich  zur  ^-Achse  symmetrisch. 

Ähnlich  wäre  bei  einem  Träger  zu  verfahren,  dessen  Querschnitte 
Rechtecke  sind,  man  müßte  aber,  da  die  Dimensionen  eines  Rechtecks 
durch  zwei  Größen,  Breite  und  Höhe,  bestimmt  sind,  hier  noch  eine 
weitere  Forderung  stellen,  z.  B-  daß  alle  diese  rechteckigen  Querschnitte 
einander  ähnlich  sein  oder  gleiche  Breite  oder  gleiche  Höhe  haben  sollen. 
Es  würde  zu  weit  führen  auf  diese  Dinge  hier  näher  einzugehen. 

15.  Die  Summe  J^  -j-  J  der  Trägheitsmomente  einer  ebenen  Fläche 
in  bezug  auf  zwei  beliebige  zueinander  rechtwinklige  Achsen  (a;-Achse, 
«/-Achse),  die  mit  der  Fläche  in  derselben  Ebene  b  (a'y- Ebene)  liegen, 
ist  so  groß  wie  das  Trägheitsmoment  J,  der  Fläche  in  bezug  auf  eine 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  beiden  Achsen  rechtwinklig  zu  deren 
Ebene  b  gezogene  Gerade  (;?-Achse).    Dies  ist  zu  beweisen. 

Aus 

J^=JJ(x^  -j-  if)dxdy 
ergibt  sich  sofort 

(1)  J^  =fj\fdxdy  -\-jyx--dxdy  =-J,  +  J^ 
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Nun  muß  aber  offenbar  der  Wert  des  Trägbeitsmoments  J,  ganz 
unabbängig  sein  von  der  Lage  der  zwei  durcb  0  in  der  Ebene  s  ge- 
zogenen zueinander  recbtwinkligen  Acbsen.  Würde  man  also  in  dieser 
Ebene  durcb  0  zwei  andere  zueinander  rechtwinklige  Acbsen  |,  r]  legen^ 
so  wäre  aucb 

(2)  J.  =  J,^J,r 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  sofort:  Die  Summe  der  Trägheitsmomente 
einer  ebenen  Fläche  F  in  hezug  auf  ein  heliebiges  Paar  zueinander  recht- 
ivinldigen,  mit  F  in  derselben  Ebene  liegenden  Acltsen  ist  Jconstant,  so 
lange  der  Schnittpunli  0  der  beiden  Achsen  derselbe  bleibt. 

16.  Für  die  Fläche  eines  Kreises  vom  Radius  a  ist  nach  Aufg.  11 
das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  irgend  einen  Durchmesser  t7=  j  a*:nr; 
in  bezug  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt  rechtwinklig  zu  der  Fläche  des 
Kreises  gezogene  Gerade  (^- Achse)  wird  daher  "^ 

Ferner  ist  für  das  in  Aufg.  6  betrachtete  Rechteck: 

daher  folgt 

J,-l,bh{b'  +  h''). 

17.  Es  seien  J^,  J  ,  Z^  die  Trägheitsmomente  und  das  Zentrifugal- 
moment (vgl.  Regel  5,  S.  341)  einer  ebenen  Fläche  F  in  bezug  auf  zwei 
mit  F  in  derselben  Ebene  liegende  zueinander  rechtwinklige  Achsen. 
In  welcher  Beziehung  stehen  J^,  J  ,  und  Z^  zu  den  Trägheitsmomenten 
Ji,  «7,  und  zu  dem  Zentrifugalmoment  Z^  derselben  Fläche  in  bezug 
auf  zwei  andere  rechtwinklige  Acbsen  !,■>?,  die  mit  x,  y  den  Schnitt- 
punkt 0  gemeinsam  haben?  Dabei  mögen  die  positiven  Richtungen  der 
Achsen  t,,  ij  mit  der  positiven  Richtung  der  a^-Achse  die  Winkel  a  bzw. 
u  +  90°  bilden. 

Zwischen  den  beiden  Achsensystemen  bestehen,  wie  in  den  Ele- 
menten der  analytischen  Geometrie  gezeigt  wird,  die  Beziehungen 

(1)  ^  =  xcosa -f  y  sin«,     iq  =  —  a;  sin  « -|- y  cos a . 
Vermöge  derselben  geht 

nach  Regel  5,  S.  304  f.  über  in 

(2)  J^=  I  j (x^sin.^ a  +  y^  cos^a  —  2a; ^(/ sin  u  cos  a)dxdy, 

denn   die   Funktionaldeterminante  der   Substitutionen  (1)  ist  gleich  1. 
Aus  (2)  folgt  sofort 

(3)  J^  =  Jy  sin^  ci  -j-  J^ cos-  u  —  2Z^   sin  a  cos  a, 
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und  analog  erhält  man  ' 

(4)  J„  =  Jy  cos-  a  -i-  Jj.  sin-  u  +  -^xy  ^^^  ^'^  ^^^  ^j 

(5)  Z^^ ,,  =  ]  I J^  -  J"^)  sin  2  «  +  Z,  y  cos  2  a . 

Durch  Addition  von  (3)  und  (4)  ergibt  sich  übrigens 

^^  +  J',  =  J.-  Jy. 

also  der  schon  am  Schluß  von  Aufg  15  erwähnte  Satz. 

Wir  erwähnen  noch  die  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung  leicht 
zu  lösende  Aufgabe  die  Haupfträc/Jteifsadisen  zu  bestimmen,  d.  h.  die  beiden 
durch  0  gehenden  Achsen,  in  bezug  auf  die  das  Trägheitsmoment  der 
Fläche  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist.  Diese  Achsen  sind  zueinander 
rechtwinklig;  die  ihnen  zugehörigen  Trägheitsmomente  heißen  die  jffai(^#- 
trägheitsmomenfe.  Ist  insbesondere  Z^,^  =  0,  so  fallen  die  Koordinaten- 
achsen mit  den  Hauptträgheitsachsen  zusammen. 

Wird  auf  allen  durch  0  gehenden  Geraden  g  von  0  aus  nach  beiden 
Seiten  hin  der  reziproke  Wert  der  Quadratwurzel  aus  dem  auf  diese  Ge- 
raden bezogenen  Trägheitsmoment  J^,  also  1  '-^Jj,  aufgetragen,  so  er- 
füllen die  Endpunkte  dieser  Strecken  die  Peripherie  einer  Ellipse,  der 
sogen.  Eulersclien  Trägheitsellipse.    Mit  Hilfe  von 

cos  a  =  X  yj'.j,      sin  a  =  y  YJ^ 
und  (nach  (3)): 

J,^  =  J  sin-  a  -\-  J^  cos-  a  —  2  Z^^  sin  a  cos  a 

ergibt  sich 

(6)  J,.x'  +  J^,-f--'2Z^,^-xij=l 

als  Gleichung  der  Trägheitsellipse.  Fällt  ihr  Mittelpunkt  0  in  den  Schwer- 
punkt der  ebenen  Fläche  F,  so  wird  die  Ellipse  als  Zentralellipse  be- 
zeichnet. 

Wir  können  hier  nicht  näher  auf  diese  Dinge  eingehen,  verweisen 
vielmehr  auf  die  ausführlicheren  Lehrbücher  der  Mechanik  und  der 
graphischen  Statik.^) 

18.  Das  Trägheitsmoment  J^  eines  RotationsJcörpers  in  bezug  auf  seine 
geometrische  Achse  zu  bestimmen;  der  Körper  entstehe  durch  Drehung 
eines  Bogens  P^P.^  der  Kurve  y  =  f{x)  um  die  .2' -Achse. 


1)  Es  seien  z.  B.  genannt:  H.  Lorenz,  Technische  Mechanik  starrer 
Systeme,  München  und  Berlin  1902;  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik 
der  Baukonstruktionen,  Stuttgart  1905;  0.  Mohr.  Abhandlungen  aus  dem  Ge- 
biete der  technischen  Mechanik,  Berlin  1906;  L.  Henneberg,  Die  graphische 
Statik  der  starren  Systeme,  Leipzig  und  Berlin  1911:  G.  Hamel,  Elementare 
Mechanik,  Leipzig  und  Berlin  1912. 
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Sind  Xj^,  X.2  die  Abszissen  der  Endpunkte  des  rotierenden  Bogens,  so 
ist  iy*-T  nach  Aufg.  16  das  Trägheitsmoment  eines  zur  Achse  recht- 
winkligen Querschnitts;  daher  folgt 


J. 


=  ^J  y'dx, 


wo  natürlich  vor  der  Integration  y  durch  f{x)  zu  ersetzen  ist. 

Entsteht  der  Körper  durch  Rotation  eines  Flächenstücks  wie 
QiP^P^Q^  (Fig.  88)  um  die  .r- Achse  und  sind  y  =  (pi{x) ,  y  ^-^  cp^ix) 
die  Gleichungen  der  Kurven,  denen  die  Bogen  P^F-^  bzw.  Q^Qc^  ange- 
hören, so  wird  oflFenbar 

J^  =  \^f[(pi^{x)  -  (pyix)]  dx. 
^\ 

19.  Das  Trägheitsmoment  J^  einer  homogen  mit  Masse  erfüllten 
Kugel  von  der  Dichtigkeit  y  und  vom  Radius  a  in  bezug  auf  eine  vom 
Kugelmittelpunkt  um  die  Strecke  c  entfernte  Gerade 


^1 

'. 

^n 

^ 

D 

Fig.  j8. 

WO  M  die  Masse  der  Kugel  bedeutet.    Dies  soU  be- 
wiesen werden. 

Ist  «71  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  eine 
durch  den  Kugelmittelpunkt  (Schwerpunkt)  parallel  zur  Geraden  g  ge- 
legte Achse  (x- Achse)  und  ,r^  +  y-  =  a'  die  Gleichung  des  die  Kugel 
durch  Rotation  erzeugenden  Kreises,  so  ist  nach  Aufg.  18: 

a 

j;  =  i  :iy\\a''  ~  2a^x^  +  x^)  dx  =  f^  a^y:i: 

—a 

mit  Rücksicht  auf  Aufg.  1 ,  S.  341  f.  folgt  daher 

20.  Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  geraden  Kreiskegels  von 
der  Masse  M  in  bezug  auf  seine  geometrische  Achse  (.i- Achse)  ist 

J    =    3      2  M 

X       10  y 

wobei  a  den  Radius  der  Basis  bezeichnet. 

21.  Das  Trägheitsmoment  J.  eines  Rotationskörpers  in  bezug  auf 
eine  Gerade  (^- Achse),  die  die  geometrische  Achse  (:r- Achse)  recht- 
winklig schneidet,  ist 

J.^  \7cJ  y^  dx  ■\-  71  fx^y^dx, 

X,  Xl 

Dingeldey:  Differential-  u.  Integralreuhnung.  II.  23 


354  §  22.    Bestimmung  Ton  Trägheitsmomenten. 

falls  y  =  f{x)  die  Gleichung  der  Kurve  ist,  deren  Bogen  F^P^  durch 
Drehung  um  die  a;- Achse  den  Rotationskörper  erzeugt.  Dies  soll  be- 
wiesen werden.  Natürlich  wird  hierbei  angenommen,  daß  die  y-Achse 
durch  den  Schnittpunkt  der  ^- Achse  mit  der  x- Achse  gehe. 

Eine  Ebene,  die  man  im  Abstände  x  von  der  t/^;- Ebene  zu  dieser 
parallel  durch  den  Körper  hindurchlegt,  ergibt  einen  kreisförmigen 
Querschnitt  vom  Radius  y  =  f{x),  und  das  Trägheitsmoment  dieses 
Schnittes  in  bezug  auf  die  ^-Achse  ist,  wie  aus  Aufg.  16,  S.  351  und 
Aufg.  1,  S.  341  f.  hervorgeht,  gleich  \  y^n  +  x^y'^TC.  Folglich  wird  tat- 
sächlich 


J^  =  \'^i ?/ dx  -\-  7C  I x-y^ dx, 


wo  vor  der  Integration  y  durch  f{x)  zu  ersetzen  ist. 

Entsteht  der  Körper  durch  Rotation  der  Fläche  Q^P^P^Q^  wie  in 
Aufg.  18,  so  erhält  man  bei  Anwendung  derselben  Bezeichnungsweise 
wie  dort: 

J".  =  ^  TT  /  (  qp2^ (x)  —  (Pi^{x) }  dx  +  %j X-  { (p^-{x)  —  cp^{x)  ]  dx. 

Xi  Xy 

22.  Bei  einem  homogenen  materiellen  geraden  Kreiszylinder  von 
der  Länge  l  und  mit  einem  Kreis  vom  Radius  a  als  Basis  erhält  man 
für  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  ein  rechtwinklig  zur  Achse  durch 
den  Mittelpunkt  der  Basis  gezogene  Gerade  (£- Achse)  den  Ausdruck 

23.  Man  bestimme  das  Trägheitsmoment  J,  eines  homogenen  ma- 
teriellen Kreiskegels  von  der  Dichtigkeit  y  und  der  Masse  31  in  bezug 
auf  einen  Durchmesser  der  Basis-,  a  sei  der  Radius  der  Basis,  h  die  Höhe 
des  Kegels. 

Denkt  man  sich  die  Basis  in  der  yz-Wo&ne  gelegen  und  die  Spitze 
des  Kegels  auf  dem  positiven  Teil  der  a;- Achse,  so  ist 

o  Qi  —  x) 


y 


h 


die  Gleichung  der  Geraden,   durch  deren  Rotation  um  die  a> Achse  die 
Kegelfläche  erzeugt  wird.    Man  erhält  also 

ii  h  ' 

T         1  ra\h  —  x)*         ,  ra-x\h~xy-  -, 

j=  —  yjtj  -^ji-^  dx  +  y^J \^—^dx, 

0  0 

oder  nach  leicht  auszuführender  Integration: 

J^^  =  ^^^aHiyn  +  30  «'/^V^  =  ^^iJf  (3a-  +  21r). 
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24.  Das  Trägheitsmoment  des  homogen  mit  Masse  von  der  Dichte 
y  erfüllten  Ellipsoids 

—  4-  y'  4-  -  -  1 

in  bezug  auf  die  j:- Achse  zu  bestimmen. 

Man  kann  die  Bestimmung  mit  Hilfe  eines  dreifachen  Integrals 
ausführen.  Einfacher  führt  jedoch,  nachdem  durch  Aufg.  11,  S.  348  das 
Trägheitsmoment  einer  Ellipse  in  bezug  auf  ihre  Achsen  bekannt  ist, 
folgender  Weg  zum  Ziel. 

Eine  Ebene,  die  man  im  Abstand  x  von  der  y^-Ebene  parallel  zu 
dieser  durch  den  Körper  hindurchlegt,  ergibt  als  Querschnitt  die  EUipse 


mit  den  Halbachsen 


Die  Trägheitsmomente  J^,  J^  dieses  Querschnitts  in  bezug  auf  seine 
Achsen  sind  nach  Aufg.  11:  J.^  =  \  Tch^c^^,  J^  =  ^Tch^^c^:  das  Trägheits- 
moment des  Schnittes  in  bezug  auf  die  a:- Achse  des  Koordinatensystems 
ist  alsdann  nach  Aufg.  15  gleich  J^  -f  Jg  oder  l  h-^c^n{h^  +  c^^). 

Das  Trägheitsmoment  des  Ellipsoids  in  bezug  auf  diese  Achse  wird 
daher 

a  a 

—  a  —  a 

und  bei  Einführung  der  Masse  J/=  ^ahcyn  folgt 

Die  Trägheitsmomente  J^,  J,  in  bezug  auf  die  beiden  anderen 
Achsen  sind  offenbar 

Auch  mit  Hilfe  von  f- Funktionen  lassen  sich  -7^,  J^  und  J,  be- 
rechnen. Beschränkt  man  sich  zunächst  auf  denjenigen  EUipsoidolctanten, 
in  dem  x,  y  und  z  positiv  sind,  so  folgt  für  dessen  Trägheitsmoment 
-^  Jl  die  Gleichung 


J.  =  yfff{y'  +  ^')dxdydz. 


23' 
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Hier  ist  nun 


/  /  j  y'^  dxdy  dz 


mit  Hilfe  des  Ergebnisses  von  Aufg.  19^  S.  316  zu  berechnen-,  man  hat 
dort  g  =  s  =  1,  r  =  3,  w  =  n  =  2J  =  2,  die  Funktion  f  gleich  der  Ein- 
heit zu  setzen  und  findet  hierdurch 

Nun  ist  V{\)  nach  Aufg.  8,  S.  242  gleich  +  j/jt  und  nach  Aufg.  4,  S.  240 
ist  V{p  -f  1)  =l>r(^);  daher  folgt 

/  j  jy^ dxdydz  =  ^^ah^cn. 

Analog  ergibt  sich  unter  den  gleichen  Voraussetzungen 

1 1  j  z^ dxdydz  =  l^ahc^n, 
somit 

^Lj^^^ahc  {¥  -f-  c^)yn     und     J^  =  ^^  abc(h^  +  c^)yjt. 

Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Kugel  vom  Radius  a  in 
bezug  auf  irgendeine  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  Achse  wird 
offenbar 

J  =  l  a-M. 

25.  Man  bestimme  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  hohlen 
geraden  Kreiszylinders  in  bezug  auf  seine  geometrische  Achse  (5; -Achse). 
Die  Länge  des  Zylinders  sei  l,  der  innere  Radius  der  Basis  sei  a,  der 
äußere  a-^. 

Bei  Einführung  von  Zylinderkoordinaten  (vgl.  Aufg.  8,  S.  310)  ist 
dm  =  yrdzdrdd-  das  Massenelement,  daher  wird 

J^  =  yj     J     frdzdrd^  =  \y7tl{a^^  —  a^), 
und  bei  Einführung  der  Masse  M  =  {a^  —  a'^)ly%  folgt 

Für  einen  vollständig  mit  homogener  Masse  erfüllten  Zylinder 
(«  =  0)  ergibt. sich 

j;  =  l  Ma^\ 

2Q.  Das  Trägheitsmoment  einer  Rotations/?äc/ie  in  bezug  auf  ihre 
geometrische  Achse  (;r- Achse)  zu  bestimmen. 
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Man  verfahrt  ähnlicli  wie  in  Aufg.  18.  Eine  zur  Achse  recht- 
winklige Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Kreisperipherie  vom  Radius 
y,  deren  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt 
rechtwinklig  zur  Ebene  des  Kreises  gelegte  Achse  nach  Aufg.  3,  S.  343 
und  in  Analogie  zu  Aufg.  15,  S.  350  f.  gleich  2?/^:r  ist.  Bezeichnet  ds  ein 
Bogenelement  der  die  Fläche  durch  Rotation  erzeugenden  Kurve  ?/  = /'(a;j, 
so  wird  also 

■Ti  a;j  

J,  ^J2y^^ds  =  2:tjy'yi  +  {^y  dx, 

wo  ?/  noch  durch  f{x)  zu  ersetzen  ist. 

27.  Das  Träoheitsmoment  J^.  derselben  Fläche  in  bezug  auf  die 
.0- Achse  des  Koordinatensystems  zu  bestimmen. 

Man  verfährt  ähnlich  wie  bei  Aufg.  21.  Das  Trägheitsmoment  der 
soeben  in  Aufg.  26  erwähnten  Kreisperipherie  in  bezug  auf  die  ^-Achse 
ist,  wie  aus  Aufg.  3,  S.  343  und  Aufg.  1,  S.  341  f.  hervorgeht,  gleich 
y^:t  -\-  x^  •  2ny.    Folglich  wird 

j;  =  nj  yUls  +  2^Jx'yds  =  ^j y{f  +  2x^)^1  +  {^^' dx, 

.l'l  Xl  Xi 

wo  vor  der  Integration  y  durch  f{x)  zu  ersetzen  ist. 

28.  Das  Trägheitsmoment  J  eines  materiellen  Körpers  in  bezug  auf 
eine  Achse  zu  bestimmen,  die  durch  den  Anfangspunkt  eines  rechtwink- 
ligen räumlichen  Koordinatensystems  geht  und  mit  den  Koordinaten- 
achsen die  Winkel  a,  ß,  y  bildet. 

Für  das  Quadrat  r^  des  Abstandes  eines  Punktes  Pix,  y,  2)  von  der 
genannten  Achse  gilt,  wie  man  leicht  findet,  die  Gleichung 

r'  =  x^  -\-  y'^  -\-  s"^  —  {x  cos  cc  -\-  y  cos  ß  ^  z  cos  yf. 
Daher  wird 

J=fj'JV'dm 

gleich  einem  Ausdruck  von  der  Form 

ylcos^K+^cos^/S+CcosV  — ^Dcos/Scos;'— 2JE'cosycosa— 2Fcos«cos/?, 

wobei  die  bekannte  Beziehung  cos^  a  -f  cos^  ß  -|-  cos^  /  —  1  benutzt  und 
zur  Abkürzuno; 

A  =ffj  [f-  +  z^)  dm ,     B  =ffj\z-  +  ^')  dm ,     C  =ffj\x^  +  y^dm, 
D  ^jjjy^ dm,  E  =Jjjzx dm,  F  =jjjxy  dm 
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gesetzt  ist.  Hier  sind  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in 
bezug  auf  die  Koordinatenachsen;  die  Größen  D,  E,  F  stellen  die  Zen- 
trifugalmomente in  bezug  auf  je  ein  Paar  von  Koordinatenebenen  dar 
(vgl.  Regel  5,  S.  341). 

29.  Der  Schwerpunkt  einer  ebenen  Fläche  und  ihr  Trägheitsmoment 
in  bezug  auf  eine  Achse  sind  wichtig  bei  der  Bestimmung  des  Druck- 
mittelpunJdes  einer  ebenen  Fläche  F,  auf  die  eine  Flüssigkeit  Druck  aus- 
übt. Es  ist  dies  derjenige  Punkt  von  F,  in  dem  diese  Fläche  gestützt 
werden  muß,  wenn  sie  dem  Gesamtdruck  P  das  Gleichgewicht  halten  soll. 
Man  beweise  nun  den  Satz:  Der  Druck,  den  eine 
Flüssigkeit  (rechtwinklig)  gegen  eine  ebene  Fläche 
vom  Inhalt  F,  z.  B.  ein  Stück  einer  ebenen  Gefäß- 
wand, ausübt,  ist  gleich  dem  Gewicht  einer  Flüssig- 
keitssäule, deren  Grundfläche  gleich  F  und  deren 
Höhe  der  senkrechte  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
gedrückten  Fläche  vom  Flüssigkeitsspiegel  ist. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Fläche  F  liege 
in  einer  gegen   den  Spiegel  der  Flüssigkeit  unter 
Fig.  89.  dem  Winkel  a  geneigten  Ebene  e;  mit  s  werde  die 

Ebene  des  Flüssigkeitsspiegels  bezeichnet.  Die 
Schnittgerade  von  e  und  s  wählen  wir  als  ?/-Achse  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems,  eine  in  der  Ebene  e  rechtwinklig  zur  ?/- Achse  ge- 
zogene Gerade  als  .r- Achse  (Fig.  89). 

Der  auf  ein  Element  dF  =  dx  dy  der  Fläche  F  von  der  Flüssigkeit 
ausgeübte  Druck  ist  (vgl.  Aufg.  34,  S.  18  und  Aufg.  37,  S.  19  f.) 

dp  =  yx  sin  u  dx  dy, 

wo  y  das  Gewicht  der  Volumeinheit  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  der  ge- 
samte auf  die  Fläche  ausgeübte  Druck  P  wird  daher  durch  einen  Aus- 
druck von  der  Form 

(1)  P  =  y  sin  cc  j  j xdxdy 

dargestellt,  wobei  die  Integrationsgrenzen  von  der  Begrenzung  der  Fläche 
F  abhängen. 

Das  Intecrral  ist  nun  nach  lieffel  4  und  6,  S.  32Gf.  o-leich  dem  Pro- 
dukt  aus  dem  Flächeninhalt  F  und  der  Abszisse  ^  ihres  Schwerpunktes 
S.    Daher  folgt 

(2)  P^ysina-F^, 

und  wenn  man  beachtet,  daß  ^  sin  a  =  ^  die  senkrechte  Tiefe  des  Punktes 
S  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel  bedeutet,  erb  alt  man  in  der  Formel 
P  =  yFt  den  Ausdruck  für  den  zu  beweisenden  Satz. 

Zur  Bestimmung  der  Koordinaten  des  DrucJimiUclpunJites  D  der 
Fläche  F  benutzt  man  den  Satz  der  Statik,   daß  das  statische  Moment 
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der  Mittelkraft  (Resultante)  P  in  bezug  auf  die  «/-Achse  und  in  bezug 
auf  die  .r-Achse  je  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller  ein- 
zelnen Kräfte  yx  sin  adxdy  in  bezug  auf  diese  Achsen  sein  muß.    Sind 
-^  und  Jf  die  Koordinaten  von  D,  so  hat  man  daher 

(3)  Px  =  ysinuf  j  x^dxdy,       Pj/ =  ysiaaj  j  yxdxdy, 

wobei  P  durch  (1)  bestimmt  ist.    Den  Integralen  sind  natürlich  noch 
Grenzen  beizufügen,   die  von  der  Begrenzung  der  Fläche  F  abhängen. 
Wird  für  P  der  Wert  (1)  eingetragen,  so  folgt 

(4)  X  f  j xdxc/y  =  f  I x^dxdy,      y j  j xdxdy  =j  jyxdxdy. 

Die  rechte  Seite  der  ersten  von  diesen  beiden  Gleichungen  ist  nach 
Regel  2,  S.  340  das  Trägheitsmoment  -7",  der  Fläche  F  in  bezug  auf  die 
2/-Achse,  d.  h.  in  bezug  auf  die  Schnittgerade  der  Ebene  des  Flüssig- 
keitsspiegels mit  der  Ebene,  in  der  die  Fläche  F  liegt.  Die  rechte  Seite 
der  zweiten  Gleichung  (4)  ist  nach  Regel  5,  S.  341  das  Zentrifugal- 
moment Z^  der  Fläche  F  in  bezug  auf  die  x-  und  ?/-Achse.  Der 
Faktor  von  x  und  y  in  den  beiden  Gleichungen  (4)  stellt  das  statische 
Moment  S  der  Fläche  i^in  bezug  auf  die  y- Achse  dar.  Man  kann  somit 
die  Gleichungen  (4)  in  der  Form 

J         J  Z         Z 

W;  '^~S,j~F-V      y~    S,j~F-i 

schreiben,  wo  5  die  Abszisse  des  Schwerpunktes  S  der  Fläche  F  be- 
deutet. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Lage  des  Druckmittelpunktes  D  in  der  Ebene 
€  der  Fläche  F  imahliängig  von  dem  Winkel  a,  den  diese  Ebene  mit 
dem  Flüssigkeitsspiegel  bildet.  Dieser  Punkt  ändert  also  seine  Lage  in 
der  Ebene  e  nicht,  wenn  man  sie  um  die  y- Achse  dreht. 

Hat  die  Fläche  F  eine  zur  ?/- Achse  rechtwinklige  Symmetrielinie, 
so  wird  man  diese  als  ic- Achse  wählen;  natürlich  liegt  ^     a     0    a    ß 
alsdann  der  Punkt  D  in  dieser  Geraden,  y  ist  Null.    V 

30.  Ein  gleichschenkliges  Trapez  ABCD  bilde     ^ 
eine  vertikale  Seitenwand  eines  mit  Flüssigkeit  ge-      < 
füllten   Gefäßes;  die  parallelen  Seiten  AB  und  CD 
(Fig.  90)  haben  eine  Länge  von  2«  bzw.  2h  Längen- 
einheiten,  die  Höhe  des  Trapezes   sei  //.    Man  bestimme  den  auf  die 
Fläche  ausgeübten  Druck  P,  sowie  die  Lage  des  Druckmittelpunktes  D. 

Bei  der  aus  Fig.  90  ersichtlichen  Lage  des  Koordinatensystems  haben 
die  Seitenlinien  BD  und  AC  die  Gleichungen 

(a  —  h)x  +  ]ty  —  ah  =  0,     bzw.     (a  —  h)x  —  hy  —  ah  =  0, 


*y 


h 
b 


^      Fig.  90. 
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daher  sind  bei  dem  Integral 

P  =  yj      j  xdxdy 

die  Grenzen  der  Integration  nach  y: 

(a  —  b)x  —  ah  ih  —  a)x -\- ah 

i/i  = 1 ,    y-2  =  -  ik  = j, 

man  erhält  somit 


P  =  ^J.  j{  (h  -  a)x  +  ah}xdx  =  |  y{a  +  2h)P. 

0 

wird 

x  =  h  y  =  >j2 

Px  =  yf  fx^dxdy  =  2y[\(h-  a)  -^\a]  h\ 


0 

Ferner  wird 

x  =  h  y  =  y^ 


'/,a 


x=0  y  =  j/i 

daher 

X  =  i,     ,  J,-  :     natürlich  ist  y  =  0. 

2{a  -f-  2o)  '  "^ 

Für  a  =  0  geht  das  Trapez  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck  über, 
dessen  Spitze  im  Flüssigkeitsspiegel  liegt,  im  Falle  &  =  0  in  ein  gleich- 
0 schenkliges  Dreieck,  dessen  Basis  im  Flüssigkeits- 
spiegel liegt,  für  a  =  h  in  ein  Rechteck.  In  diesem 
letzten  FaU.  ist  also  x  =  Ih,  y  =  0. 

31.  In  der  yertikalen  ebenen  Seitenwand  eines 
mit  Wasser  gefüllten  Gefäßes  wird  ein  Bechteck 
^  begrenzt,  bei   dem   die  Seiten   von   der   Länge  a 

j,.    g^  parallel  zum  Wasserspiegel  in  der  Tiefe  h^   und 

/«2  >  /ii  gelegen  sind;  die  Länge  jeder  der  beiden 
anderen  Seiten  sei  h,  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  sei  y. 

Hier  ist  bei  der  aus  Fig.  91  ersichtlichen  Lage  des  Koordinaten- 
systems 

Jy  =  ay  j x^dx  ==  \  ay  Qi^^  —  h^^),     F  =  oh, 

ferner  ist  P  =  fF^,  daher  wird  (vgl.  (5),  S  359): 

x  =  ^a{h,^-Ji,'):  l  ah(h,  +  h,)  =  YhJ^ht'' 

man  findet  natürlich  ^  =  0.    Im  Falle  h^  =  0  wird  x  =  iJi.^  =  l  h  wie 
in  Aufg.  30. 

32.  Eine  vertikale  Mauer  von  rechteckigem  Querschnitt  hat  die 
Höhe  li  und  ist  auf  der  einen  Seite  bis  zum  oberen  Rande  dem  Drucke 
von  Wasser  ausgesetzt.    Wie  dick  ist  die  Mauer  zu  machen,   damit  sie 
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nicht  infolge  des  Druckes  um  ihre  untere,  dem  Wasser  abgewandte 
Kante  umkippen  kann.  Die  Verbindung  der  Mauer  mit  dem  Boden,  auf 
dem  sie  steht,  soll  unberücksichtigt  bleiben.  Das  Gewicht  der  Yolum- 
einheit  sei  für  das  Mauerwerk  gleich  q,  für  das  Wasser  gleich  y]  die  ge- 
suchte Mauerdicke  sei  d. 

Der  auf  ein  Mauerstück  von  der  Länge  /  ausgeübte  Druck  ist  nach 
Aufg.  34,  S.  18  gleich  y  yZÄ';  der  Druckmittelpunkt  liegt  nach  Aufg.  30 
und  31,  S.  360  in  der  Tiefe  !  h  unter  dem  Wasserspiegel  oder  in  der 
Höhe  y/i  über  dem  Boden.  Das  statische  Moment  des  Wasserdruckes 
ist  somit  2  yW  ■  \li  =  l  yUi^.  Der  Schwerpunkt  der  Mauer  liegt  in 
der  Höhe  l  h  über  dem  Boden,  im  Abstand  l  Ö  von  der  Vorder-  oder 
Rückseite  der  Mauer:  in  ihm  wirkt  ihr  Gewicht  q  ■  Ihd  senkrecht  nach 
unten,  mit  einem  statischen  Moment  yö  •  qlhÖ  in  bezug  auf  die  vorhin 
erwähnte  Kante.  Dieses  Moment  muß  dem  des  Wasserdruckes  gleich 
sein,  man  hat  somit  die  Gleichung 

}qlhö'=}yW, 
woraus 

'-"VI 

hervorgeht. 

33.  Man  bestimme  den  Abstand  (/  des  Druckmittelpunktes  der  Fläche 
F  in  Fig.  89,  S.  358  von  einer  durch  den  Schwerpunkt  5  dieser  Fläche 
parallel  zur  ^- Achse  gelegten  Geraden;  |  sei  die  Abszisse  des  Schwer- 
punktes. 

Jedenfalls  liegt  der  Druckmittelpunkt  tiefer  als  der  Schwerpunkt, 
denn  der  Druck  ist  in  den  tiefer  gelegenen  Teilen  der  Fläche  F  größer 
als  in  den  weiter  oben  gelegenen  Teilen:  es  ist  daher  i^vgl.  (5),  S.  359): 


und 

d  = 


Jy  -  FV 


Fi 

Nach  Aufg.  1,  S.  341  f  ist  aber  J^  —  F^-  gleich  dem  Trägheits- 
moment J^  der  Fläche  F  in  bezug  auf  eine  durch  ihren  Schwerpunkt  »S^ 
parallel  zur  ?/- Achse  gezogene  Gerade.  Man  erhält  daher  die  einfache 
Formel 

Fi  Sy 

34.  Die  Fläche  F  in  Fig.  89,  S.  358  sei  eine  Ellipse,  bei  der  die 
eine  Achse  die  Länge  2  a  hat  und  auf  der  a:;- Achse  des  dort  benutzten 
Koordinatensystems  liegt;  die  andere  Achse  habe  die  Länge  2h.  Der 
näher  am  Flüssigkeitsspiegel  gelegene  Endpunkt  der  Achse  von  der 
Länge  2a  habe  von  der  ?/- Achse  den  Abstand  li^,  der  tiefer  gelegene 
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Endpunkt  den  Abstand  ]u  =  \-\-2a.    Man  soll  den  Druckmittelpunkt 
dieser  elliptischen  Fläche  bestimmen. 

Hier  ist  J^  nach  Aufg.  11,  S.  348  gleich  ^a^&:r;  ferner  ist  t,  =  /<i+  a,, 
F  =  ah 71-^  daher  wird 

_<.,7j.,Jo         7,  ,  a^bn 


Fi  1    '         '    4.ahn{\-\-a) 

oder 

4(^1  -\-  a)-  -\-  a- 


X  = 


A{\  +  a) 


35.  Die  Fläche  F  in  Fig.  89,  S.  358)  sei  ein  Halbkreis,  und  zwar 
möge  der  diese  Fläche  begrenzende  Kreisdurchmesser  die  Länge  2  a 
haben  und  auf  der  a;-Achse  des  dort  benutzten  Koordinatensystems 
liegen;  sein  Mittelpunkt  habe  die  Abszisse  x  =  m. 

Hier  ist  J^.  =  >^jr  (vgl.  Aufg.  11,  S.  348  f.),  F=U'^,  ^  =  m, 
also  folgt 

_  i;    I     '^^    **  +  ^'"^^ 

^  '^  F^  4w 

Nach  Gleichung  (5),  S.  359  ist 


y  =  a  X  =  x„ 


2/=^?     wobei     Z^y=  j    Jxydxdy. 

i/  =  0  x  =  Xi 

Bei  der  Integration  nach  x  sind  Xj^=  m  —  Ya^—y'^  und  X2=  m  -{-ya- — y'^ 
die  Grenzen,  man  erhält  daher 

a 
0 

und 

_        2     o  1     9  ia 

V  =  -^  a'^m  :   -  WTtm  =  r—  • 
''3  2  Btc 


§23. 

Anwendung  der  Integralrechnung  in  der  Potentialtheorie. 

Nach  dem  Newtouschen  Gesetz  ist  die  zwischen  zwei  materiellen 
Punkten  Pj  und  P  von  den  Massen  w?^  und  m  stattfindende  Anziehungs- 
kraft f  dem  Ausdruck 

(1)  i2  =  "^" 

pi-oportional,  wo  r  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Punkte  be- 
deutet. Wir  wollen  im  folgenden  die  Proportionalitätskonstante  gleich  1 
wählen;  dies  bedeutet,  daß  man  als  Einheit  der  Anziehungskraft  die 


Gesrenseitigre  Anziehung  zweier  materieller  Punkte. 
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Anziehung  wählt,  die  zwei  Punkte  von  den  Massen  7n  =  )n^  =  1  in  der 
Einheit  der  Entfernung  (r=l)  aufeinander  ausüben. 

Sind  x^,  y^.  z^  und  x,  y,  z  die  rechtwinklioren  Parallelkoordinaten 
der  beiden  Punkte  P^  bzw.  P,  so  haben  die  den  Koordinatenachsen  x,  y,  s 
parallelen  Komponenten  X,  1^,  Z  der  Anziehung, 
die  der  Punkt  P^  auf  P  ausübt  (Fig.  92),  die  Werte 


(2)  A=      2    cos«,      1  =      .    cosp, 


P, 


Z  =      ,    cos  y. 

Hier   bedeuten  a,  ß,  y   die  Winkel,   die  die  in  der     y  Fig. 92. 

Richtung  von  P  nach  P^  gezogene  Gerade  mit  den 

positiven    Richtungen    der    Koordinatenachsen   bildet;    da   bekanntlich 


cos  cc  = 


cos  ß 


Vi  —  y 


,     cos  y 


ist,  wird 
(3) 


m  m,  X,  —  X 


r 


r  = 


»»'«1 2/1  —  2/ 


"■  ""1  ^[1 

/•'         r 


Aus  r-  =  (^  —  ojj)^  +  (y  —  //i)"  +  (^  ~  •S'^)-  folgt  nun  durch  partielle  Diffe- 
rentiation 


(4) 


er  er  er 

ktt-  =  X  —x.,    r w-  =  y  —  y-i ,    r ^^  =  z  —  z,, 


so  daß  die  Gleichungen  (3j  durch 
(5)  X- 


mm 
r-     ox 


er        ^r mnii  dr        y  ^       m 7n^  d r 


üz 


ersetzt  werden  können  oder,  mit  Rücksicht  auf 

m, 


d 


durch 
(6)   . 


X 


m 


ox 


Y 


dr 


r 

cy  '■ 


m 


dz 


Betrachtet  man  die  Wirkung  mehrerer  materieller  Punkte  P^,P^, . .. 
mit  den  Massen  m^,  w^,  . ..  auf  P  und  setzt  man 


so  wird  analog 
(7)  .       X 


PPA=r^,      ^TT^^' 


dV       ^r  dV       ..  dV 

— ,     1  =  m  ^r— ,     Z  =  7n  -IT-  ■ 
ex'  öy  '  dz 
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Erfüllen  die  Massenpunkte  einen  Körper,  eine  Fläche  oder  einen 
Kurvenbogen,  so  geht  V=  ^  — ^  über  in  einen  Ausdruck  von  der  Form 


(8)  r=f^, 


wo  das  Integralzeichen,  den  soeben  erwähnten  drei  Fällen  entsprechend, 
eine  dreifache,  zweifache  oder  einfache  Integration  andeutet.  In  allen 
diesen  FäUen  stellen  die  Gleichungen  1 7)  die  Komponenten  der  An- 
ziehung dar,  und  dies  gilt  auch  dann  noch,  wenn  sich  der  Punkt  P 
irgendwo  im  Innern  der  anziehenden  Massen  befindet.^)  Man  bezeichnet 
diese  Funktion  Fnach  G.  Green  als  FotenfialfunJdion,  nach  C.  F.  Gauß 
als  Fotential,  nach  W.  R.  Hamilton  als  KräftefiinMion^);  für  den 
Punkt  P  ist  der  'von~L.  Boltzmann  zuerst  benutzte  Name  Aufpunld^) 
gebräuchlich. 

Man  sieht,  wie  zur  Bestimmung  der  zwischen  einem  materiellen 
Gebilde  und  einem  materiellen  Punkt  P  bestehenden  Anziehungskraft 
im  wesentlichen  nur  die  Bestimmung  des  Potentials  V  des  betreffenden 
Gebildes  in  bezug  auf  P  erforderlich  ist,  denn  nach  Berechnung  von  V 

stellen  ni-^,  ^''"q~j  ''^'^  ^^®  rechtwinkligen  Komponenten  der  An- 
ziehung dar  und 

diese  Anziehung  selbst. 

Wir  erinnern  daran,  daß  das  Potential  F  die  sogenannte  Laplace- 
sche  Differentialgleichung  (vgl.  Teil  I,  S.  26) 

,^v  /i^V        r^V        ?^V 

(9)  AF=  i^,  +  ^;  +  t4  =  0 

^  ox^        dy        cs- 

erfüllt,  so  lange  der  Aufpunkt  P  von  der  einwirkenden  Masse  durch 
irgend  einen,  wenn  auch  sehr  kleinen,  Zwischenraum  getrennt  ist. 


1)  Zum  Nachweis  dieser  letzten  Tatsache  vgl.  man  z.  B.  A.  Wangerin, 
Theorie  des  Potentials  und  der  Kugelfunktionen,  1.  Bd.,  Leipzig  1904,  S.  4  f. 
(Sammlung  Schubert  Nr.  58). 

2)  Schon  J.  Lagrange  bemerkte  (Memoires  de  l'Academie  royale  des  Sciences 
de  Paris,  Savants  etrangers,  Bd.  7,  Paris  1773  =  CEuvres  de  Lagrange,  publ. 
par  J.-A.  Serret,  Bd.  6,  Paris  1873,  S.  349  f.;  Nouveaux  Memoires  de  l'Academie 
des  Sciences  de  Berlin,  Jahrgang  1777,  Berlin  1779,  S.  156  =  CEuvres,  Bd.  4, 
Paris  1869,  S.  402),  daß  sich  im  Falle  des  Newtonschen  Anziehungsgesetzes  die 
Komponenten  der  Anziehung  als  die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben 
Funktion  darstellen  lassen  und  fügte  hinzu  (Nouv.  Mem.  de  TAcad.  des  Sciences 
de  Berlin,  Jahrg.  1777,  Berlin  1779,  S.  171  f.  =  CEuvres,  Bd.  4,  Paris  1869,  S.  418), 
daß  es  eine  solche  Funktion  auch  dann  noch  gibt,  wenn  die  gegenseitige  An- 
ziehungskraft irgendeiner  Funktion  des  Abstandes  r  proportional  ist. 

3)  L.  Boltzmann,  Vorlesungen  über  Maxwells  Theorie  der  Elektrizität 
und  des  Lichtes,  1.  Teil,  Leipzig  1891,  S.  112. 
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Befindet  sich  hingegen  der  Punkt  P  irgendwo  im  Innern  der  an- 
ziehenden Masse,  so  besteht  die  von  S.  D.  Poisson^)  aufgestellte,  aber 
erst  von  C.  F.  Gauß^)  einwandfrei  bewiesene  Differentialgleichung 

(10;  A>^^^, +  g^, +  -^^.=-4.T^, 

wo  y  die  Dichtigkeit  der  Masse  an  der  Stelle  P  bezeichnet. 

Bei  einem  anderen  Anziehungsgesetz  als  dem  Xewtonschen  gelten 
übrigens  die  Gleichungen  AF=  0  bzw.  AT'=  —  4.t:^  im  Räume  von 
drei  Dimensionen  nicht  mehr:  hingegen  gelten  z.B.  für  das  logarithmische 
Potential  W  in  der  Ebene  entsprechend  (9)  und  (10  i  die  Gleichungen 


(vgl.  Teil  I,  S.  25)  bzw. 


cx^        dy- 


dx^        cy 


Beispiele. 

1.  Das  Potential  V  eines  homogenen  prismatischen  Stabes  von  der 
Länge  2  a  und  vom  Querschnitt  q  in  bezug  auf  einen  in  der  Verlängerung 
der  Achse  des  Stabes  gelegenen  materiellen  Punkt 

P  zu  bestimmen.    Dabei  sei  q  so  klein,  daß  bei    — ä — ä"    p 

Berechnung  Von  V  der    Stab    als    gerade   Linie  j-ig.  93. 

von  der  Länge  2  a  angesehen  werden  kann  (Fig.  93  j. 

Der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Mitte  0  der  Geraden  werde  mit  x  be- 
zeichnet, die  Dichtigkeit  des  Stabes  mit  y. 

Das  Potential  dV  eines  unendlich  kleinen  Massenelementes  dm, 
das  von  P  um  die  Strecke  \  PQ\  =  r  entfernt  ist,  wird 

dV='^,      daher      V  =  y  q  [In  ri::^_:  =  y  q  In^^l , 

und  zwar  sind  hier  die  Grenzen  x  -f  a  und  x  —  a  zu  nehmen,  wenn 
OP  =  x>  -\-  a  ist;  ist  die  Abszisse  x  von  P  negativ  und  a;|  >  -f  a, 
also  X  <i  —  a,  so  wird 

F=  vö  In     7     • 


1)  Bulletin  de  la  societö  philomathique,  Bd.  3  (1S13),  S.  388. 

2)  „Allgemeine  Lehrsätze  in  bezug  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstoßungskräfte",  Resul- 
tate aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839,  Leipzig 
1840,  S.  11—17,  abgedruckt  in  C.  F.  G  a  u  ß  Werke,  Bd.  5,  Göttingen  1867, 
S.  206—211,  ferner  in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  2, 
hrsg.  von  A.  Wangerin,  Leipzig  1889,  S.  12 — 18. 
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Hat  der  materielle  Punkt  P  die  Masse  m,  so  ist  die  von  dem  Stab 
ausgreübte  Anziehuno; 

7tlM 


,^  dV       —  2aqym 

X  =  m  ^r-  =  ^ ^^^^- 

dx  X- — a^ 


+ 


WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  x^ a  oder  <  —  a 
ist;  M  bezeichnet  die  Masse  des  Stabes. 

ifTi   p  2.   Der   Punkt  P    befinde    sich    nun   an 

einer  beliebigen  Stelle  der  Ebene,  nur  nicht 
im  Innern  oder  auf  der  Oberfläche  des  Stabes. 
Bezogen  auf  das  aus  Fig.  94  ersichtliche 
Koordinatensystem  ^,  rj  habeP  die  Koordina- 
ten   i,  =  X,    y]  =  y.    Ein  Yolumelement    des 


Stabes  AB  hat  die  Masse  yqd^,  daher  folgt 

+  a 


y=7<i(  —  =  r(ij-_ 


d-% 


oder  (vgl.  Aufg.  49,  S.  90  und  Aufg.  1,  S.  182) 


V=yq\n[l-X^y{l-xf  +  f'fr=t.:-yi^^^:^^ 


y{a-xY  +  y'^a- 


Hieraus  ergibt  sich 
cV 


X 


m 


i  |/(a  _  X)'  +  y'     V(ß+W+y 
also  mit  Rücksicht  auf  Fig.  94 : 

X  =  yqni  (^  -  j^)  ; 


■j/(a  +  ar)*  +  y*  —  **  —  ^ 


ferner  wird 


1  =  tn  -^5—  =  yqm   —= 


y 


c)*  +  2/*  +  «  -  X    Via  -  xY  +  tf 


y{a  +  xY-{-y^  —  a  —  x     |/(«  +  a')*+y 


il. 


und  wenn  man  das  erste  Glied  der  Klammer  mit  ]/(«— 3;)^+  y'^—  (a  —  x), 
das  zweite  mit  |/(a  -\-  xY  -^  y'^  -\-  a  -[-  x  erweitert,  so  folgt 

y yq^m\         a  —  x  a-\-x  \  yqm\CB        AC\ 

~  V \ y{a  —  ^^^y^  ^  Y^a -\- xY  ■\- y->  ~  ~     V    '  ^^        -P^^ 

3.  Man  berechne  die  in  Aufg.  2  bestimmten  Komponenten  X  und 
Y  direkt,  also  ohne  Benutzung  des  Potentials  V. 
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X  =  yqm 


I 


a-x)d^ 


=  y  qm 


{i-x)dh, 


{(^-xY+if) 


woraus  mit  Rücksicht  auf  Aufg.  13,  S.  177: 

V  r       1 

A  =  —  vom ^ 

hervorgeht,  derselbe  Wert  wie  in  Aufg.  2.    Ferner  wird 


Y  =  —  yqtn 


/^  = 


yqm 


yd^ 


also  mit  Rücksicht  auf  Aufg.  14,  S.  177: 


yqm 


^-x 


{{i  —  x)--^y^ 


-  5  =  +a 


wie  in  Aufg.  2. 

Für  die   Resultante  E  =  +  "j/X^-f  Y^  der  beiden   Komponenten 
X,  Y  ergibt  sich  leicht 

y  q  m  1/2 


i2  =  + 


V'-vW 


und  bei  Einführung  von  Sinus  und  Kosinus  der  Winkel  CPÄ  =  a  und 
CPJB  =  ß  (Fig.  94)  folgt 

i^  =  +  ys '»  Vj  -,/i_(cosacos^-sinasin^)  =  ^^^  sin  4-  («  +  /3)  • 

Beachtet  man,  daß  ^yqij  sin  {  (a  +  /3)  die  Masse  M  der  zum  Zentri- 
winkel a-{-  ß  gehörigen  Sehne  EF  (Fig.  94)  eines  Kreises  vom  Radius  y 
darstellt,  so  wird 

y^ 

Denkt  man  sich  also  im  Mittelpunkt  S  des  zur  Sehne  EF  gehörigen 
Kreisbogens  die  Masse  M  konzentriert,  so  ist  die  von  ihr  auf  P  aus- 
geübte Anziehungskraft  so  groß  wie  die  Anziehungskraft  R  des  Stabes 
AB.  Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  auch  die  Richtungen  der  beiden 
Kräfte  übereinstimmen,  doch  möge  dieser  Nachweis  dem  Leser  über- 
lassen werden. 

4.  Man  bestimme  das  Potential  V  einer  kreisförmigen  Scheibe  vorn 
Radius  a  und  von  sehr  geringer  Dicke  Ö  in  bezug  auf  einen  senkrecht 
über  dem  Mittelpunkt  der  Scheibe  im  Abstand  z  befindlichen  Punkt  P 
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(Fig.  95).  Die  Dichtigkeit  der  Scheibe  sei  y  und  die  Dicke  d  so  klein, 
daß  bei  Bestimmung  von  Fdie  Scheibe  als  Kreisfläche  betrachtet  werden 
kann.  Bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  r,  Q-  in  der  Ebene  des 
Kreises  ist  rdrdd'  ■  d  das  Volumen  und  yd  ■  rdrdxt  die  Masse  eines  Ele- 
mentes der  Scheibe.    Daher  wird 


•dr 


■+z' 


9  =  0 


oder 


V=^27tyd[yr^-\-s^]     '' ==  2nyd  [Ya^ -{- z'^ -  0] 


Mit  Rücksicht  auf  die  Symmetrie  der  Scheibe  und  die  symmetrische 
Lage  des  Punktes  P  kommt  nur  die  Z- Komponente  der  Anziehung  in 
Betracht.    Man  findet 

__z=-  l]=-27iydm3{--^.^—], 


Z 


m  ^r-  =  ^  ^  y  0  »^ 


und  bei  Einführung  der  Masse  der  Scheibe  31=  a^nyÖ  sowie  der  Länge 
t  =  Ya^  -f  z^  der  Strecke,  die  man  von  P  nach  einem  beliebigen  Punkt 
des  Scheibenrandes  ziehen  kann,  folgt 

2  31mz 
a- 


Z=~ 


(4-4) 


5.  Das  Potential  und  die  Anziehungskraft  einer  Hohlkugel  (Kugel- 
schale) zu  bestimmen,  und  zwar  a)  in  bezug  auf  einen  außerhalb  ge- 
legenen Punkt,  b)  in  bezug  auf  einen  Punkt  des  inneren  Hohlraumes, 
c)  in  bezug  auf  einen  in  der  Masse  der  Schale  befindlichen  Punkt.   Dabei 


sei  die  Dichtigkeit  y  der  Schale  an  irgend  einer  Stelle  eine  Funktion 
y  =  ^(r)  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt;  die  Radien  der  die  Kugelschale 
begi-enzenden  Kugeloberflächen  seien  a^  und  «,  >  <*i  ?  ^^^  Entfernung 
des  Aufpunktes  P  vom  Mittelpunkt  der  Schale  sei  z. 

Obenstehende   Figur  96    stellt   den  Schnitt   der   Kugelschale   mit 
derjenigen  Meridianebene   dar,   in    der   der  Punkt  P  liegt;    ferner   ist 
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OA^  =  a^,  OÄ2  =  a^,  OP  =  z.  Bei  Anwendung  räumlicher  Polarkoor- 
dinaten mit  dem  Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  0  der  Kugelschale  und 
mit  der  schon  in  Aufg.  23,  S.  290  sowie  in  Aufg,  20,  S.  317  benutzten 
und  zum  Teil  aus  Fig.  96  ersichtlichen  Bezeichnungsweise  ergibt  sich 
für  ein  an  der  Stelle  Q  befindliches  Massenelement  der  Kugelschale  der 
Ausdruck  (p(^r)r^ suiipdrdtl;dd-.  Daher  wird 
,   ,  Tr_    f  f  [*  q){r)r^sin1|)drd'^|)dQ' 

^  ^  ~JJJ    yz^-\-r^—2zrcoäip 

Wir  wollen  zunächst  das  Potential  d  V  einer  unendlich  dünnen  Kugel- 
schale bestimmen,  der  die  Radien  r  und  r  -{-  dr  zugehören.  Offenbar 
ist  hierbei  die  Integration  über  Q-  (die  geographische  Länge)  von  ^  =  0 
bis  '^  =  2%  zu  erstrecken;  da  ferner  in  diesem  Fall  cp(r)r^dr  als  ein 
konstanter  Faktor  zu  betrachten  ist,  folgt 


(2)  dV=(p{r)r^dr-27tC- 

0 


sini/xZi/; 


2itq3{r)rdr  [t/—2—, — 9 h n 


l>  =  0 


Ist  nun  a)  der  Punkt  P  außerhalb  der  Kugelschale  gelegen,  so  sind 
z  ^  r  und  ^  —  r  die  zu  den  Grenzen  tc  und  0  von  t^  gehörigen  Werte 
der  Quadratwurzel  tv  =  +  V<^^+  *"^ —  2zr  cos  t^;  daher  wird  in  diesem  Fall 

/o\  jrr      2n(p(r)rdr     „  ^'^     /  \   9  j 

(3)  d  r=  -^ 2r  =  -^-^  (p{r)r^dr . 

Liegt  b)  der  Punkt  P  im  inneren  Hohlraum,  so  sind  r  -{-  2  und 
r  —  z  die  zn  ^  =  71  und  ?/.-  =  0  gehörigen  Werte  von  w,  und  man  erhält 

(4)  dV^  2.cp(r)rdr    ^^  _  4^^(^r)rdr . 

Nun  ist  auch  das  Potential  einer  Kugelschale  S  von  endlicher  Diele 
leicht  zu  bestimmen.    Im  Falle  a)  erhält  man 

(5)  V=~  Ujt(p(rydr, 

oder  da  das  Integral  offenbar  die  Masse  M  der  Kugelschale  darstellt 

(denn  4:7tr^dr  ist  das  Volumen  der  unendlich  dünnen  Kugelschale),   so 

folgt 

M 

(6)  F=f. 

Im  FaUe  b)  wird 

(7)  V^Atc  f  (p(r)rdr, 

Dingeldey:  BUTerontial-  u.  Integralrechnung.  II.  24 
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also  von  z  UDabhängig,  uud  wenn  insbesondere  auch  ^i{f)  =  y  konstant 
ist,  ergibt  sich 

(8)  F=2^y«-a,2). 

Befindet  sich  endlich  c)  der  Punkt  P  in  der  Masse  der  Kugelschale  S, 
so  legt  man  durch  ihn  eine  mit  der  Schale  konzentrische  Kugelober- 
fläche und  kann  nun  das  Potential  aus  zwei  Teilen  Fj,  Fg  additiv  zu- 
sammensetzen. Der  eine  von  diesen  beiden  Teilen,  Vj^,  bezieht  sich  auf 
eine  Kugelschale  K^,  deren  Begrenzungsflächen  die  Radien  a^  und  z'^a^ 
haben;  der  andere  Teil  V^  bezieht  sich  auf  eine  Schale  K^,  deren  Be- 
grenzungsflächen die  Radien  2  <.  a^  und  a^  haben.  Für  Ky  kann  P  als 
ein  äußerer  Punkt,  für  K^  als  Punkt  des  inneren  Hohlraumes  angesehen 
werden.  Nach  den  soeben  für  die  Fälle  a)  und  h)  abgeleiteten  Ergeb- 
nissen folgt  alsdann: 

z  a, 

(9)  F=  Fl  -f  F2  =  y  J47i(p{rydr  +  -iz  j (p(r)rdr, 

und  im  Falle  konstanter  Dichtigkeit  q)(r)  =  7: 

(10)  F=  ^(^=^-  a,')  -\-  2:ty{a,'-z'). 

Für  eine  Vollkugel  (a^  =  0,  «3  =  «)  erhält  man  bei  konstanter 
Dichtigkeit: 

(11)  im  FaUe  a)  r=^7ty^  =  ^ 

(12)  im  FaUe  c)  F=  27tya^ -  ^^T^^- 

Liegt  der  Punkt  auf  der  Kugeloberfläche  (z  =  a),  so  folgt  aus  (11) 
und  aus  (12)  der  Wert  F=  ^Tiya^. 

Die  AnzieJiung  der  Kugelschale  auf  den  Punkt  P  von  der  Masse  m 
wird  im  FaUe  a) 

/1Q\  ry  dV  mM 

(13)  ^  =  *^ä7  =  ~^^' 

d.  h.  die  Anziehung  ist  nach  (1)  S.  362  dieselbe,  als  iväre  die  ganze  Masse 
der  Kugel  in  deren  Mittelpunkt  vereinigt. 

Im  FaUe  b)  erhält  man  Z=0,  denn  hier  ist  F  von  z  unabhängig. 
Die  Wirkung  einer  Kugelschale  auf  einen  Punkt  des  inneren  Hohlraumes 
ist  daher  Null. 

Im  FaUe  c)  folgt  aus  (9)  unter  Anwendung  der  Regel  für  die 
Difi'erentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach  seiner  oberen  oder  un- 
teren Grenze  (Regell,  S.  221): 

Z=  — — 2   /  A:nq){f)r^dr  -\ •  (p(z)z^—  A%m(p{z)z 
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oder 

(14)  Z=-^,l47C(p(r)r'dr, 

wo  das  Integral  die  Masse  21^  der  oben  mit  K^^   bezeichneten  Kugel- 
schale darstellt.    Hier  wird  also 

(15)  ^=-^, 

die  Wirkung  ist  dieselbe,  als  iväre  die  Masse  von  K^  im  MittelpunJd  der 
Eugelschale  vereinigt. 

Die  Formeln  (13)  und  (15)  gelten  auch  für  die  Anziehung  einer 
Vollkugel  vom  Radius  a  {a^  =  0,  a,  =  a),  wenn  31  die  Masse  dieser  Kucrel 
und  Mj^  die  Masse  der  Kugel  vom  Radius  ^  darstellt.  Ist  insbesondere 
die  Bichtiglieii  konstant  und  der  Punkt  P  im  Inneren  gelegen,  so  ist 
J/^  =  ^Tiyz^,  daher 

Z=  —  j^7tymz, 

die  Anziehung  ist  proportional  dem  Abstand  des  Punktes  P  vom  Mittel- 
punkt der  Kugel. 

6.  Die  Anziehung  Z  einer  YoUkugel  auf  einen  in  ihrem  Inneren 
im  Abstand  z  vom  Mittelpunkt  befindlichen  Punkt  von  der  Masse  m  zu 
bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  y  vermöge  der  Gleichung 

7  =  (c-  r)k, 

wo  c  und  k  positive  Konstanten  sind,  von  r  abhängt. 
Nach  (14)  in  Aufg.  5  erhält  man 

(1)  Z=  -  4  /4n;(c  -  r)krhlr  =  -  m%k(^^c-  z^z . 

0 

Es  möge  nun  die  allerdings  ganz  willkürliche  Annahme  gemacht 
werden,  daß  sich  bei  der  Erde,  diese  als  Kugel  vom  Radius  jR  betrachtet, 
die  Dichtigkeit  der  Formel 

(2)  y  =  {c-  r)k 

entsprechend  ändert.^)  Dabei  möge  als  mittlere  Dichte  der  ganzen  Erde 
7,„  =  5,5  (bezogen  auf  die  Dichte  des  Wassers  als  Einheit),  als  mittlere 
Dichte  der  obersten  Schichten  y^  =  2,5  angenommen  werden.    Es  lassen 

1)  Vgl.  für  das  Folgende  E.  Grimsehl,  Angewandte  Potentialtheorie  in 
elementarer  Behandlung,  1.  Bd.,  Leipzig  1905,  S.  57—60  (Sammlung  Schubert, 
Bd.  38). 
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sicli  dann  die  Konstanten  c  und  Je  leicht  berechnen.    Drückt  man  näm- 
licli  die  bekannte  Masse  der  Erde  M  =  {R^tc  ■  5,5  durch  das  Integral 

R 

(3)  M  =f4:r^7t  (c  —  r)  hdr 

0 

aus,  so  erhält  mau  die  Gleichung 

(4)  4yt;r(^-^)  =  yi?^:;r-5,5     oder     (4c  -  37?)^;  =  22; 

außerdem  ist  mit  Rücksicht  auf  die  obersten  Schichten  der  Erde: 

(5)  (c- Jt!)Ä;  =  2,5. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  ergibt  sich 

14,5  ^      7  _  12 

Für  die  Dichte   im  Erdmittelpunkt  (r  =  0)   würde  man  unter  der  ge- 
machten Annahme  (2)  den  Wert  j/  =  cÄ;  =  14,5  erhalten. 

Aus  (1)   folgt,   daß   der    absolute  Wert  der  Anziehungskraft   für 

2  •  14  5 
g  =  ^c  ein  Maximum  wird;  dies  würde  einer  Entfernung  s  =   w-.^  ^ 

oder  rund  -|--R  vom  Mittelpunkt  der  Erde  entsprechen. 
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Die  Zahlen  bezeichnen  im  allgemeinen  die  Seiten;    nur  wenn  das  Zeichen  §  vor 
einer  Zahl  steht,  bezieht  sie  sich  auf  einen  Paragraphen. 


Additionstheorem  der  Funktion  arctg  j'TS. 

Adiabatische Ziistandsänder im g  44,  adiab. 
Kompression  44— 4G,  adiab.  Ausdeh- 
nung 44 — 46,  Änderung  der  Tempera- 
tur hierbei  46,  Änderung  des  Druckes 
hierbei  46,  adiab.  Zustandsäuderung 
bei  konstantem  Volumen  47,  bei  kon- 
stantem Druck  47,  bei  konstanter 
Temperatur  48,   adiab.  Kurve   44,  49. 

Äthylacetat  y  Reaktionsgeschwindigkeit 
bei  Ä.  167—169. 

Äthylalkohol ,  Reaktionsgeschwindigkeit 
bei  Ä.  167,  169,  170. 

Affinitätskoeffizient  162. 

Aktinium  70. 

Aktive  Masse  eines  chemischen  Stoffes 
162. 

Amplitude  eines  elliptischen  Normalinte- 
grals 210. 

Anziehung  eines  prismatischen  Stabes 
366,  367,  einer  kreisförmigen  Scheibe 
368,  einer  Hohlkugel  oder  Kugelschale 
370,  371,  einer  Vollkugel  371,  372; 
Anziehung  umgekehrt  proportional  der 
3.  Potenz  des  Abstandes  88,  «9. 

Anziehungsgesetz   von  Newton  362,  363. 

Arbeit  aufgewandt  zur  Erwärmung  5, 
geleistet  bei  adiabatischer  Znstands- 
änderung 46,  47,  geleistet  von  einem 
elektrischen  Strom  96. 

Archiinedes,  Schwerpunkt  der  Fläche 
einer  Spirale  von  A.  333,  334. 

Slrca  (Sofinug  143,  144,  251. 

SIrea  Sinug  144,  251. 

Atmosphäre  neue  (metrische)  und  alte  47. 

Aufpunkt  364. 

Ausdehnung  adiabatische  44 — 47. 

Ausfluß,  Zeitdauer  des  A.  aus  einem  Ge- 
fäß 56 — 59,  aus  einem  Rechteck  in  der 
Seitenwand  eines  Gefäßes  59,  60,  aus 
einem  Überfall  00. 


Ausflußgeschwindigkeit  beim  Ausfluß 
durch  die  EodenöfFnung  eines  Gefäßes 
54—56. 

Ausflußkoeffizient  56,  60. 

Balken,  Biegungsmoment  eines  belaste- 
ten B.  35—39,  Querkraft,  Schubkraft 
oder  Transversalkraft  eines  belasteten 
B.  36,  37. 

Balkenquerschnitt,  seine  Nullinie,  Schwer- 
punktsachse oder  neutrale  Achse  345, 
346,  seine  Bestimmung  bei  gegebener 
Belastung  des  Balkens  349,  350,  Bie- 
gungsmoment eines  B.  35 — 39,  346, 
347 — 349,  sein  Widerstandsmoment 
345,  .346,  349. 

Barometrische  Höhenmessung  30—32. 

Becquerelstrahlen  70. 

Belastungskurve  36. 

Benzin,  seine  mittlere  spezifische  Wärme 
260. 

Beobachtungsfehler  228 — 232. 

Berechnung  der  Gammafunktion  und 
ihres  Logarithmus  242,  der  Eulerschen 
Konstanten  206. 

Beschleunigung  der  Schwere  13,  ihre 
Änderung  mit  der  Entfernung  vom 
Erdmittelpunkt  51 ,  B.  an  der  Ober- 
fläche der  Sonne  188. 

Bestimmtes  Integral  1  §  5  (S.  73 — 75), 
bei  Einführung  neuer  Veränderlicher 
49,  73,  305,  306,  317—320,  sein  Wert 
abgeschätzt  266,  267,  best.  Int.  diffe- 
renziert nach  einer  Grenze  221,  236, 
differenziert  nach  einem  Parameter 
222—238,  uneigentliches  best.  Int.  60 
bis  64,  sein  Hauptwert  61,  63,  64, 138. 

Betafunktion  238—245. 

Bidone,  seine  Beschreibung  des  Wasser- 
sprunges in  Flußläufen  166. 

Biegungsachse  35. 
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Biegungsmoment  eines  Balkenquerschnitts 
35—39,  346,  347,  349. 

Bimolekulare  Reaktion  166, 167,  umkehr- 
bare bimolek.  Reaktion  168,  169. 

Binomische  Integrale  173 — 180,  274. 

Bogenlänge  von  Kurven  §  17,  S.  268  bis 
295,    bei  rechtwinkligen  Koordinaten 

268,  269,    bei   Polarkoordinaten    268, 

269,  der  Epitrochoiden  279—281,  der 
Hypotrochoiden  281,  der  Epi-  und 
Hypozjkloiden  270,  271,  der  gemeinen 
Zykloide  269,  270,  278,  279,  der  El- 
lipse 277,  278,  285—288,  bei  Fuß- 
punktkurven 289,  290,  der  Kardioide 
281,  der  Kettenlinie  271—273,  einer 
auf  einer  Kugel  gelegenen  Kurve  290 
bis  291,  der  Lemniskate  282—285,  der 
logarithmischen  Linie  276,  277,  der 
logarithmischen  Spirale  281,  der  Loxo- 
drome  auf  der  Kugel  291 — 294,  der 
Neil  sehen  Parabel  271,  der  Parabel 
274—276,  B.  bei  Parallelkurven  289, 
B.  der  Sinuslinie  278,  der  Sinusspirale 
283,  284,  der  Zissoide  282. 

Boyle,  Gesetz  von  31. 

Chezy-Eytehcein  sehe  Formel  152. 

Dehnungskoeffizient  27. 

Deplacement  eines  Schiffes  11. 

Deviationsmoment  siehe  Zentrifugalmo- 
ment. 

Dextrose  161. 

Differential,  Verwandlung  transzenden- 
ter D.  in  algebraische  115 — 119. 

Differentialgleichung  von  Poisson  365. 

Differentiation  eines  bestimmten  Inte- 
grals nach  einer  Grenze  221,  236,  nach 
einem  Parameter  222 — 238. 

Dirichletsche  Bedingungen  bei  Entwick- 
lung einer  Funktion  in  eine  Fourier- 
sche  Reihe  194,  195. 

Doppelintegral  303  ff.,  seine  Anwendung 
zur  Berechnung  des  Volumens  von 
Körpern  §  19,  S.  303—308,  310,  311, 
zur  Berechnung  des  Inhalts  einer  ge- 
krümmten Fläche  §  20,  zur  Berechnung 
ebener  Flächen  305,  308,  309,  311  bis 
313,  Einführung  neuer  Veränderlicher 
bei  D.  305,  310,  313,  314,  D.  zur  Be- 
stimmung des  Schwerpunkts  von  Flä- 
chen 331 — 336,  zui"  Bestimmung  von 
Trägheitsmomenten  340,  341,  348,  350 
bis  352,  zur  Bestimmung  des  Druck- 
mittelpunktes ebener  Flächen  358—362. 


Doppel-T-Eisen,  sein  Trägheitsmoment 
344,  345,  Bestimmung  der  Dimensionen 
bei  gegebener  Belastung  347. 

Drahtseil,  Verjüngung  bei  einem  D.  299. 

Drehmoment  35. 

Dreieck,  Trägheitsmoment  eines  D.  347, 
Druckmittelpunkt  eines  D.  360. 

Dreifache  Integrale  303  ff.,  ihre  Anwen- 
dung zur  Berechnung  des  Volumens 
von  Körpern  §  19,  S.  305,  306,  314  bis 
317,  Einführung  neuer  Veränderlicher 
bei  D.  305,  306,  315—317,  Dreif.  I. 
zur  Bestimmung  der  Masse  und  des 
Schwerpunktes  von  Körpern  325 — 328, 
335 — 338,  zur  Bestimmung  von  Träg- 
heitsmomenten 341,  342,  352—358. 

Druck  einer  Flüssigkeit  auf  eine  ebene 
Fläche  18,  auf  ein  Rechteck  18—20, 
auf  eine  elliptische  Fläche  53,  54,  auf 
Kreisflächen  308,  309,  311—313,  D.  des 
Wassers  auf  die  Stützmauer  eines 
Wasserreservoirs  87,  auf  eine  vertikale 
Mauer  360,  361,  D.  des  Windes  gegen 
einen  Turm  85,  86,  Änderung  des  D. 
bei  adiabatischer Zustandsänderung47. 

Druckfestigkeit  29. 

Druckmittelpunkt  einer  ebenen  Fläche, 
auf  die  eine  Flüssigkeit  Druck  ausübt 
358,  359,  361,  D.  der  Fläche  eines 
Trapezes  359,  360,  eines  Dreiecks  360, 
eines  Rechtecks  360,  einer  elliptischen 
Fläche  361,  362,  der  Fläche  eines  Halb- 
kreises 362. 

Durchhang  eines  Telegraphendrahtes  273. 

Effektive    elektromotorische    Kraft    261, 

effekt.  Stromstärke  262,  263. 
Eichenholz,    seine  Festigkeitszahlen  29, 

seine  zulässigen  Spannungen  29. 
Eigensclncingung  85. 
Einheit  der  Wärmemenge  5. 
Eisen,  seine  spezifische  Wärme  5. 
Eisenchlorid,    Reaktionsgeschwindigkeit 

bei  E.   172. 
Eisenchlorür,  Reaktionsgeschwindigkeit 

bei  E.   172. 
Elastischer  Faden  oder  Stab,  seine  Lon- 

gitudinalschwingungen  82 — 84. 
Elastische  Nachwirkung  28. 
Elastizitätsgrenze  27. 
Elastizitätsmodul  27. 
Elektrischer  Strom,  Wärmemenge,  die  er 

in  einem  Leiter  entwickelt  88,    seine 

Arbeit  96. 
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Elektromotor isclie  Kraft,  ihr   Mittelwert 

261,  effektive  el  K.  261. 
Elevationsirinkel  15. 

Ellipse,  ihr  Flächeninhalt  247—249,  Mit- 
telwert ihrer  Ordinaten  258,  ihre  Bo- 
genlänge 277,  278,  285—288,  Schwer- 
punkt des  Quadranten  einer  E.  332, 
333,  Flächeninhalt  ihrer  Evolute  247, 
Volumen  des  Rotationskörpers  ihrer 
Evolute  301. 

Ellipsoid,  sein  Volumen  307,  308,  316, 
seine  Oberfläche  321—324,  Schwer- 
punkt einer  Schicht  des  E.  335,  Träg- 
heitsmoment des  E.  355,  356. 

Elliptische  Fläche,  Druck  einer  Flüssig- 
keit auf  eine  eil.  Fl.  53,  54,  ihre  Masse 
327,  ihr  Trägheitsmoment  348,  Druck- 
mittelpunkt einer  eil.  Fläche  361,  362. 

Elliptische  Integrale  §  12,  ihre  Xormal- 
form  nach  Legendre210,  Modul,  Ampli- 
tude und  Parameter  eines  ellipt.  I. 
210,  ihre  Xonnalform  nach  Weierstraß 
213,  vollständiges  ellipt.  I.  210,  278, 
eil.  I.  angewandt  zur  Rektifikation 
277—281,  283,  285,  295. 

Elliptischer  Hing,  sein  Trägheitsmoment 
348. 

Elliptisches  Paraholoid,  sein  Volamen 
307. 

Energie,  kinetische  E.  einer  Masse  233. 

Epitrochoide,  ihre  Bogenlänge  279 — 281. 

Epizykloide,  ihre  Bogenlänge  270. 

Erdachse,  ihre  Länge  52. 

Erdradius,  seine  mittlere  Länge  52. 

Erkaltungsgeschicindigkeit  174,  175. 

Ericärinung  der  Luft  beim  Föhnwind  45. 

Erzwungene  Schwingung  85. 

Essigester,  seine  Verseifung  167. 

JE's.s•^(/.sä■t<re, Reaktionsgeschwindigkeit  bei 
E.  169—171. 

Esterbildung,  Reaktionsgeschwindigkeit 
bei  E.  169. 

Euler  sehe  Konstante  206. 

Euler sches  Integral  1.  Gattung  108, 
2.  Gattung  224,  1.  und  2.  Gattung  §  14. 

Eulersche  Trägheitsellipse  352.  ' 

Exponeyitialfunktion,  ihre  Integration  64.  ! 

Eytelwein,  Formel  von  Chezy-Eytelwein 
152. 

Faden,  Longitudinalschwingungen  eines 
elastischen  F.  82 — 84,  Gleichgewichts- 
lage eines  F.  90-93.  1 

Fagnano,  Formel  von  F.  287.  | 


Fall,  freier  F.  im  luftleeren  Raum  13, 
14,  bei  Berücksichtigung  der  Änderung 
der  Beschleunigung  der  Schwere  51 
bis  53,  185 — 188,  F.  eines  Körpers  im 
lufterfüllten  Raum  142—151. 

Fallschirm,  Berechnung  eines  F.  147. 

Faserschicht,  neutrale  F.  eines  Balkens 
345,  346. 

Fehlergesctz  228—233. 

Festigkeitszahl  in  bezug  auf  das  Zerreißen 
oder  Zerdrücken  29. 

Fläche  in  der  Ebene  als  Integral  2,  §  15, 
F.  der  Ellipse  247—249,  der  Ellipsen- 
evolute 247,  der  Fußpunktkurve  der 
Ellipse  251,  der  Hyperbel  5,  der  Ket- 
tenlinie 67,  gewisser  symmetrischer 
Kurven  252 — 254,  der  Lemniskate  251, 
der  Parabel  4,  6 — 9,  der  Pai-abeln 
höherer  Ordnung  8,  9,  der  Sinuslinie 
76,  77,  der  Sinusspirale  254 — 255,  der 
Zissoide  184,  185,  der  gemeinen  Zy- 
kloide 247,  Fläche  in  der  Ebene  als 
Doppelintegral  305,  308,  Inhalt  einer 
gekrümmten  F.  §  20,  siehe  auch  Ober- 
fläche. 

Flüssigkeit,  Gestalt  der  Oberfläche  einer 
in  einem  zylindrischen  Gefäß  rotieren- 
den F.  32—34,  301—302. 

Fluß,  Geschwindigkeit  der  Wasserteil- 
chen  in  einem  F.   151,  263 — 266. 

Flußeisen,  seine  Festigkeitszahlen  29, 
seine  zulässigen  Spannungen  29. 

Föhnivind,  Erwärmung  der  Luft  beim 
F.  45. 

Formfaktor  bei  einem  Wechselstrom  262. 

Formzahl  bei  Baumstämmen  254. 

Fouriersche  Heilte  194,  198—200. 

Fruchtzucker  161. 

Funktion,  Integration  der  geraden  und 
ungeraden  Funktionen  75,  der  ratio- 
nalen F.  §  8,  der  trigonom.  F.  §  6, 
der  zyklometrischen  F.  80,  81. 

Funktionaldettrminante    305,    306,   310. 

Fußpunktkurven,  ihre  Bogenlänge  289, 
290,    Inhalt  der  F.  einer  Ellipse  251. 


Gammafunktion  224,  238—245. 
Ganguillet  und  Kutter,  Formel  von  152. 
Gaskonstante  234,  235. 
Gastheorie,  kinetische  72,  234. 
Gay- Lussac sches  Gesetz  30,  31,  43. 
Gebrochene   rationale    Funktion,    Regel 
zu  ihrer  Integration  108—112. 
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Gefährlicher  Querschnitt  eines  belasteten 
Balkens  37. 

Gefälle,  relatives  G.  bei  einem  Flusse  151. 

Gemeine  ZyMoide,  ihr  Flächeninhalt  247, 
mittlere  Länge  ihrer  Krümmungsradien 
258,  259,  ihre  Bogenlänge  269,  270, 
279,  Volumen  und  Oberfläche  des  Ro- 
tationsköriDers   der  gem.  Z.  300,   301. 

Gerade  FunTctioyien,  ihre  Integration  75. 

Geschicindiglceit  beim  Fall  im  luftleeren 
Raum  13,  14,  beim  Fall  im  luftleeren 
Raum,  wenn  die  Änderung  der  Be- 
schleunigung der  Schwere  berücksich- 
tigt wird  51 — 53,  beim  Wurf  im  luft- 
leeren Raum  15,  16,  beim  Fall  eines 
Körpers  im  luft erfüllten  Raum  142  bis 
144,  146—149,  G.  der  Moleküle  eines 
Gases  234 — 236,  mittlerer  Wert  dieser 
G.  72,  G.  des  Windes  86,  G.  der  Was- 
serteilchen in  einem  Fluß  151,  mitt- 
lere G.  der  Elbe  264—266,  mittlere 
G.  eines  frei  fallenden  Körpers  257. 

Gesell  icin  digkeitsh  ühe  152. 

Gesch ?r in d igkeitslcoeffiz ient  56. 

Gleichgeicichtslage  eines  Seiles  20 — 23. 

Gleichgeivichtsoberfläche  einer  in  einem 
zylindrischen  Gefäß  rotierenden  Flüs- 
sigkeit 32  —  34,  301,  302,  G.  des 
Wassers  in  der  Schaufel  eines  ober- 
schlächtigen  Wasserrades  34,  35. 

Gleichmäßige  Kcmvergenz  unendlicher 
Reihen  193. 

Grammkalorie  5. 

Grammolekül  162. 

Grenzoi,  Änderung  der  G.  eines  Inte- 
grals 49,  73,  305,  306,  Differentiation 
eines  bestimmten  Integrals  nach  einer 
der  beiden  G.  221,  236,  237. 

Guldberg,  Gesetz  von  G.  und  Waage  162, 
163. 

Guldin,  Regel  von  G.  für  Rotationskörper 
338. 

Gußeisen,  seine  Festigkeitszahlen  29, 
seine  zulässigen  Spannungen  29. 

Hängebrücke  23,  85. 

Halbkonvergente  Beihen  204.  205. 

Halbkreis,  Druck  von  Flüssigkeit  auf  die 
Fläche  eines  H.  54,  311—313,  Druck- 
mittelpunkt der  Fläche  eines  H.  362. 

Halbkugel,  Ausfluß  von  Wasser  aus 
einer  H.  58,  Schwerpunkt  eines  aus 
H.  und  Kegel  zusammengesetzten  Kör- 
pers 337,  338. 


Halbicertzeit  radioaktiver  Substanzen  71. 

Hauptsatz,  erster  H.  der  mechanischen 
Wärmetheorie  43. 

Hauptspant  eines  Schiffes  11. 

Ha uptträgh e itsacli sen  352. 

Hauptträgheitsmomente  352. 

Hauptaert  der  uneigentlichen  Integrale 
61,  63,  64,  138. 

Höheiimessung,  barometrische  30 — 32. 

Höhenstufe,  barometrische  H.  31,  32. 

Hohlkugel,  ihr  Potential  368—370,  An- 
ziehung einer  H.  370,  371. 

Hocke  seh  es  Gesetz  27,  82. 

Hüllkurve  von  Wurfparabeln  17. 

Hydraulische  Tiefe  151. 

Hyperbel,  Flächeninhalt  einer  H.  5,  In- 
halt eines  Sektors  der  H.  250,  251. 

Hyperbolische  Funktionen,  ihre  Integra- 
tion 67,  251,  geometrische  Deutung 
der  hyp.  F.  und  ihrer  Umkehrungen 
250,  251. 

Hypotrochoide,  ihre  Bogenlänge  281. 

Hypozykloide,  ihre  Bogenlänge  271. 

Inhalt,  siehe  Fläche. 

Integral,  unbestimmtes  und  bestimmtes 
I.  1,  siehe  auch  bestimmtes  J.,  von  Funk- 
tionen mit  konstanten  Faktoren  1, 
einer  Summe  von  Funktionen  1,  eines 
Produktes  64,  I.  als  Funktion  einer 
Grenze  221,  238,  als  Funktion  eines 
Parameters  222 — 238,  uneigentliches  I. 
§  3,  singuläres  I.  61,  63,  137—138,  bi- 
nomisches I.  173—180,  274,  ellipti- 
sches I.  §  12.  Integral  einer  Potenz 
2 — 60,  der  Exponentialfunktion  64,  des 
Logarithmus  64,  von  geraden  und  un- 
geraden Funktionen  75,  von  cos  X  und 
sin  aj  75 — 77,  von  cota;  und  tg  x  80, 
von  trigonometrischen  Funktionen 
überhaupt  §  6,  von  ganzen  rationalen 
Fkt.  1 — 49,  von  gebrochenen  rationa- 
len Fkt.  108 — 172,  von  algebraischen 
Fkt.  108—192,  208—221,  von  Produk- 
ten aus  Sinus  und  Kosinus  94 — 99, 
101 — 105,  von  transzendenten  Fkt.,. 
wenn  das  Differential  in  eine  alge- 
braische Fkt.  transformiert  wird  105 
bis  108,  von  rationalen  Fkt.  von  x  und 


y&y 


173,  175,  176,  von  ra- 


tionalen Fkt.  von  X  und  j/aa;*-|-2&x+c 
180 — 192,  von  1  :  sina;  und  1  :  cosx  94, 
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von  C08'"a;  und  sin^a;  97—99,  von 
e"*cos&a;  und  e'^^siabx  105,  106, 
von  Sofa;  und  <Bmx  67,  von  x"e^  69, 
von  x"  \nx  66 ,  von  x"'  sin  x  und 
x"'co8ic  106,  von  (arcsin«)'"  106. 

Integralkostnus  201. 

IntegraUogarithmus  202. 

Integralsinus  201. 

Integration  siehe  auch  Integral.  Integra- 
tion durch  die  Methode  der  Substitu- 
tion §  2,  partielle  oder  teilweise  I.  64, 
I.  nach  Faktoren  64,  65,  I.  unendlicher 
Reihen  §  11. 

Integrationsmethoden  siehe  Integration 
und  Integral. 

Interpolationsformel  von  Lagrange  120 
bis  123. 

Inversion  des  Rohrzuckers  161,  162,  164 
bis  166,  168. 

Joule,  Gesetz  von  J.  88. 

Isothermisclxe  Zustandsünderung  48. 

Kalorie  5. 

Kardioide,  ihre  Bogenlänge  281. 

Katalysator  161,  163. 

Kegel,  Inhalt  eines  Teiles  seiner  Ober- 
fläche 319,  des  Kegelmantels  320,  321, 
Masse  des  K.  327,  Schwerpunkt  seines 
Mantels  335,  336,  Schwerp.  des  kör- 
perlichen K.  335,  336,  Schwerpunkt 
eines  aus  K.  und  Halbkugel  znsammen- 
gesetzten  Körpers  337,  338,  Trägheits- 
moment eines  K.  353,  354. 

Kette  einer  Hängebrücke  23. 

Kettenbruch,  seine  Näherungswerte  190. 

Kettenbruchdeter)ni)iante  190. 

Kettenlinie,  Ableitung  ihrer  Gleichung 
90,  91,  ihr  Flächeninhalt  67,  ihre  Bo- 
genlänge 271 — 273,  ihr  Schwerpunkt 
328,  329,  Volumen  und  Oberfläche  des 
Rotationskörpers  der  K.  300,  K.  glei- 
chen Widerstandes  93. 

Kiefernholz,  seine  Festigkeitszahlen  29, 
seine  zulässigen  Spannungen  29. 

Kilogrammkalorie  5,  43. 

Kinetische  Energie  einer  Masse  233. 

Kinetische  Gastheorie  72,  234. 

Koniplanation  siehe  Oberfläche. 

Kompression,  adiabatische  K.  eines  Gases 
44—47. 

Kontinuante  190. 

Kontraktionslcoeffizient  56. 

Konvergenz,  gleichmäßige  K.  unendlicher 
Reihen  193. 


Konzentration  chemischer  Verbindungen 
162,  167. 

Koordinaten,  krummlinige  305. 

Kräftefunktion  364. 

Kreisbogen,  sein  Schwerpunkt  328,  sein 
Trägheitsmoment  343. 

Kreisfläche,  Druck  von  Wasser  auf  eine 
K.  308,  309,  Trägheitsmoment  einer 
K.  349. 

Kreissektor,  sein  Schwerpunkt  333. 

KreiszijUnder,  sein  Trägheitsmoment  354, 
356. 

Krümmungsradius  bei  Schienengleisen 
39 — 42,  mittlere  Länge  des  K.  bei  der 
gemeinen  Zykloide  258,  259,  mittlere 
Länge  des  K.  der  zu  einem  Flächen- 
punkt gehörigen  Normalschnitte  259. 

Krummlinige  Koordinaten  305. 

Kubatur  §  19,  siehe  auch  Volumen. 

Kubische  Parabel  als  Übergangskurve 
bei  Eisenbahnen  41,  42. 

Kugel,  Berechnung  des  Inhalts  von 
Teilen  ihrer  Oberfläche  319,  ihre  Masse 
328,  Volumen  eines  Sektors  der  K. 
317,  Schwerpunkt  eines  Sektors  der 
K.  336,  Schwerpunkt  einer  Zone  der 
K.  334,  Schwerpunkt  eines  keilförmigen 
aus  der  Kugel  geschnittenen  Körpers 
336,  337,  Trägheitsmoment  einer  K. 
353,  356,  Potential  und  Anziehung 
einer  K.  370—372. 

Kugelfunktio)ien  erster  Art  191. 

Kugelschale,  Potential  einer  K.  368 — 370, 
Anziehung  einer  K.  370,  371. 

Kugelsektor,  sein  Volumen  317,  sein 
Schwerpunkt  336. 

Kugelzone,  ihr  Schwerpunkt  334. 

Kurve,  adiabatische  44,  49,  polytropische 
49. 

Kurvenbogen  siehe  Bogenlänge. 

Kutter,  Formel  von  Ganguillet  und  K. 
152. 

Längenänderung    eines    auf   Zug    oder 

Druck  beanspruchten   Stabes   27 — 30. 
Laevulose  161. 
Lagrange,    Interpolationsformel    von   L. 

120—123. 
Lebensdauer,  mittlere  L.  bei  radioaktiven 

Substanzen  71. 
Lemniskate,  ihr  Flächeninhalt  251,  ihre 

Bogenlänge  282—285. 
Logarithmische  Linie,    ihre   Bogenlänge 

276,  277. 
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Logarithmische  Spirale,  ihre  Bogenlänge 
281,  ihr  Schwerpunkt  330,  331. 

Logarithmisches  Potential  365. 

Logarithmus,  seine  Integration  §  4,  S.  66, 
der  L.  als  Flächeninhalt  5. 

LongitudinaJschicingungen  eines  elasti- 
schen Stabes  oder  Fadens  82—84. 

Loxodrome  auf  der  Kugel,  ihre  Bogen- 
länge 291—294. 

Luftwiderstand  beim  Fall  eines  Körpers 
142,  145,  146. 

JUantel  siehe  Oberfläche. 

Mariotte  -  Gay  -  Lussac  sches  Gesetz  30, 
31,  43. 

Mascheroniache  Konstante  206. 

Masse,  aktive  M.  162,  Bestimmung  der 
M.  bei  nicht  homogenen  geometrischen 
Gebilden  324—328,  M.  eines  Kreis- 
kegels 327,  einer  elliptischen  Fläche 
327,  einer  Kugel  328. 

Massenmittelpunkt    siehe    Schwerj^unkt. 

Massenwirkung,  Gesetz  der  chemischen 
M.  162. 

Materialtransport,  pneumatischer  M.  147. 

Maxtcell,  Verteilungsgesetz  von  M.  72, 
233. 

Mechanisches  Wärmeäquivalent  6,  43. 

Mechanische  Wärmetheorie,  erster  Haupt- 
satz der  m.  W.  43. 

Mercator,  Projektion  von  M.  293. 

Messer  für  Umdrehungsgeschwindigkei- 
ten 34. 

Mittelwert  einer  Funktion  in  einem  ge- 
wissen Intervalle  §  16,  M.  der  Ge- 
schwindigkeit der  Moleküle  72,  der 
Geschw.  eines   frei   fallenden  Körpers 

257,  der  Geschw.  beim  Schubkurbelge- 
triebe 260,  der  Geschw.  der  Elbe  264 
bis  266,    der  Ordinaten  einer  Ellipse 

258,  der  Brennstrahlen  einer  Ellipse 
258,  der  Krümmungsradien  der  ge- 
meinen Zykloide  258,  der  Ejrümmungs- 
radien  der  zu  einem  Flächenpunkt  ge- 
hörigen Normalschnitte  259,  der  spe- 
zifischen Wärme  von  Benzin  260,  der 
elektromotorischen  Kraft  einer  Wech- 
selstrommaschine 261. 

Mittelwert  Sätze  für  bestimmte  Integrale 
255,  256. 

Mittlere  Lehensdauer  radioaktiver  Sub- 
stanzen 71. 

Modul  eines  elliptischen  Xormalinte- 
grals  210. 


Mol  162. 

Moleküle,  ihre  Geschwindigkeit  234 — 236, 

Mittelwert  ihrer  Geschwindigkeit  72. 

Moment,  statisches  M.  35,  325,  326,  359. 

Xachwirkung,  elastische  X.  28. 

Naherungsformel  von  Simpson  10 — 13. 

Näherungsweise  Bestimmung  des  Inhalts 
einer  Fläche  9—12,  eines  bestimmten 
Integrals  10,  81,  82. 

Näherungswerte  von  Kettenbrüchen  190. 

Natriumacetat,  Reaktionsgeschwindig- 
keit bei  X.   167. 

Natriumhydroxyd ,  Reaktionsgeschwin- 
digkeit bei  N.  167. 

Neilsche  Parabel,  ihre  Bogenlänge  271. 

Neue  Veränderliche,  ihre  Einführung  in 
Integrale,  siehe  Substitution  in  Inte- 
gralen. 

Neutrale  Achse  eines  Balkenquerschnitts 
345,  n.  Faserschicht  eines  Balkens  345, 
346. 

Neicton  sches  Anziehungsgesetz   362,  363. 

Nickelstahl  von  F.  Krupp,  seine  Zug- 
festigkeit 29. 

Niveaufläche  einer  Flüssigkeit,  die  in 
einem  zylindrischen  Gefäß  rotiert  32 
bis  34,  301—302,  X.  des  Wassers  in 
der  Schaufel  eines  oberschlächtigen 
Wasserrades  34,  35. 

Normalformen  elliptischer  Integrale  210, 
213,  267. 

Nullinie  eines  Balkenquerschnitts  345. 

Oberfläche,  Inhalt  gekrümmter  0.  §  20, 
Inhalt  der  0.  oder  des  Mantels  von 
Rotationskörpern  §  18,  S.  295—303, 
338,  339,  0.  eines  Rotationsparaboloids 
295  —  297,  eines  Rotationsellipsoids 
und  Sphaeroids  297,  298,  des  Rota- 
tionskörpers der  Kettenlinie  300,  des 
Rotationskörpers  der  gemeinen  Zy- 
kloide 300,  301,  des  Ellipsoids  321 
bis  324,  0.  von  Teilen  einer  Kugel 
319,  von  einem  Teil  eines  Kegels  319. 

Orkangesch windigkeit  86. 

Orthod romische  Seefahrt  293. 

IFapjMS,  Regeln  von  P.  338. 

Parabel,  ihr  Flächeninhalt  4,  6—9,  308, 
ihre  Bogenlänge  274 — 276,  Schwer- 
punkt eines  Parabelbogens  329,  330, 
Schwerijunkt  der  Fläche  einer  P.  331, 
332,  Trägheitsmoment  der  Fläche  einer 
P.  348,    P.  als  Seilkurve   22,  23,    ku- 
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bische  P.  als  Übergangskurve  bei 
Eisenbahnen  41,  42,  Fläche  einer  P. 
höherer  Ordnung  8,  9,  Bogenlänge  der 
Neilschen  P.  271. 

Paraholoid,  sein  Volumen  307,  Volumen 
und  Oberfläche  des  Rotationsparabo- 
loids  295,  296. 

Parallelkurven,  ihre  Bogenlänge  289. 

Parameter,  Differentiation  eines  Inte- 
grals nach  einem  P.  222—238,  P. 
eines  elliptischen  Normalintegrals  210. 

Parti'albruchzeiiegung  echt  gebrochener 
rationaler  Funktionen  109  —  112. 

Partielle  Integration  64. 

Pendel,  Schwingungsdauer  eines  P.  213 
bis  221. 

Pneumatischer  Materialtransport  147. 

Poisson,  Differentialgleichung  von  P.  365. 

Polarkoordinaten,  ihre  Einführung  in 
Doppelintegrale  310—313,  319,  320, 
in  dreifache  Integrale  317. 

Polonium  70. 

Polytropische  Kurven  49. 

Potential  §  23,  logarithmisches  P.  365, 
P.  eines  prismatischen  Stabes  365,  366, 
einer  kreisförmigen  Scheibe  367,  368, 
einer  Hohlkugel  oder  Kugelschale  368 
bis  370,  einer  Vollkugel  370. 

Potentialfunktion  364. 

Potenz,  Integration  einer  P.  2 — 60. 

Potenzreihe,  ihre  Integration  193. 

Produkt,  seine  Integration  64. 

Profilradius  151. 

Projektion  von  Mercator  293. 

Quadratur  §  15,  siehe  auch  Fläche. 
Querkraft  36,  37,  236. 
Querschnitt,  gefährlicher  Qu.    eines   be- 
lasteten Balkens  37. 

Radioaktive  Konstante  71. 

Padioaktivität  70,  71. 

Padium  und  Padiumemanation  70. 

Pationale  Funktionen,  ihre  Integration 
§  8,  Regeln  für  ihre  Integration  108 
bis  112. 

Pauhigkeitszahl  151. 

Paumkurve,  Bogenlänge  einer  R.  269, 
Trägheitsmoment  einer  R.  343. 

Peaktion,  Geschwindigkeit  chemischer  R. 
IGl— 172,  unimolekulare  R.  166.  bi- 
molekulare R.  166,  167,  umkehrbare 
bimolekulare  R.  168,  169,  trimoleku- 
lure  R.  171,  172. 


Beaktionskonstante  163. 

Rechteck,  sein  Trägheitsmoment  344,  345, 
sein  Druckmittelpunkt  360. 

Peduktionsformeln  für  binomische  Inte- 
grale 178,   179. 

Pegel  von  Simpson  10 — 13,  81,  von  Pap- 
pus  oder  von  Guldin  338. 

Reibung  eines  um  einen  Zylinder  ge- 
legten Seiles  24,  bei  Riemen-  und  Seil- 
trieb 25,    eines  Zapfens  im  Lager  25. 

Reibungskoeffizient  24,  25. 

Reihe,  Integration  einer  unendlichen 
Reihe  §  11,  gleichmäßige  Konvergenz 
einer  unendlichen  Reihe  193,  R.  für 
die  Funktion  arc  tg  x  195,  für  arc  sin  x 
195,  für  den  Integralkosinus  201,  für 
den  Integralsinus  201,  für  den  Integral- 
logarithmus 202,  halbkonvergente 
Reihe  204,  205. 

Rektifikation  §  17,  siehe  auch  Bogenlänge. 

Rekursionsformeln  bei  Integralen  ge- 
wisser trigonometrischer  DitFerentiale 
97,  bei  Integration  gewisser  rationaler 
Differentiale  mit  komplexen  Faktoren 
im  Nenner  125,  126. 

Relatives  Gefälle  bei  einem  Fluß  151. 

Rohrzucker,  seine  Inversion  161,  164  bis 
166,  168. 

Rotationsellipsoid^  seine  Oberfläche  297, 
298. 

Rotationsflüche,  Inhalt  ihrer  Oberfläche 
293—303,  ihr  Schwerpunkt  334,  ihr 
Trägheitsmoment  356,  357,  siehe  auch 
Rotationskörper. 

Rotationskörper ,  Volumen  und  Oberfläche 
der  R.  §  18,  Volumen  und  Oberfläche 
des  R  der  Kettenlinie  300,  338,  339, 
des  R.  der  gemeinen  Zykloide  300,  301, 
Volumen  des  R.  der  Ellipsenevolute  301, 
Volumen  des  R.  der  Siuuslinie  302, 
303,  Trägheitsmoment  eines  R.  352, 353. 

Rotationsparaboloid  als  Gleichgewichts- 
fläche einer  in  einem  zylindrischen 
Gefäß  rotierenden  Flüssigkeit  33,  301, 
302,  Ausfluß  von  Wasser  aus  einem 
R.  58,  sein  Volumen  und  seine  Ober- 
fläche 295—297. 

Säule  von  gleichem  Widerstand  298,  299. 

Schachtgestänge  eines  Bergwerks  299. 

Scheibe,  Potential  und  Anziehung  einer 
kreisförmigen  Seh.  307,  368. 

Schraubendampfer,  seine  Wasserverdrän- 
gung 11—13. 
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Schrauben  fläche,  Inhalt  eines  Teiles  der 
Seh.  319.  320. 

SchraubetiUnie,  ihr  Schwerpunkt  331. 

Schublraft  36,  37. 

Schubkurbelgetriebe ,  seine  mittlere  Ge- 
schwindigkeit '260. 

Schicebegesch  ivindigkeit  147. 

Schliere,  Beschleunigung   der  Schw.  13. 

tchwerpunlä  §  21,  Schw.  eines  Kreis- 
bogens 328,  einer  Kettenlinie  328,  329, 
eines  Parabelbogens  329,  330,  eines 
Bogens  der  logarithmischen  Spirale 
330,  331,  der  Schraubenliiiie  331, 
der  Fläche  einer  Parabel  331,  332, 
eines  Ellipsenquadranten  332,  833, 
eines  Sektors  bei  Polarkoordinaten 
333,  eines  Kreissektors  333,  der 
Fläche  einer  Archimedischen  Spirale 
333,  334,  des  Mantels  eines  Rotations- 
körpers 334,  einer  Kugelzone  334,  335, 
einer  Schicht  eines  Ellipsoids  335,  des 
Kegelmantels  und  des  körperlichen 
Kegels  335,  336,  eines  Kugelsektors 
336,  eines  keilförmigen  aus  der  Kugel 
herausgeschnittenen  Körpers  336,  337, 
Schw.  zusammengesetzter  Körper  337, 
eines  aus  Halbkugel  und  Kreiskegel 
zusamnaenge setzten  Körpers  337,  338. 

Schicerimnktsachse  eines  Balkenquer- 
schnitts 345. 

Schwimm  ebene  eines  Schiffes  11. 

Schwingiwgsdauer  eines  Pendels  213  bis 
221. 

Seefahrt,  orthodromische  293. 

Segment,  Flächeninhalt  eines  S.  bei  der 
Ellipse  248,  249 

Seil,  seine  Gleichgewichtslage  20 — 22, 
seine  Spannung  20 — 23,  Seilkurve  22, 
Spannung  eines  um  einen  Zylinder 
gelegten  S.  23. 

Sektor,  Flächeninhalt  eines  S.  246,  247, 
Schwerpunkt  eines  S.  bei  Polarkoordi- 
naten 333,  Volumen  des  S.  einer  Kugel 
317,  Schwerpunkt  des  S.  einer  Kugel 
336. 

Simpsonsche  Kegel  10 — 13,  81. 

Singulare  Integrale  61,  63,  137,  138.        ! 

Stnuslinie,  ihr  Flächeninhalt  76,  77,  ihre 
Bogenlänge  278,  Volumen  des  Rota- 
tionskörpers der  S.  302,  303. 

Sinusspirale,  ihr  Flächeninhalt  254,  255, 
ihre  Bogenlänge  283,  284. 

Sonnblickgipfel,  dort  beobachtete  Orkan-  , 
geschwindigkeit  86.  | 


Spannung  eines  Seiles  20 — 23,  S.  bei 
einem  auf  Zug  oder  Druck  beansprach- 
ten  Stab  27,  zulässige  S.  bei  ruhen- 
der Belastung  29,  S.  in  einem  an  zwei 
Enden  aufgehängten  Faden  91,  92,  in 
einem  Balkenquerschnitt  340,  346. 

Spanmmgsverlu^t  bei  einer  elektrischen 
Leitung  32. 

Spantfläche  11. 

Spezifische  Wärme  5,  44,  49,  sp.  W.  des- 
Eisens 5,  des  Benzins  260. 

Sphaeroid,  seine  Oberfläche  297,  298. 

Sjnll  25. 

Spirale,  Bogenlänge  der  logarithmischen 
S.  281,  ihr  Schwerpunkt  330,  331^ 
Schwerpunkt  der  Archimedischen  S. 
333,  334. 

Stab,  Längenänderung  eines  auf  Zug- 
oder  Dnick  beanspruchten  S.  27—30, 
Longitudinalschwingungen  eines  ela- 
stischen S.  82 — 84,  Potential  und  An- 
ziehung eines  prismatischen  S.  365 
bis  367. 

Stammform,  mittlere  S.  bei  Baumstäm- 
men 253. 

Statisches  Moment  35,  325,  326,  359. 

Staukurve  151 — 161. 

Stauueite  153,  155. 

Strecke,  Trägheitsmoment  einer  S.  342 
bis  344. 

Strom,  Wärmemenge  entwickelt  durch 
einen  elektrischen  S.  88,  Arbeit  eines- 
elektrischen S.  96. 

Stromktärke,  ihr  Mittelwert  bei  einem 
Wechselstrom  261,  262,  effektive  S. 
262,  263. 

Substitution,  Methode  der  Integration 
durch  S.  §  2,  S.  in  Integralen  49,  305, 
306,  310,  317—320,  351,  bei  ellipti- 
schen Integralen  209,  212,  213. 

Summe,  Integration  einer  S.  von  Funk- 
tionen 1. 

Teiliveise  Integration  64,  65. 

Telegraphendraht,   sein  Durchhang  273, 

Temperatur,  ihre  Änderung  bei  adiaba- 
tischer Zustandsänderung  eines  Gases 
44—46. 

Tlwrium  70. 

Tiefe,  mittlere  hydraulische  T.  151. 

Torricelli,  Satz  von  T.  55. 

Trägheitsellipse  352. 

Trägheitsmoment,  seine  Bestimmung  §  22, 
achsiales  T.  339,  planares  T.  339,  aqua- 
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toriales  T.  340,  polares  T.  340,  Be- 
ziehungen zwischen  T.  in  bezug  auf 
parallele  Achsen  341,  342,  T.  einer 
Strecke  342 — 344,  eines  Kreisbogens 
343,  eines  Rechtecks  344,  345,  T.  beim 
Doppel-T-Eisen  344,  345,  T.  eines 
Dreiecks  347,  einer  Parabelfläche  348, 
eines  elliptischen  Ringes  348,  der 
Fläche  einer  Ellipse  348,  einer  Kreis- 
fläche 349,  351,  einer  ebenen  Fläche 
in  bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Achsen 
in  der  Ebene  der  Fläche  350,  351, 
einer  ebenen  Fläche  in  bezug  auf  eine 
zur  Ebene  rechtwinklige  Achse  350, 
351,  eines  Rotationskörpers  in  bezug 
auf  seine  Achse  352,  353,  einer  Kugel 
353,  356,  eines  Kegels  353,  354,  eines 
Rotationskörpers  in  bezug  auf  eine 
Achse,  die  die  geometrische  Achse 
rechtwinklig  schneidet  354,  eiöes  Kreis- 
zylinders 354,  356,  eines  Ellipsoids 
355,  356,  einer  Rotationsfläche*  356, 
357,  eines  Körpers  in  bezug  auf  irgend 
eine  Achse  357,  358. 

Träglieitsradius  341. 

Transformation  7on  einfachen  und  mehr- 
fachen Integralen    siehe  Substitution. 

Transversalkraft  36,  37. 

Transzendente  Differentiale^  ihre  Trans- 
formation in  algebraische  Diff.  115 
bis  119. 

Trapezjläche,  ihr  Druckmittelpunkt  359, 
360. 

Trapezregel  10,  11,  82. 

Trauhenzttcker  161. 

Trigonometrische    Reihe 
Integration  der  trig. 

Trimolekulare  Reaktion  171,  172. 

Turm,  Druck  des  Windes  gegen  einen 
T.  85,  86. 

Überfall,  Ausfluß  von  Wasser  aus  einem 
Ü.  60. 

Übergangsbogen  (Übergangskurve)  bei 
Eisenbahngleisen  40 — 42. 

Überhöhung  einer  Eisenbahnschiene  39 
bis  41. 

Umkehrbare  bimolekulare  Reaktion  168, 
169. 

Unbestimmtes  Integral  1,  siehe  auch  In- 
tegral. 

Uneigentliche  Integrale  §  3. 

Unendliche  Reihen,  ihre  gleichmäßige 
Konvergenz  193,  ihre  Integration  §  11, 


194,    198—200, 
Funktionen  §  6. 


unendl.  Reihen  von  Fourier  194,  198 
bis  200 ,  unendl.  R.  für  arc  tg  x  und 
arc  sin  a;  195,  für  ein  elliptisches  In- 
tegral 216,  278. 

Unimolekulare  Reaktion  166,  167. 

Uranium  70. 

Veränderliche ,  Einführung  neuer  V.  in 
Integrale,  siehe  Substitutioti  in  Inte- 
gralen. 

Verseifung  von  Essigester  167,  168. 

Vertauschbarkeit  der  Reihenfolge  zweier 
Integrationen  303. 

Verteilungsgesetz  von  Maxwell  72,  233. 

Vollständige  elliptische  Integrale  210,  278, 
285. 

Volumen,  seine  Berechnung  durch  Doppel- 
und  dreifache  Integrale  s  19,  V.  von 
Rotationskörpern  §  18  (S.  295—303), 
S.  338,  339,  V.  des  Rotationsparabo- 
loids  295,  296,  des  Rotationskörpers 
der  Kettenlinie  300,  des  Rotations- 
körpers der  gemeinen  Zykloide  300, 
301,  des  Rotationskör^Ders  der  Ellipsen- 
evoltute  301,  des  Rotationskörpers  der 
Sinuslinie  302,  303,  V.  des  elliptischen 
Paraboloidä  307,  des  Ellipsoids  307, 
308,  816,  gewisser  symmetrischer  Kör- 
per 314 — 316,  eines  Kugelsektors  317. 

Waage,  Gesetz  von  Guldberg  und  W. 
162,  163. 

Wärme,  spezifische  W.  5,  44,  49. 

Wärmeäquivalent,  mechanisches  W.  6,  43. 

Wärmemenge,  ihre  Einheit  5,  W.  durch 
einen  elektrischen  Strom  in  einem 
Leiter  entwickelt  88. 

Wärmetheorie,  erster  Hauptsatz  der  me- 
chanischen W.  43. 

Wallis'  Formel  für  n  99. 

Wasserlinie  eines  Schiifes  11. 

Wasserrad,  Gleichgewichtsoberfläche  des 
Wassers  in  der  Schaufel  eines  ober- 
schlächtigen  W.  34,  35. 

Wasserreservoir,  Druck  des  Wassers  auf 
die  Stützmauer  eines  W.  87. 

Wassersprung  in  Flußläufen  156, 157, 160. 

Wasserverdrängung  eines  Schiffes  11. 

Wechselstrom,  Mittelwert  der  elektromo- 
torischen Kraft  eines  W.  261,  seine 
effektive  elektromotorische  Kraft  261, 
Mittelwert  der  Stromstärke  eines  W. 
262,  seine  effektive  Stromstärke  262, 
263. 
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Welle,  Reibung  eines  Seils  an  einer  W.  26. 

Widerstand  der  Luft  beim  Fall  eines  Kör- 
pers 1-42,145,  Kettenlinie  von  gleichem 
W.  93,  Säule  von  gleichem  W.  298,  299. 

Widert-iandsK-oeffizieitt  145,  146. 

Widerstandsmoment  345,  346,  349. 

Wind,  Druck  des  W.  gegen  einen  Turm 
85,  86. 

WinJcel  zweier  Richtungen  auf  einer 
Fläche  291. 

WurfparabeJ  15—18,  ihr  Scheitel  17,  18, 
ihr  Brennpunkt  17,  18,  ihre  Leitlinie 
17,  18,  Hüllkurve  von  W.  17. 

Wurfweite  17.  | 

Zeitdauer  für  Sinken  des  Wasserspiegels 
in  einem  Gefäß  56,  57,  für  die  Ent- 
leerung eines  Gefäßes  durch  eine  Bo- 
denöffnung 56 — 58,  für  Entleerung 
einer  Halbkugel  58,  eines  Rotations- 
paraboloids  58.  i 

ZentraleUipse  352.  j 

Zentrifugalmoment  341,  351,  359.  ' 

Zerfallperiode  radioaktiver  Substanzen  71. 
Zinnchlorid ,     Reaktionsgeschwindigkeit 
bei  Z.  172. 


Zinnchlorür,  Reaktionsgeschwindigkeit 
bei  Z.  172. 

Zissoide,  ihr  Flächeninhalt  184, 185,  ihre 
Bogenlänge  282. 

Znckerinversion  161,  162,  168. 

Zugfestigkeit  29. 

Zugspitze,  meteorologisches  Observato- 
rium auf  der  Z.  86. 

Zustandsänderung,  adiabatische  Z.  44. 
Z.  bei  konstantem  Volumen  47,  bei 
konstantem  Druck  47,  kei  konstanter 
Temperatur  48. 

Zykloide,  Flächeninhalt  der  gemeinen  Z. 
247,  mittlere  Länge  ihrer  Krümmungs- 
radien 258,  259,  Bogenlänge  der  Z. 
269,  270,  278,  279,  Volumen  und  Ober- 
fläche des  Rotationskörpers  der  ge- 
meinen Z.  300,  301. 

Zyklometrische  Funktionen,  Additions- 
theorem von  arc  tg  x  78,  ihre  Integra- 
tion 80,  81,  ihr  Auftreten  bei  der  In- 
tegration rationaler  Funktionen  109, 
110,  112. 

Zylinder  siehe  Kreiszylinder. 

Zylinderkoordinaten  310,  356. 


zu  dem  im 

Seite  50,  Zeile 

„     62,  Zeile 

für  6 

„     68,  Zeile 

„  105,  Zeile 

„  106,  Zeile 

„  110,  Zeile 

„  117,  Zeile 

„  133,  Zeile 

„  137,  Zeile 

„  137,  Zeile 

„  145,  Zeile 


Berichtigungen 

Jahre  1910  erschienenen  Teil  I,  Aufgaben  zur  Anwendung  der 
Differentialrechnung. 

1 9  lies  —  8ay  statt  —  iay. 

17  lies  yi  ==b  —  er  qp'  statt  yi  =  b  —  ffi/)';  im  Zähler  des  Ausdrucks 
hat  — {ip  —  &)qp'  zu  stehen  statt  -\- ('tp  —  &)<3P'- 

18  lies  1^  statt  ^  • 

f  (x)  fix) 

12  von  unten  lies  g  ^  2   und  g  =  —  2   statt  q  =  a  und  q  =  —  a, 

7  lies  X  = ; i^  statt  y 


h 


7  von  unten  lies  ÄPB  statt  PBA. 
19  lies  Achse  x  =  0  statt  a^-Achse. 
11  von  unten  Lies  A  statt  a. 

11  lies  Vj   statt  c^  und  t^  statt  t. 

12  und  16  lies  x^  und  y^  statt  a^  und  b-. 

21  lies  2xy  -{-  2yz  -\-  2zx  statt  xy  -{-  yz  -\-  zx. 


159,  Zeile  13  von  unten  lies  a  :  cos  —    statt    «  cos 

a 

190,  Zeile  13  lies  tg  a  =  o*  statt  tgor=l. 


Berichtigung 
zu  Teil  II,  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Integralrechnung. 
Seite  36,  Zeile  5  ist  die  Ziffer  2  zu  streichen. 


Verlag  von  B.  G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung 
der  Differential-  und  Integralrechnung 

Von  Dr.  F.  Dingeldey 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt 

In  2  Teilen,     gr.  8 

I.  Teil:    Aufgaben   zur  Anwendung   der   Differentialrechnung.     Mit  99  Figuren. 
[Vu.  202  S.]     1910.     In  Leinwand  geb.  JC  6.— 

Die  vorhandenen  Sammlungen  von  Aufgaben  zur  Differential-  und  Integral- 
rechnung enthalten  zum  größten  Teil  Ubungsbeispiele,  die  der  Geometrie  ent- 
nommen sind,  sowie  viele  Beispiele,  die,  ohne  Rücksicht  auf  irgendwelche 
Anwendungen,  nur  zur  Einübung  der  Operationen  des  Differenzierens  und 
Integrierens  dienen.  In  vorliegender  Aufgaben -Sammlung  ist  der  Versuch  ge- 
macht, außer  Anwendungen  in  der  Geometrie  auch  solche  in  der  Physik  und 
Technik  zu  berücksichtigen.  Dabei  sind  zur  Lösung  der  den  Zweigen  der 
Technik  entnommenen  Aufgaben  der  Sammlung  besondere  technische  Vor- 
kenntnisse entweder  nicht  erforderlich  oder,  wo  sie  wünschenswert  erscheinen, 
sind  die  nötigen  Erläuterungen  gegeben.  Das  Buch  enthält  übrigens  außer  den 
Aufgaben  auch  die  Lösungen.  Zu  Anfang  eines  jeden  Paragraphen  stehen  die 
Sätze  und  Regeln,  die  in  ihm  angewandt  werden  sollen. 

Dr.  Gerhard  Kowalewski 

ord.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Prag 

Grundzüge 
der  Differential-  und  Integralrechnung 

Mit  31  Figuren.     [VI  u.  452  S.]     gr.  8.     1909.     In  Leinw.  geb.  JC  12.— 

Die  komplexen  Veränderlichen  und  ihre 

Funktionen 

Fortsetzung  der  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung 
zugleich  eine  Einführung  in  die  Funktiouentheorie 

Mit  124  Figuren.  [IVu.455S.]  gr.  8.  1911.  Geh.  JM2.—,  in  Leinw.  geb.  JM3.— 

In  einer  in  die  Tiefe  gehenden  und  umfassenden  Darstellung  werden  in  dem  erstgenannten 
Werke  die  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung  behandelt.  Der  Kenner  wird  an 
manchen  Stellen  des  Buches  neue  Formulierungen  und  Vereinfachungen  bemerken,  die  hoffentlich 
das  Studium  der  Infinitesimalrechnung  erleichtern.  Das  Werk  bestrebt  sich,  überall  mögliclist 
streng  zu  sein.  Nur  bei  der  geometrischen  Interpretation  der  Zahlen  mittels  der  Zahlenlinie 
könnte  man  befürchten,  den  Leser  abzuschrecken,  wenn  auf  eine  Krorlerung  der  zugrunde  liegenden 
Axiome  eingegangen  wäre.  Das  neue  Werk  des  Verfassers  „Die  komplexen  Veränderlichen  und 
ihre  Funktionen"  ist  in  erster  Linie  als  eine  Fortsetzung  der  „Grundzüge",  die  sich  nur  auf  dai_ 
reelle  Gebiet  beschränkten,  zu  betrachten.  In  beiden  Büchern  wird  eine  möglichst  große  Exakt- 
heit bei  den  Definitionen  angestrebt.  Man  hat  sich  längst  überzeugt,  daß  dabei  die  Kiufachheit 
nicht  zu  leiden  braucht.  Beide  Bücher  sind  für  solche  Leser  geeignet,  die  nach  einer  ersten  Ein- 
führung in  die  Infinitesimalrechnung  tiefer  in  den  Gegenstand  eindringen  wollen,  und  auch  für 
solche,  die  sich  für  eine  den  Anforderungen  der  mathematischen  Strenge  voll  genügende  Grund- 
legung dieser  Disziplin  interessieren. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen 
Analysis  und  der  Infinitesimalrechnung 

mit  zahlreichen  Übungsbeispielen 

Von  Ernesto  Cesäro 

ord.  Professor  an  der  Kgl.  Universität  za  Neapel 

Nach  einem  Manuskript  des  Verfassers  deutsch  herausgegeben  von 
Dr.  G.  Kowalewski,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule  zu  Prag 

Mit  97  TextBguren.    [VI  u.  894  S.]    gr.  8.    1904.    In  Leinwand  geb.  Jt.  15.— 

Der  -wichtigste  Zweig  der  mathematischen  Wissenächaft  ist  ohne  Zweifel  derjenige,  welcher 
die  Möglichkeit  ausnutzt,  die  Zahlen  beliebig  groß  oder  beliebig  klein  werden  zu  lassen,  und 
darauf  ein  System  analytischer  Operationen  begründet,  die  für  das  Studium  geometrischer  Ver- 
hältnisse sowie  der  mannigfachsten  Naturphäuomen«  so  außerordentlich  nutzbringend  sind.  Die 
genannten  Operationen  bilden  die  Infinitesimalrechnung,  und  das  Buch  hat  sich  die  Auf- 
gabe gestellt,  sie  hier  in  elementarer  Weise  zu  entwickeln,  indem  ihm  eine  einfache,  aber  strenge 
Auseinandersetzung  der  algebraisch  enAnalysis  zur  Grundlage  gegeben  ist.  Es  wendet  seine 
Sorgfalt  nicht  so  sehr  den  Prinzipien  zu  als  vielmehr  den  Anwendungen,  indem  es  den  Leser  rasch 
und  sicher  dazu  führt,   eine   reiche  Ernte   analytijcher   und  geometrischer  Tatsachen   zu   machen. 

Vorlesungen 
über  Differential-  und  Integrairechnung 

Von  Emanuel  Czuber 

a.  o.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien 

In  2  Bänden.    3.,  sorgfältig  durchgesehene  Aufl.   gr.  8.   In  Leinw.  geb.  je  JC  12. — 

I.  Band.     Mit  125  Figuren.     [XIV  u.  605  S.]     1912. 
IL  Band.     Mit  103  Figuren.     [X  u.  590  S.]     1912. 

Bei  der  Abfassung  dieses  Werkes  hat  sich  der  Verfasser  als  Ziel  gesteckt,  eine  Darstellung 
der  theoretischen  Grundlagen  der  Infinitesimalrechnung  in  organischer  Verbindung  mit  deren 
Anwendungen,  insbesondere  der  geometrischen,  von  solchem  Umfange  zu  geben,  als  es  einerseits 
für  das  Studium  jener  angewandten  Disziplinen,  in  denen  die  Mathematik  den  Grund  zu  legen 
hat,  erforderlich  ist,  und  als  es  andererseits  die  Vorbereitung  für  das  Eintreten  in  Spezialgebiete 
der  Analysis  voraussetzt.  Er  hatte  in  erster  Linie  die  Bedürfnisse  der  Technischen  Hochschulen 
im  Auge,  wo  eine  so  geartete  Behandlung  des  Gegenstandes  allein  am  Platze  ist,  glaubt  aber,  daß 
auch  Studierende  der  Mathematik  in  engerem  Sinne  von  dem  Bnche  mit  Nutzen  werden  Gebrauch 
machen  können;  denn  die  reichliche  Bedachtnahme  auf  die  Anwendung  der  theoretischen  Sätze 
soU  nicht  nur  dazu  dienen,  das  Interesse  an  dem  Gegenstands,  das  ja  hier  vorausgesetzt  werden 
muß,  wach  zu  erhalten,  sie  ist  vielmehr  geeignet,  das  Verständnis  der  Theorie  zu  fördern  und  zu 
vertiefen. 

Vorlesungen 
über  Differential-  und  Integralrechnung 

von  Dr.  0.  Dziobsk 

Professor  an  der  Militärtechn.  Akademie  und  an  der  Techn.  Hochschule  zu  Charlottenburg 

Mit  150  Figuren.    [X  u.  648  S.]    gr.  8.    1910.    In  Leinwand  geb.  oiC  16.— 

„Das  Buch  behandelt  einen  reichen,  mit  Eücksicht  auf  spezielle  Strecke  abgesteckten  Stoff 
in  eigenartiger  Weise.  Die  Eigenartigkeit  Hegt  einmal  in  der  vielfachen  Verbindung  mit  prak- 
tischen Fragen,  die  sich  aus  dem  Zwecke  von  selbst  ergab;  danu  in  der  au  den  freien  Vortrag 
gemahnenden,  mitunter  populär  klingenden  Form;  endlich  in  der  Einichränkung  theoretischer 
Entwicklungen  gegenüber  der  Anwendung  der  Sätze  zur  Losung  von  Aufgaben,  deren  das  Buch 
eine  beträchtliche  Menge  vorführt.  .  .  .  Das  Buch  kann  auch  zum  Selbststudium  und  als  gute 
Vorschule  für  größere  Werke  empfohlen  werden"  (Deutsche  Literatur/eituiig.) 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

E.  Pascals 
Repertorium  der  höheren  Mathematik 

Z^weite,  völlig  umgearbeitete  Auflage  der  deutschen  Ausgabe. 
Unter  Mitwirkung  zahlreicher  Mathematiker  herausgegeben  von 

F.  Epstein  B.  Bothe  H.  E.  Timerdiug 

Prof.  a.  d.  üniveräität     Prof.  a.  d.  Teclin.  Hochschule     Prof.  a.  d  Techn.  Hochschule 
Straßburg  in  Hannover  in  Brannschweig 

2  Bände  in  4  Teilen,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Analysis.  Unter  Mitwirkung  von  B.  Fricke,  Ph.  Furtwängler,  A.  Guldberg, 
H.  Hahn,  E.  Jahnke,  H.  Jung,  A.  Loewy,  E.  Pascal,  H.  E.  Timerding  her- 
ausgegeben von  P.  Epstein.  I.  Hälfte:  Algebra,  Differential-  und  Integral- 
rechnung. [XV  u.  527  S.]  1910.  JCIO.—  [Die  II.  Hälfte  unter  der  Presse.] 
II.  Band:  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  L.Berzolari,  K.  Bonola,  E.  Ciani,  M.  Dehn, 
F.  Dingeldey,  F.  Enriques,  G.  Giraud,  G.  Guareschi,  L.  Heffter,  "\V.  Ja- 
cobsthal,  H.  Liebmann,  J.  Mollerup,  J.  Neuberg,  U.  Perazzo,  0.  Staude, 
E.  Steinitz,  H.  Wieleitner  und  K.  Zindler  herausgegeben  von  H.  E.  Timer- 
ding. I.Hälfte:  Grundlagen  und  ebene  Geometrie.  Mit  54  Figuren.  [XYI  u. 
354  S.]  1910.  J(-  10.—    [Die  n.  Hälfte  unter  der  Presse.] 

„  .  .  .  Eine  wirkliche  Encyklopädie  der  höheren  Mathematik,  in  der  die  Resultate  mathe- 
matischer Wissenschaft  nicht  mehr  zusammenhanglos  wie  in  einem  Formelbuche  nebeneinander 
stehen,  sondern  die  die  leitenden  Gedanken  in  flüssiger,  wenn  auch  kurzer  Darstellung  entwickelt 
und  dem  angehenden  Mathematiker  überall  einen  ,8ystematischen,  auf  wirklichem  Verständnis 
beruhenden  Überblick  über  das  Gesamtgebiet  seiner  Wissenschaft'  zu  verschaffen  bestrebt  ist.  .  ,  . 
Man  durcnblättre  irgendein  Kapitel,  in  dem  man  nicht  Spezialfachmann  ist  —  vielleicht  auch 
eines,  worin  man  es  ist  —  und  man  wird  gegenüber  der  ungeheuren  Fülle  dessen,  was  man  nicht 
weiß  und  nicht  gewußt  hat  noch  viel  bescheidener  werden,  als  man  es  schon  war.  Man  kommt 
sich  vor,  wie  ein  winziges  Insekt,  das  sich  irgendwo  auf  einem  millionenblättrigen  Eichbaum 
angesiedelt  hat  und  nun  auch  von  ,selnem  Eichbaum'  zu  sprechen  wagt."       (Pädagog.  Zeitung.) 

TASCHENBUCH 

FÜR  MATHEMATIKER  UND  PHYSIKER  1913 

^"^nter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen  herausgegeben  von 

Felix  Auerbach  und  Rudolf  Rothe 

in  Jena  in  Hannover 

III.  Jahrgang  1913/14. 

Mit  einem  Bildnis  Friedrich  Kohlrauschs.     [X  u.  437  S.]     8.     1913. 
In  Leinwand  gebunden  JC  6. — 

Das  „Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker"  erscheint  hiermit 
zum  dritten*)  Male.  Eröffnet  wird  es  wie  die  früheren  Jahrgänge  mit  einem 
Bildnisse  und  Nachrufe,  diesmal  auf  Friedrich  Kohlrausch,  aus  der  Feder  von 
Warburg,  dem  Präsidenten  der  Reichsanstalt.  Die  Anordnung  ist  die  gleiche 
geblieben;  aber  wiederum  sind  verschiedene  in  sich  geschlossene  Aufsätze  neu 
aufgenommen,  die  besondere  Themen  von  allgemein  wichtigem  oder  aktuellem 
Charakter  behandeln;  so  Artikel  von  Lietzmann,  Koebe,  Hessenberg,  Toeplitz, 
Fleck,  Salkowski  und  Bieberbach  über  mathematische  Themen,  von  Liebmann 
über  Mechanik,  über  Geodäsie  von  Gast,  über  Kristallographie  von  Milch.  Der 
astronomische  Teil  mit  Kalender  ist  wieder  von  Knopf,  der  mathematische 
Hauptteil  von  R.  Rothe,  der  physikalische  von  F.  Auerbach,  der  physikalisch- 
chemische von  Fr.  Auerbach.  Auch  eine  kurze  Geschichtstafel  wichtiger  Daten 
aus    der    Mathematik    und    Physik    wird    vielen    Benutzern    willkommen    sein. 

*)  I.  Jahrgang  1909/10.     Mit  einem  Bildnis  Lord  Kelvins.     In  Leinwand  geb.  JC  C. — 
II.  Jahrgang  1910/11.     Mit  einem  Bildnis  H.  Minkowskis.     In  Leinwand  geb.  JC  7. — 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Mathematisch-physikalische  Schriften 
für  Ingenieure  und  Studierende 

Herausgegeben  von  E.  Jahnke. 

Die  Sammlung  setzt  sich  zum  Ziel,  kurze  Darstellungen  zu  bieten,  welche  für  ein  engbegrenztes 
Gebiet  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfaßlich  ableiten  und  deren  Verwendbarkeit  in 
den  einzelnen  Teilen  von  Physik  und  Technik  aufdecken.  Dabei  ist  Vollständigkeit  der  Beweisfüh- 
rung nicht  erstrebt,  vielmehr  wird  besonderer  Wert  darauf  gelegt,  Dinge,  die  für  die  Anwendungen 
von  Wichtigkeit  sind,  nicht  zugunsten  wissenschaftlicher  Strenge  zurücktreten  zu  lassen.  Die  Dar- 
stellung der  einzelnen  Gebiete  ist  so  gehalten,  daß  jede  ein  abgeschlossenes  Ganzes  für  sich  bildet. 
I.  Einführung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.   Von  Dr.  R.  Gans,  Professor  an  der 

Universität  La  Plata.  Mit  40  Fig.  |V1  u.  HOS.)  1908.  Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinw.geb.M.  2.80. 
II.  Elektromagnetische    Ausgleichsvorgänge    in    Freileitungen    und    Kabeln. 

Von  K.W.Wagner,   Kaiserl.  Telegr. -Ingenieur  in  Charlottenburg.     Mit  23  Figuren.    IIV  u. 

109  S.)     1908.    Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

III.  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetis- 
mus. Von  Dr.  Gl.  S  c h a e f  e r ,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  Breslau.  Mit  Bildnis  J.  C.  Max- 
wells  und  32  Figuren.     [VIII  u.  174  S.)     1908.    Steif  geh.  M.  3.40,  in  Leinwand  geb.  M.  3.80. 

IV.  Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Professor 
am  Sophien -Realgymnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Figurentafel.  [V  u.  129  S.|  1908.  Steif  geh. 
M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 

V.  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor  an  der 
Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  Emde,  Prof.  a.  d.  Bergakademie  in  Klausthal  i.  H.  Mit 
53  Figuren.     |XII  u.  176  S.)    gr.  8.     1909.    In  Leinwand  geb.  M.  6.— 

VI.  1  u.  2.  DieVektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in  der  theoretischen  Physik. 
Von  Dr.  W.  v.  Ignatowsky,  Privatdoz.  a.  d.  Univ.  Berlin.    In  2  Teilen. 

I.  Teil.    Die  Vektoranalysis.     Mit  27  Figuren.      [VIII  u.  112  S.|     1909.     Steif  geh.  M.  2.60, 

in  Leinwand  geb.  M.  3. — 

II.  —      Anwendung    der   Vektoranalysis    in    der    theoretischen    Physik.      Mit    14    Figuren. 

|1V  u.  123  S.]     1910.    Steif  geh.  M.  2.60,   in  Leinwand  geb.  M.  3.- 

VII.  Theorie  der  Kräftepläne.  Von  Dr.  H.  E.  Timerding,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig.  Mit  46  Figuren.  [VI  u.  99  S.]  1910.  Steif  geh.  M.  2.60, 
in  Leinwand  geb.  M.  3. — 

VIII.  Mathematische  Theorie  der  astronomischen  Finsternisse.  Von  Dr.  P.  Schwahn, 

Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  „Urania"  in  Berlin.     Mit  20  Fig.     [VI  u.  128  S.]    8. 

1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 
IX.  Die  Determinanten.    Von  Geh.  Hofrat  Dr.  E.  Netto,  Professor  an  der  Universität  Gießen. 

[VI  u.  130  S.j    8.     1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 
X.I.Einführung   in   die    kinetische    Theorie  der    Gase.    Von  Dr.  A.  Byk,  Professor 

an  der  Universität  und  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.    2  Teile. 

I.Teil:    Die   idealen   Gase.     Mit  14  Figuren.    |V  u.  102  S.)    1910.    Steif  geh.  M.  2.80, 

in  Leinwand  geb.  M.  3.20.  * 

XI.  1.  Grundzüge  der  mathematisch- physikalischen  Akustik.  Von  Dr.  A.  Kalähne, 

Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig.    2  Teile. 

I.  Teil :  [VII  u.  144  S.j    1910.   Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60.   II.  Teil  u.  d.  Presse. 

XII.  Die  Theorie  der  Wechselströme.  Von  Professor  Dr.  E.  Orlich,  Mitglied  der  physi- 
kalisch-technischen Reichsanstalt  zu  Charlottenburg.  Mit  37  Figuren.  [IV  u.  94  S.)  1912. 
Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

XIII.  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Von  Dr.  Martin  Krause  unter  Mitwirkung 
von  Dr.  Emil  Naetsch,  Professoren  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit 
25  Figuren.    [VII  u.  186  S.j    1912.    Steif  geh.  M.  3.60,  in  Leinwand  geb.  M.  4.- 

XIV.  Konforme  Abbildung.  Von  weil.  Oberlehrer  Leo  Lewent.  Herausg.  von  Prof.  Eugen 
Jahnke.  Mit  einem  Beitrag  von  Dr.  W  i  1  h.  B 1  a  s  c  h  k  e ,  Privatdozent  an  der  Universität  Greifs- 
wald.   Mit  40  Abbildungen.    [VI  u.  118  S.)    1912.    Steif  geh.  M.  2.80,  in  Leinw.  geb.  M.  3.20. 

XV.  Die  mathematischen  Instrumente.  Von  Professor  Dr.  A.  Galle  in  Potsdam.  Mit 
86  Abbildungen.    [VI  u.  187  S.)     1912.    Steif  geh.  M.  4.40,  in  Leinw.  geb.  M.  4.80. 

XVI.  Dispersion  und  Absorption  des  Lichtes  in  ruhenden  isotropen  Körpern. 
Theorie  und  ihre  Folgerungen.  Von  Dr.  D.  A.  Goldhammer,  Professor  an  der  Universität 
Kasan.    [VI  u.  144  S.|    gr.  8.     1912.    Steif  geh.  M.  3.60,  in  Leinw.  geb.  M.  4.— 

In  Vorbereitung  bzw.  unter  der  Presse  (*)  befinden   sich   zunächst  folgende  weitere  Bändchen: 


D  e  b  y  e ,  die  Randwertaufgaben  i.  d.  theor.  Physik. 

Gans,  Potenlialtheorie. 

Grübler,  Getriebelehre. 

Grüneisen,  Schwingungsprobleme. 

V.Kar  man,  Festigkeitsprobleme  der  modernen 

Maschinentechnik. 
Krüger,  Thermoelektrizität. 
Marcolongo,    Einführung   in  die  Elastizitäts- 


v.  Mises,  technische  Hydromechanik.  (2  Teile.) 
Rogowski,  die  Streuung  des  Transformators. 
Rothe,  die  partiellen  Differentialgleichungen. 
Rümelin,    Theorie  der  Ionisation  der   Gase. 

(2  Teile.) 
Timpe,  ausgewählte  Spannungsprobleme  des 


theorie.    (2  Teile.)  |       Bauingenieurs. 

Ausführl.  Prospekt  durch  jede  Buchhandlung  oder  direkt  vom  Verlag 
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